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A 容 简介 


本 书 系统 地 阐述 了 宇宙 学 近年 来 的 新 进展 ,， 包括 作者 和 合作 者 们 以 
及 国内 外 同行 学 者 们 的 近期 研究 成 果 . 全 书包 括 引 力 理 论 基础 、 广 义 相 对 
论 字 宙 学 、 字 宙 的 暴 胀 、 量 子 宇宙 学 等 4 篇 ; 宇宙 动力 学 方程 、 弗 里 德 曼 
宇宙 模型 .其 他 宇宙 模型 . 奇 点 定理 、 暗 物质 和 暗 能 量 .宇宙 的 暴 胀 dilaton 
宇宙 解 、 字 宙 暴 胀 的 机 制 、 哈 特 -霍金 宇宙 波 函 数 、 宇 宙 结 构 的 起 源 、 虫 
洞 波谱 、Vilenkin 的 量子 宇宙 学 、 诱 导 引 力 及 其 量子 宇宙 学 模型 、 圈 量子 
宇宙 学 的 解析 表述 、 字 宙 创 生 的 量子 特性 、 额 外 维度 和 膜 宇 宙 理 论 等 21 
章 114 节 . 

本 书 可 供 理论 物理 、 天 体 物 理 和 应 用 数学 专业 的 硕士 生 、 博 士 生 和 
研究 人 员 阅 读 ， 也 可 供 高 年 级 本 科学 生 和 自考 者 参考 . 
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宇宙 是 物理 学 研究 的 最 大 对 象 . 宇宙 学 是 建立 在 引力 理论 基础 上 的 . 1687 年 ， 
牛顿 创立 了 第 一 个 引力 理论 , 这 是 人 类 对 自然 界 普遍 存在 的 力 一 一 引力 的 认识 的 
第 一 次 升华 ， 和 牛顿 引力 理论 首次 揭 开 了 行星 运动 之 谜 , 奇迹 般 地 预言 了 两 个 行星 
(海王 星 和 冥王 星 ) 的 存在 并 被 天 文 观测 所 证 实 ， 从 此 牛顿 的 名 字 誉 满 全 球 ， 直 至 
20 世纪 初 , 这 一 理论 是 人 们 普遍 接受 的 、 唯一 正确 的 引力 理论 . 随 着 人 类 智慧 的 发 
Fe, 牛顿 引力 理论 的 困难 日 益 引 起 学 者 们 的 重视 : 它 无 法 解释 天 文学 家 观测 到 的 事 
SE 一 一 水 星 近 点 的 移动 , 无 法 解释 物体 的 引力 质量 等 于 惯性 质量 .……… 

牛顿 引力 理论 无 法 研究 宇宙 . 用 牛顿 引力 理论 研究 宇宙 会 导致 著名 的 Newman 
疑难 . 

1916 年 , 爱 因 斯 坦 以 全 新 的 观点 创立 了 新 的 引力 理论 广义 相对 论 , 这 是 
人 类 对 引力 认识 的 第 二 次 升华 . 爱 因 斯 坦 引 力 理论 将 时 - 空 几何 和 引力 场 统 为 一 体 ， 
以 其 简洁 的 逻辑 和 优美 的 结构 令 学 者 们 叹服 甚至 陶醉 . 它 圆满 地 解决 了 牛顿 引力 理 
论 的 困难 , 并 将 牛顿 引力 理论 纳入 自己 的 特殊 情况 ( 弱 场 近似 ). 

爱 因 斯 坦 引 力 理论 (广义 相对 论 ) 的 建立 , 第 一 次 为 宇宙 学 提供 了 动力 学 基础 ， 
使 宇宙 学 成 为 一 门 定量 的 科学 . 爱 因 斯 坦 的 引力 场 方 程 可 以 用 于 宇宙 , 作为 宇宙 演 
化 的 动力 学 方程 . 因此 , 应 用 广义 相对 论 , 可 以 根据 宇宙 的 现在 研究 宇宙 的 过 去 和 
未 来 . 

本 书 的 内 容 包 括 广义 相对 论 宇宙 学 ( 即 标准 宇宙 学 或 大 爆炸 宇宙 学 )、 字 宙 的 
暴 胀 和 量子 宇宙 学 三 个 部 分 . 在 内 容 安排 上 侧重 于 宇宙 的 暴 胀 和 量子 宇宙 学 , 特别 
是 该 领域 近年 来 的 新 进展 , 包括 宇宙 暴 胀 的 机 制 、 暴 胀 和 膨胀 的 自然 衔接 、dilaton 
宇宙 解 、 膜 宇宙 以 及 近 两 年 用 图 量子 宇宙 学 方法 给 出 的 宇宙 创 生 过 程 的 量子 特性 . 

本 书 第 一 篇 是 爱 因 斯 坦 引 力 理论 基础 , 为 后 几 篇 的 叙述 做 必要 的 准备 . 第 二 篇 
阐述 广义 相对 论 大 爆炸 宇宙 学 . 大 爆炸 宇宙 学 成 功 地 解释 了 自 t= 10-?s( 轻 核 形 
成 ) 至 上 = 10y (现在 ) 宇宙 演化 阶段 的 观测 事实 . 其 中 包括 元 素 的 起 源 (AEE 
测量 )、 星 系 光 谱 的 宇宙 学 红 移 、3K 微波 背景 辐射 、 星 系 计数 、 宇 宙 大 尺度 的 均匀 
各 癌 同 性 等 . 宇宙 背景 辐射 的 观测 两 次 获得 诺 贝 尔 物理 学 奖 (1978 年 , 2006 Æ), 就 
是 因为 它们 支持 了 大 爆炸 宇宙 模型 . 由 于 大 爆炸 宇宙 模型 普通 为 人 们 所 接受 , 故 称 
之 为 标准 宇宙 模型 . 然而 标准 宇宙 模型 也 有 它 的 困难 , 就 是 在 t < 10-10s 这 一 极 早 
期 演化 阶段 中 的 4 个 问题 : 奇 点 问题 、 视 界 问 题 , 平 直 性 问题 和 磁 单 极 问题 . 书 中 
第 三 篇 比较 详细 地 阐述 了 20 世纪 80 年 代 诞 生 的 暴 胀 宇宙 学 理论 . 这 一 理论 解决 
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TER 4 个 问题 中 的 后 三 个 . 它 已 经 把 我 们 带 到 了 t= 10-36s 的 宇宙 极 早 期 , 已 接 
近 字 宙 的 开端 . 我 们 可 以 把 加 入 了 暴 胀 理论 的 大 爆炸 宇宙 模型 称 为 新 的 标准 宇宙 
模型 . 

近年 来 , 人 们 把 超 弦 理论 用 于 研究 暴 胀 宇宙 , 发 现 弦 宇 宙 方 程 的 解 可 以 分 成 两 
个 对 偶 分 支 . 一 个 分 支 描 述 膨 胀 的 Friedmann-Robertson-Walker FH, 另 一 个 分 支 
描述 暴 胀 宇宙 . 只 要 dilaton 势 取 通常 的 确定 值 , 其 中 任何 一 个 分 支 便 可 以 平稳 地 演 
化 到 另 一 个 分 支 . 即 宇宙 可 以 由 弗 里 德 曼 膨胀 自然 过 渡 到 暴 胀 , 再 由 暴 胀 自然 过 渡 
到 弗 里 德 曼 膨胀 , 自然 地 解决 了 宇宙 暴 胀 的 “从 容 退 出 ”问题 . dilation 宇宙 解 对 于 
揭示 宇宙 暴 胀 的 机 制 是 至 关 重 要 的 . 书 中 比较 详细 地 论述 了 弦 宇 宙 方 程 和 dilation 
字 宙 解 . 

标准 宇宙 模型 4 个 困难 问题 还 剩 下 一 个 , 即 宇宙 的 初始 奇 点 (宇宙 的 创 生 ) 问 
题 , 这 是 本 书 第 四 篇 (量子 宇宙 学 ) 的 内 容 . 

广义 相对 论 宇宙 学 是 建立 在 爱 因 斯 坦 引 力 理论 基础 上 的 . 严格 地 说 , 量子 宇宙 
学 应 该 建立 在 量子 引力 理论 的 基础 上 . 然而 , 至 今 尚 未 建立 一 个 令 人 满意 的 量子 引 
力 理论 . 尽管 如 此 ,人 们 仍然 可 以 根据 已 经 了 解 到 的 量子 引力 的 某 些 特征 , 去 寻找 
各 种 途径 , 尝试 解决 量子 宇宙 学 的 主要 问题 一 一 宇宙 的 创 生 问题 . 20 世纪 80 年 代 
初 , 险 特 (Hartle)、 霍 金 (Hawking)、Vilenkin 等 提出 , 用 宇宙 波 函 数 来 描述 宇宙 的 
量子 状态 , 宇宙 动力 学 方程 即 惠 勒 - 德 维特 方程 这样, 只 要 确定 宇宙 的 边界 条 件 ， 
便 可 定量 地 研究 宇宙 的 创 生 问题 了 . 

对 于 宇宙 波 函 数 的 选择 和 宇宙 边界 条 件 的 确定 , 哈 特 -霍金 和 Vilenkin 分 别提 
出 了 不 同 的 方案 , 这 两 个 方案 构成 了 目前 量子 宇宙 学 的 两 个 学 派 . 本 书 第 四 篇 比较 
详细 地 阅 述 了 哈 特 -霍金 的 量子 宇宙 学 理论 和 韦 连 金 的 量子 宇宙 学 理论 ， 并 对 这 两 
个 理论 进行 了 比较 . 

2006 F, 美国 物理 学 家 Ashtekar, Pawlowski 和 Singh 用 圈 量 子 宇宙 学 理论 给 
出 的 量子 方程 做 了 系统 的 解析 推导 和 数值 计算 ， 发 现在 大 爆炸 之 前 可 以 存在 一 个 
与 我 们 的 观测 宇宙 相似 的 收缩 的 经 典 宇 宙 . 演化 一 直 进 入 普 朗 克 区 域内 . 在 这 两 个 
经 典 宇宙 中 时 空 都 是 连续 的 , 广义 相对 论 精确 成 立 . 在 收缩 的 经 典 字 宙 和 膨胀 的 经 
典 宇 宙 之 间 的 量子 通道 只 持续 非常 短 的 一 段 “ 时 间 ”, 其 间 广 义 相 对 论 失 效 . 这 个 
APS 模型 中 不 存在 大 爆炸 奇 点 , 但 与 已 有 的 反弹 宇宙 模型 不 同 , 它 是 在 圈 量 子 宇宙 
学 框架 内 经 过 严格 的 解析 推导 和 数值 计算 得 到 的 ， 唯 一 遗憾 的 是 假定 宇宙 是 均匀 
各 向 同性 的 . 书 中 第 9 章 比较 详细 地 论述 了 宇宙 学 这 一 最 新 进展 . 

由 现代 高 能 物理 实验 和 理论 分 析 , 可 以 确定 超 对 称 破 缺 的 能 标 为 TeV 量 级 , 再 
根据 量子 场 论 的 计算 便 可 确定 宇宙 常数 的 量 级 . 由 此 确定 的 宇宙 常数 值 比 观测 值 
大 60 个 数量 级 . 进而 用 广义 相对 论 得 到 宇宙 半径 只 有 毫米 量 级 ! 这 一 尖锐 的 矛盾 
曾经 令 学 者 们 震惊 , 而 又 无 可 奈何 . 超 弦 理论 和 膜 宇 宙 理 论 为 这 一 矛盾 的 解决 提供 
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1996 年 , Witten 提出 了 一 种 十 一 维 时 空中 的 新 的 超 弦 理论 , 它 以 十 一 维 超 引力 
理论 为 低能 有 效 理论 , 统一 了 人 们 熟悉 的 5 FRAN IRA ABEL. 这 一 理论 被 称 
AM 理论 . 超 弦 理论 中 的 规范 场 只 存在 于 十 维 时 空中 , 即 只 存在 于 十 一 维 时 空中 
的 一 个 超 曲 面 上 . 这 就 是 膜 宇 宙 论 思想 在 超 弦 理论 中 的 体现 . 而 我 们 的 观测 宇宙 是 
四 维 的 , 即 只 存在 于 十 维 时 空 的 一 个 四 维 超 曲面 上 , 如 同一 张 膜 . 我 们 的 观测 宇宙 
就 成 为 了 膜 宇宙 . ERS RRS, 宇宙 常数 与 可 观测 宇宙 的 半径 之 间 没 有 直接 关 
系 , 宇宙 常数 可 以 如 超 对 称 破 缺 和 量子 场 论 给 出 的 那么 大 , 而 宇宙 半径 也 可 以 和 观 
测 到 的 一 样 大 ( 即 宇宙 曲率 很 小 ). 在 膜 字 宙 理论 中 , 把 对 膜 宇 宙 (可 观测 宇宙 ) 曲 
率 有 贡献 的 那 部 分 宇宙 常数 称 为 “有 效 宇 宙 常 数 ". 如 果 宇 宙 常 数 只 对 额外 维度 有 
贡献 , 则 “有 效 宇宙 常数 ”为 零 . 这 就 是 说 , 宇宙 常数 可 以 很 大 “有 效 宇宙 常数 ”可 
以 很 小 . 于 是 上 述 宇宙 常数 问题 不 复 存在 . 书 中 最 后 一 章 阐述 了 膜 宇 宙 理 论 的 主要 
内 容 . 

本 书 假定 读者 已 具备 量子 场 论 、 张 量 分 析 和 微分 几何 等 基础 知识 . 
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第 一 篇 “引力 理论 基础 


在 人 们 已 经 知道 的 诸 种 力 中 , 引力 是 唯一 不 可 屏蔽 的 长 程 力 , 对 于 分 布 于 大 尺 
度 时 空中 的 物质 和 时 空 本 身 , 引力 是 起 决定 作用 的 力 . 因此 , 引力 决定 宇宙 动力 学 ， 
从 而 决定 宇宙 的 演化 . 任何 定量 的 宇宙 学 理论 都 必须 以 引力 理论 为 基础 , 然而 牛顿 
引力 理论 不 能 研究 宇宙 , 用 牛顿 引力 理论 研究 宇宙 将 导致 著名 的 Newman 疑难 . F 
宙 学 以 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 为 基础 . 


第 1 章平 直 时 空 引力 理 论 


1.1 万 有 引力 定律 
两 个 质量 分 别 为 M 和 M 的 质点 相距 + 时 , 其 间 存 在 一 引力 


(1.1.1) 


式 中 常数 M 和 M 是 两 质点 的 引力 质量 ; K 为 普 适 常数 , 它 的 数值 决定 于 单位 制 
的 选择 . 

牛顿 的 万 有 引力 定律 的 建立 , 使 人 们 能 够 严格 地 导出 行星 轨道 的 所 有 参数 , 能 
够 轻而易举 地 推 得 开 普 勒 三 定律 . 从 而 , 人 们 第 一 次 揭 开 了 天 体 运 行 之 谜 . 1846 F, 
勒 威 耶 和 亚 当 斯 根据 天 王 星 轨 道 的 摄 动 , 应 用 牛顿 的 万 有 引力 定律 , 成 功 地 预言 了 
当时 尚未 发 现 的 两 颗 行 星 (海王 星 和 冥王 星 , 冥王 星 稍 晚 一 些 ) 的 存在 , 后 来 果然 被 
天 文 观 察 所 证 实 . 从 此 , 牛顿 的 平 直 时 空 引力 理论 得 到 举世 公认 , 牛顿 的 名 字 誉 满 
ERR. 此 外 , 牛顿 引力 定律 还 成 功 地 解释 了 潮汐 现象 、 地 球 的 形状 等 地 球 物理 现象 . 
牛顿 引力 理论 是 第 一 个 成 功 的 引力 理论 . 但 是 这 一 理论 也 有 不 可 克服 的 困难 . 

首先 , 由 式 (1.1.1) 所 确定 的 力 是 超 距 作用 力 . 根据 近代 的 和 经 典 的 概念 , 这 都 
是 不 可 理解 的 . 甚至 牛顿 本 人 也 认为 是 无 法 接受 的 . 

更 重要 的 是 , 牛顿 引力 理论 与 实验 事实 不 相符 : 牛顿 引力 定律 (1.1.1) 无 法 解 
释 天 文 观测 发 现 的 水 星 近 日 点 的 进 动 这 一 现象 . 

人 们 曾经 试图 对 式 (1.1.1) 进行 修正 . BA (Holl) 提出 


F(r) = Ki (1.1.2) 


按照 水 星 的 实验 观测 资料 , 欲 使 式 (1.1.2) 与 观测 结果 相符 合 , 应 有 N ~ 2.00000016. 
可 是 如 果 N 取 这 一 数值 , 则 式 (1.1.2) 又 无 法 与 月 球 的 运动 规律 相符 合 . 
人 们 也 曾经 试图 给 式 (1.1.1) 附加 上 按 三 规律 变化 的 附加 项 


F(r) = Peat (1+ =), (1.1.3) 


式 中 n = 3,4 或 5. 按 行星 轨道 近日 点 的 进 动 , a 应 为 正 数 . 不 难看 到 , 无 论 a 取 什 
么 值 都 无 法 符合 水 星 和 其 他 行星 以 及 月 球 的 运动 规律 . 


<A 第 1 章平 直 时 空 引力 理论 


牛顿 引力 理论 不 能 研究 宇宙 . 用 牛顿 引力 理论 研究 宇宙 将 导致 著名 的 Newman 
疑难 , 其 内 容 如 下 : 
根据 宇宙 学 原理 , 宇宙 是 各 向 同性 的 , 宇宙 物质 是 均匀 分 布 的 . 由 高 斯 定理 和 


式 (1.1.1) 容易 得 到 
fy -gdv = faas, (1.1.4) 


AF g 为 引力 场 强 . 和 静电 学 的 情况 类 似 , 注意 p = const, 得 到 |g| ~ pR. R WR 
得 任意 大 , 于 是 g 值 不 确定 . 这 是 不 可 接受 的 . 
宇宙 是 无 限 的 还 将 导致 著名 的 Olbers AEB. 设 宇宙 中 任 一 点 0, 在 以 O 点 为 
圆心 以 7 为 半径 的 球 壳 内 , 恒星 数 为 4rr2pdr, p 为 恒星 密度 . 球 壳 内 每 颗 恒 星 在 O 
点 产生 的 照度 为 = k = const, 于 是 球 壳 内 恒星 在 O 点 的 照度 为 4rpkdr, 宇宙 中 
任 一 点 O 处 的 总 照度 为 p 
J Anpkdr = oo, 


即 “ 天 空 是 无 限 明亮 的 ”. 此 即 Olbers FFB. 


12 ”牛顿 引力 势 


设 质 点 M 为 引力 源 , 质点 M' =m 为 试验 质点 , WH (1.1.1) 可 写 为 场 分 布 的 
形式 (与 静电 学 中 的 情形 类 似 ) 

五 = 一 ?VD (1.2.1) 

pe -KZ. (1.2.2) 


U 叫做 牛顿 引力 势 , 它 满足 拉 普 拉 斯 方程 
V2U = 0. 


如 果 产 生 引 力 场 的 场 源 物质 密度 为 pl, y, z), 则 牛顿 引力 势 U(x, y, z) 满足 泊 

松 方程 
V2U = 4nkp(z, y, z). (1.2.3) 
牛顿 引力 理论 实际 上 是 一 个 三 维 场 论 . 泊 松 方程 的 解 给 出 引力 势 的 空间 分 布 


U(z,y,z). 例如 , SWRA (zi) 与 物质 系统 的 距离 远大 于 物质 系统 的 线 度 时 , 方程 
(1.2.3) 的 解 可 写 为 


U= -k f pr) asy, (1.2.4) 


r= 


1.3 ”惯性 质量 和 引力 质量 ‘5. 


RP r= {2}, r = {2°}, 分别 为 观察 点 和 质量 元 的 位 矢 . R (1.2.4) 可 展开 为 = 的 


TE M 1 a /1 
U=-KÍŽ +3Dy (=) ted (1.2.5) 
式 中 
M= | pdsz (1.2.6) 
是 系统 总 质量 . 质量 四 极 矩 张 量 Dij 可 表示 为 
Dy = foei — r?° dr = Jpkôij — 3Jij, (1.2.7) 
式 中 
Jij = f oss —a'z))d°x (Jek = Jur + J22 + J33) (1.2.8) 


是 惯性 矩 张 量 . 按 定义 , 质量 四 级 矩 张 量 是 零 迹 的 , 即 Dek = Dir + D22 + D33 = 0. 


1.3 惯性 质量 和 引力 质量 
由 式 (1.1.1) 定义 的 质量 叫 引 力 质量 . 另外 , 根据 动力 学 定律 
F = Ma, (1.3.1) 


式 中 的 常数 M 表征 物体 对 加 速 的 阻碍 作用 , 定义 为 物体 的 惯性 质量 . 同一 物体 的 
引力 质量 和 惯性 质量 分 别 记 为 M, 和 My. 如 果 设 


Mg en 
MA (1.3.2) 
Ws (1.1.1) 可 写 为 
1 / 
F= Ke = qt G = E (1.3.3) 
T rT 


AEE ee SSF E TSE ERRAT (Eötvös) 实验 都 证 明了 物体 的 
引力 质量 恒 等 于 惯性 质量 , 即 和 = 1. 因此 有 


K=G (1.3.4) 
AF G 为 牛顿 引力 常数 . 
由 Ms = Mi 可 以 得 到 试验 粒子 在 引力 场 中 的 加 速度 
a= La —~=2VU = -VU. (1.3.5) 


6: 第 1 章平 直 时 空 引力 理论 


这 就 是 说 , 加 速度 a 不 依赖 于 试验 物体 , 只 和 引力 场 有 关 . 这 正 是 伽利略 落体 实验 
所 得 出 的 结论 . 这 一 结果 和 电磁 场 中 的 情况 不 同 . 在 那里 , 我 们 有 


F = —qV¢, 
F = ma. 
从 而 有 
= _~1¥¢. 
m 


即 加 速度 依赖 于 试验 粒子 的 荷 质 比 , 而 不 单纯 依赖 于 电磁 场 . 
为 了 发 现 物 体 的 引力 质量 与 惯性 质量 的 差别 , 人们 不 断 提 高 实验 的 精度 , 但 所 
得 到 的 都 是 零 结果 . 下 表 给 出 了 一 些 代 表 性 实验 的 结果 , 最 右边 一 纵 行 的 精确 度 表 


示 |meg — mil/mi. 


表 1-1 区 分 ms M m 的 实验 结果 


年 份 X 验 者 精 确 度 
1610 Galileo 2x1073 
1680 Newton 2x107? 
1827 Bessel 2x10-5 
1890 Eötvös 5 x 1078 
1922 Eötvös, Pekar 3 x 107-9 
1935 Renner 2 x 10710 
1964 Dicke, Krotkov 3 x 107-11 
1971 Braginsky, Panov 9 x 10713 


1-1 Æ Eötvös 实验 的 示意 图 . 在 一 扭 秤 的 两 端 固定 两 个 材料 不 同 的 物体 ， 
调整 两 壁 水 平 且 东西 取向 . 实验 将 给 出 引力 质量 与 惯性 质量 之 比 对 两 个 物体 是 否 相 
同 . 如 果 这 一 比值 ms /mi 对 两 个 物体 是 相同 的 , 那么 没有 扭矩 加 在 扭 种 上 . 如 果 比 
值 me /mi 对 于 两 个 物体 不 相等 , 则 将 产生 一 个 扭矩 加 在 扭 征 上 , 从 而 引起 它 转 动 . 

图 中 每 个 物体 受 两 个 力 : 指向 地 心 的 引力 meg 和 

os MOO 惯性 离心 力 (由 于 地 球 绕 轴 自转 产生 的 )mra. 设 > 轴 

沿 径 向 , 则 mya 沿 z 轴 和 c 轴 方 向 的 分 量 分 别 为 mra。 
< 和 miaz; mgg 沿 z 轴 的 负 方 向 . 我 们 来 计算 作用 在 扭 
mg 秤 上 的 扭矩 的 分 量 . 沿 z 轴 的 分 量 为 


1-1 Mz = miazl 一 rnfazl/， (1.3.6) 


沿 z 轴 的 分 量 是 
Mz = (mgg — miaz)l — (mg — myaz)l’. (1.3.7) 


1.3 ”惯性 质量 和 引力 质量 7: 


由 于 秤 处 于 平衡 状态 , 所 以 M, = 0. BA (1.3.6) 和 (1.3.7) 可 得 (消去 1) 


l M/m 一 mg/m 


mjm] —a;/9 (1.3.8) 


Mz = MIr 


设 =. 由 式 (1.3.8) 可 见 , 如 果 AA, WM, 40. 结果 秤 转动 (平衡 后 使 


其 东西 指向 ). 这 时 扭矩 M 与 悬挂 的 细 金 属 丝 产生 的 反 疝 扭转 平衡 . 将 整个 装置 
绕 竖 直 轴 转动 180°, 这 等 效 于 交换 了 两 个 物体 的 质量 m 和 m, 引起 M, BS. 
此 转动 180° 以 后 (如 果 M: A 0), 臂 将 偏离 东西 方向 . 但 实验 结果 是 不 存在 这 种 偏 
离 , 即 mM, = 0, 和 X = À. 

Dicke 的 实验 也 是 用 扭 秤 做 的 , 但 是 与 Eötvös 实验 不 同 . 这 里 的 引力 是 太阳 的 
引力 ; 惯性 离心 力 是 由 地 球 绕 太 阳 的 运动 产生 的 . 假定 实验 是 在 地 球 北极 做 的 , 则 
惯性 离心 力 是 水 平 的 . 他 所 得 到 的 扭矩 沿 竖 直方 向 的 分 量 为 


= {(mgg — mia)l — (msg — mja)j'} sino, (1.3.9) 


” 式 中 9 是 由 于 太阳 的 引力 场 产 生 的 加 速度 , a 是 地 球 上 的 局 部 的 惯性 离心 力 产生 的 
加 速度 , $p 是 秤 辟 与 指向 太阳 方向 的 夹 角 . 由 于 捏 秤 固定 在 实验 室 中 , 所 以 随 着 角 
$ 增加 360°, 扭矩 以 24h 为 周期 振动 . 用 这 方法 可 以 消除 任何 非 周 期 效应 . 实际 上 
Dicke 的 装置 比 Eötvös 的 复杂 得 多 , 并 且 扭 秤 用 三 个 物体 , 而 不 是 两 个 . 

综 上 所 述 , 牛顿 引力 理论 取得 了 辉煌 成 就 , 但 也 始终 存在 着 不 可 克服 的 困难 . 它 
无 法 解释 水 星 近日 点 的 进 动 . 在 牛顿 力学 理论 (和 狭义 相对 论 ) 中 , 物体 的 引力 质量 
恒 等 于 惯性 质量 这 一 事实 也 只 能 被 视 为 一 种 “偶合 ”. 

爱 因 斯 坦 从 这 “偶合 ”的 事件 中 发 现 了 新 理论 的 线索 , 突破 了 牛顿 引力 理论 的 
框架 ,从 而 建立 了 全 新 的 引力 理论 . 在 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 (广义 相对 论 ) 的 基础 
上 , 建立 了 现代 宇宙 学 . 
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2.1 等 效 原 理 


考虑 一 局 部 空间 中 的 一 个 假想 实验 . 如 图 2-1 所 示 , 一 封闭 实验 室 中 的 观察 者 

BR, 其 中 一 物体 对 弹簧 秤 的 拉力 为 mg, 方向 向 下 . 他 无 法 区 

g 分 所 在 的 参考 系 属于 下 列 两 种 情况 中 的 哪 一 种 : @ 系统 正在 太 

| 空中 , 远离 任何 一 个 引力 体 ; 实验 室 以 加 速度 g 向 上 运动 . 此 时 

这 一 局 部 空间 中 存在 一 惯性 力 场 , 物体 m 受 一 虚构 的 力 (惯性 

力 )mg 的 作用 . © 系统 停留 在 一 永久 引力 体 的 表面 , 其 局 部 水 
久 引 力 场 的 场 强 为 g. 此 时 物体 受到 真实 力 (引力 )mg 的 作用 . 

这 一 假想 实验 的 结果 表明 , 在 局 部 空间 区 域 , 不 可 能 将 虚构 
的 惯性 力 场 和 真实 的 引力 场 区 分 开 来 ; 二 者 的 动力 学 效应 之 间 
存在 着 局 部 等 效 性 . 

对 于 大 的 空间 区 域 , 一 般 不 存在 上 述 等 效 性 . 例如 , 地 球 的 
引力 场 , 在 充分 大 的 空间 区 域 中 其 力 线 是 辐射 状 的 ， 所 以 不 存 
在 一 个 非 惯性 系 , 其 中 的 惯性 力 场 能 够 等 效 于 这 一 辐射 状 的 引 
力 场 . 

爱 因 斯 坦 把 上 述 等 效 性 作为 新 理论 的 第 一 条 基本 原理 一 一 等 效 原理 , 表述 为 : 
惯性 力 场 和 引力 场 的 动力 学 效应 是 局 部 不 可 分 辨 的 . 

在 爱 因 斯 坦 提 出 等 效 原理 之 前 , 人 们 无 法 处 理 真 实力 和 虚构 力 之 间 的 关系 , 无 
法 承认 物体 的 引力 质量 恒 等 于 惯性 质量 这 一 事实 是 自然 的 .牛顿 认为 真实 力 和 虚 
构 力 是 不 同 的 . 前 者 依赖 于 产生 它 的 系统 的 物理 性 质 , 后 者 则 是 由 于 过 度 到 加 速 系 
所 产生 的 . 惯性 力 (惯性 离心 力 、 科 里 奥 利 力 等 ) 具有 特殊 的 性 质 ; 它 可 以 使 物体 产 
生 加 速度 , 且 此 加 速度 与 被 加 速 的 物体 的 性 质 无 关 (由 于 这 类 力 可 以 借助 于 适当 的 
坐标 变换 消除 , 所 以 称 之 为 虚构 的 力 ). 在 这 种 意义 上 , 绝对 空间 可 以 由 选 定 的 一 特 
定 参考 系 表 征 , 在 这 一 参考 系 中 不 存在 虚构 的 力 , 只 有 真实 的 力 ; 物理 定律 具有 自 
然 的 表述 形式 . 牛顿 曾 以 著名 的 水 桶 实验 来 证 明 绝 对 空间 的 存在 . 

2-2 中 的 两 幅 图 分 别 表示 桶 开始 转动 、 水 未 被 带动 和 稳定 转动 后 桶 突然 静 
止 的 情形 . 自 上 向 下 看 , 第 一 种 情况 是 水 相对 于 桶 逆 时 针 转 动 , 此 时 水 面 是 平面 ; 第 
二 种 情况 是 水 相对 于 桶 顺 时 针 转 动 , 此 时 水 面 是 上 四面 . 显然 , 水 的 转动 对 液 面 形 状 
”的 影响 不 能 以 桶 作为 参照 物 , 因为 两 种 情况 下 水 相对 于 桶 都 做 转动 . 两 种 情况 的 差 


图 2-1 


21 等 效 原 理 "9. 


异 ( 液 面 平 与 凹 ) 必 决 定 于 第 三 物体 (或 物体 组 ). 牛顿 认为 这 第 三 物体 就 是 绝对 空 
间 . 当 水 相对 于 绝对 静止 的 绝对 空间 做 绝对 运动 (转动 ) 时 , 水 面 是 凹面 ; 当 水 相对 
于 绝对 空间 绝对 静止 时 , 水 面 是 平面 . 马赫 反对 这 种 绝对 空间 的 概念 . 他 指出 , 设 
想 桶 变 得 很 大 , 大 得 与 恒星 系 有 相同 的 线 度 和 质量 , 相对 转动 对 于 水 面 形状 不 起 作 
H, 则 遥远 的 恒星 不 再 能 作为 “第 三 物体 ”, 绝对 空间 在 哪儿 呢 ? 


图 2-2 
自 上 向 下 看 : 水 对 桶 逆 时 针 转 动 时 水 面 为 平面 ; 水 对 桶 顺 时 针 转 动 时 水 面 为 凹面 


在 牛顿 力学 中 , 动力 学 定律 是 相对 于 绝对 参照 系 而 建立 的 (允许 相差 一 个 均匀 
平移 , 即 关 于 伽利略 群 的 不 变性 )， 遥 远 恒 星 的 唯一 影响 是 改变 转动 棚 附 近 的 引力 
势 . 因此 马赫 认为 这 种 效应 (在 经 典 力学 范围 内 ) 是 无 法 理解 的 . 

赫 效 和 马赫 都 不 同意 牛顿 的 绝对 空间 的 概念 , 他 们 试图 从 另外 的 想法 出 发 引入 
惯性 力 . / 

赫兹 希望 把 一 定 距 离 上 的 电磁 作用 归结 为 接触 作用 . 对 于 引力 , 他 也 想 这 样 做 . 
惯性 原理 确定 一 自由 质量 做 匀速 直线 运动 . 有 惯性 力 时 运动 的 区 别 是 由 于 其 他 质量 
的 存在 所 引起 的 . 物体 的 轨迹 可 由 高 斯 的 最 小 偏离 原理 确定 : 真实 的 运动 以 最 小 的 
可 能 程度 偏离 匀速 直线 运动 . 因此 , 惯性 原理 是 最 小 偏离 原理 的 特殊 情况 , 它 对 应 
于 不 存在 力 而 存在 隐藏 质量 的 情况 . 

马赫 认为 , 局 部 空间 的 惯性 效应 (惯性 力 场 ) 是 远 距离 质量 的 存在 所 引起 的 . 如 
BRACES (如 在 空间 中 只 有 地 球 ), 则 所 有 的 参考 系 都 是 等 效 的 , FABER 
性 系 . 

爱 因 斯 坦 吸取 了 马赫 的 上 述 思想 , 提出 了 等 效 原理 , 并 建立 了 新 的 引力 场 方程 . 

等 效 原理 逻辑 简洁 地 、 统一 地 处 理 了 惯性 力 场 和 局 部 引力 场 的 联系 , 自然 地 得 
出 了 物体 的 惯性 质量 恒 等 于 引力 质量 的 结论 , 即 自 然 地 解释 了 落体 实验 和 Eötvös 
实验 的 结果 . 

根据 理论 研究 的 需要 , 有 时 将 等 效 原理 区 分 为 弱 等 效 原理 和 强 等 效 原理 两 种 . 
上 面 所 表述 的 (惯性 力 场 和 引力 场 的 动力 学 效应 局 部 不 可 分 辨 ) 是 弱 等 效 原理 . 它 
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还 可 以 这 样 表述 : 物体 的 引力 加 速度 与 被 加 速 物体 的 成 分 和 物质 结构 无 关 . 显然 ， 
弱 等 效 原理 是 直接 为 B6tvos 实验 所 支持 的 . 

将 弱 等 效 原理 中 的 “动力 学 效应 ”推广 为 “任何 物理 效应 ”, 便 得 到 了 强 等 效 原 
理 . 这 一 原理 表述 为 : 在 引力 场 中 一 自由 落下 的 ( 非 转动 的 ) 实验 室 里 , 局 部 物理 定 
律 具有 同一 数学 形式 , 与 实验 室 的 空间 位 置 无 关 . 或 者 表述 为 : 在 引力 场 中 任 一 时 
空 点 引入 一 局 部 惯性 系 , 则 物理 规律 的 数学 形式 是 洛 伦 效 协 变 的 . 强 等 效 原 理 是 弱 
等 效 原理 的 推广 , 它 没有 直接 的 实验 支持 . 这 一 原理 是 广义 相对 论 的 基础 , 它 的 正 
确 性 只 能 由 它 的 各 个 推论 是 否 与 实验 符合 来 检验 . 

等 效 原理 指出 , 当空 间 某 一 范围 存在 引力 场 时 (这 是 普遍 情况 ), 就 不 能 引入 和 
KARER. 因为 在 惯性 系统 中 , 惯性 力 等 于 零 , 而 引力 却 不 为 零 , 这 与 等 效 原理 巴 
盾 . 因此 , 在 引力 场 中 只 能 引入 局 部 惯性 系 . | 

在 广义 相对 论 中 , 由 于 不 存在 相互 做 匀速 直线 运动 的 惯性 系 , 从 而 使 加 速度 的 
概念 不 再 像 牛 顿 力 学 和 狭义 相对 论 中 那样 是 绝对 的 , 而 是 相对 的 了 . 

下 面 讨论 作为 爱 因 斯 坦 引力 理论 (广义 相对 论 ) 基础 的 第 二 个 原理 一 一 广义 
协 变 原理 , 或 称 广义 相对 性 原理 . 


2.2 广义 协 变 原理 


几乎 在 所 有 的 物理 现象 中 , 都 有 引力 的 参与 . 这 就 是 说 , 在 研究 物理 现象 时 必 
须 考虑 引力 场 的 存在 . 在 2.1 节 的 讨论 中 已 经 说 明 , 当 引 力 场 存在 时 , 不 能 引入 统 
一 的 惯性 系 . 因此 , 人 们 必须 在 非 惯性 系 中 描述 物理 现象 . 狭义 相对 论 只 在 一 时 空 
点 的 邻 域内 成 立 . 这 样 , 就 应 该 将 狭义 相对 性 原理 延 拓 到 引力 场 存在 的 情况 .. 换 言 
之 , 真实 的 物理 规律 不 仅 在 惯性 系 间 的 洛 伦 兹 变换 下 是 协 变 的 (狭义 相对 性 原理 )， 
而 且 在 任意 坐标 变换 下 都 应 该 是 协 变 的 . 这 就 是 广义 协 变 原理 , 或 称 广义 相对 性 原 
理 . 

广义 协 变 原理 可 以 用 下 列 形式 之 一 表述 : 

(1) 对 于 描述 物理 规律 , 所 有 的 坐标 系 都 具有 同等 资格 , 不 存在 任何 一 个 优越 
的 坐标 系 . 

(2) 描述 物理 规律 的 方程 中 各 项 应 是 四 维 黎 曼 时 空中 的 同 阶 张 量 . 

(3) 描述 物理 定律 的 方程 在 所 有 坐标 系 中 应 具有 相同 的 形式 . 

可 以 发 现 ,以 上 三 种 表述 形式 不 是 完全 等 价 的 . 但 是 从 这 些 表 述 中 不 难看 出 ， 
根据 广义 协 变 原理 , 在 爱 因 斯 坦 引 力 理论 (广义 相对 论 ) 中 , 坐标 只 是 用 来 标记 时 空 
事件 的 簿 记 系 统 而 已 , 不 含有 比 这 更 多 的 内 容 . 物理 学 结论 和 结果 应 不 依赖 于 获得 
结果 记 采 用 的 特殊 坐标 系 . 通常 , 只 有 坐标 变换 下 的 不 变量 才 具 有 物理 意义 . 
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广义 协 变 原 理 对 于 推导 物理 定律 和 建立 场 方程 具有 指导 意义 . 例如 , 通常 在 建 
立场 方程 时 , 首先 选择 一 个 由 同 阶 张 量 构成 的 标量 泛 函 作为 作用 量 , 再 应 用 变 分 原 
理 获 得 场 方程 . 这 一 方法 就 是 以 广义 协 变 原理 为 指导 的 . 又 如 , 当 我 们 试图 把 物理 
定律 从 狭义 相对 论 形式 推广 到 广义 相对 论 形式 (把 引力 场 包括 进去 ) 时 , 这 个 原理 
是 最 有 用 的 . 它 指导 我 们 将 狭 交 相对 论 中 的 麦克 斯 韦 (Maxwell) 方程 推广 到 广义 相 
对 论 中 . 在 这 一 过 程 中 常常 以 协 变 导 数 代替 普通 导数 . 当 引 力 被 去 掉 时 它们 应 回 到 
平 直 时 空中 的 原 有 形式 . 

等 效 原理 和 广义 协 变 原 理 是 整个 广义 相对 论 的 基础 . 和 任何 其 他 的 物理 学 原 
理 一 样 , 它们 不 可 能 由 已 知 的 理论 、 原 理 证 明和 推导 出 来 ; 在 新 理论 建立 时 , 它们 只 
能 作为 假定 提出 来 . 原理 的 正确 性 只 能 由 它 的 和 整个 新 理论 的 各 个 推论 是 否 与 实 
验 相符 合 来 检验 . 

爱 因 斯 坦 引力 理论 远 辑 十 分 简洁 , 只 需要 这 两 个 原理 就 够 了 . 由 这 两 个 原理 出 
发 ,导致 了 引力 场 的 几何 化 , 即 用 黎 曼 几何 描述 引力 场 . 这 一 描述 是 如 此 成 功 、 如 
此 漂亮 , 致使 人 们 称 这 两 个 原理 是 理论 物理 中 最 大 的 个 人 成 就 . 
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1. 非 欧 几 里 得 几何 的 引入 


FLZE 1913 F, 爱 因 斯 坦 就 意识 到 引力 场 和 惯性 力 场 的 等 效 性 应 导致 空间 几何 
性 质 的 改变 . 他 假设 我 们 生活 的 空间 是 非 欧 几 里 得 的 . 但 当时 还 不 知道 引力 定律 以 
什么 形式 和 黎 曼 空间 的 结构 条 件 相 联系 . 

新 的 引力 理论 是 建立 在 黎 曼 空间 概念 基础 上 的 . 在 叙述 新 的 引力 定律 之 前 , 我 
们 希望 能 够 阐明 非 欧 几 里 得 几何 的 空间 概念 是 怎样 引入 的 , 即 引力 场 和 惯性 力 场 的 
等 效 性 以 及 任意 加 速 参考 系 的 等 效 性 是 怎样 导致 空间 的 非 欧 几 里 得 性 质 的 . 

爱 因 斯 坦 的 广义 协 变 原理 要 求 引力 定律 的 数学 形式 在 任何 参考 系 中 都 是 相同 
AY. 这 样 , 新 的 引力 场 方程 必须 是 由 非 欧 几 里 得 空间 量 构成 的 方程 . 下 面 我 们 将 看 
到 , 上 述 空间 量 就 是 时 空 的 曲率 张 量 ; 同时 , 引力 场 由 各 质点 的 世界 线 (即时 空中 的 
短程 线 ) 给 出 . 在 这 里 , 动力 学 问题 归结 为 运动 学 问题 , 而 运动 学 问题 是 和 时 空 几何 
概念 相 联系 的 ; 这 个 几何 概念 又 等 效 于 引力 场 的 概念 . 

在 爱 因 斯 坦 引 力 理论 中 , 引力 场 是 几何 化 的 . 即 假定 存在 非 欧 几 里 得 空间 , 受 
引力 场 作用 的 质点 即 为 此 空间 中 的 自由 质点 . 根据 惯性 定律 , 这 些 质点 的 轨迹 应 该 
是 欧 几 里 得 直线 的 推广 . 在 这 一 空间 中 , 两 点 间 的 最 短 距离 是 其 间 的 短程 线 . 因此 ， 
赫 效 理论 中 的 隐藏 质量 和 马赫 原理 中 的 遥远 恒星 所 产生 的 效应 都 表现 为 使 时 空 弯 
曲 , 从 而 使 质点 在 这 弯曲 时 空中 治 短程 线 运动 . 引力 场 和 惯性 力 场 的 等 效 性 奠定 了 
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世界 结构 几何 化 的 基础 , 物质 分 布 的 影响 不 表现 为 力 的 作用 , 而 表现 为 时 空 的 弯曲 . 
至 于 欧 几 里 得 空间 , 则 是 没有 物质 的 世界 . 

这 样 , 引入 非 欧 几 里 得 空间 , 便 可 将 相对 性 原理 推广 到 加 速 系 和 由 任意 弯曲 标 
架 所 确定 的 参考 系 . 换言之 , 物理 定律 的 形式 不 仅 对 于 洛 伦 兹 变换 是 协 变 的 , 对 于 
任意 坐标 变换 也 是 协 变 的 . 

在 欧 几 里 得 空间 中 , 可 以 确定 任意 的 坐标 系 , 也 可 以 引入 任意 的 坐标 变换 . 但 
是 应 该 指出 , 对 于 整个 空间 , 两 种 表述 是 等 效 的 . 与 此 相反 , 加 速 系 和 惯性 系 的 等 效 
性 只 具有 局 部 性 质 . 在 非 欧 几 里 得 空间 中 , 这 一 局 部 等 效 性 导致 这 样 的 结论 : 仿 射 
流 形 的 小 区 域 可 以 用 切 于 流 形 某 给 定点 的 欧 几 里 得 空间 来 代 痊 . 

非 欧 几 里 得 空间 的 引入 , 准确 地 给 出 了 等 效 原理 的 含义 和 它 的 适用 范围 . 


2. 爱 因 斯 坦 转 盘 


考虑 两 个 同一 平面 内 的 同心 转盘 S 和 Sp. So 为 伽利略 系 (如 实验 室 坐 标 系 )， 
S 绕 中 心 轴 相 对 于 So 以 恒定 角速度 w 转动 . 在 So AP, 空间 是 欧 几 里 得 的 . SR 
不 再 是 惯性 系 , 导致 洛 伦 兹 变换 的 狭义 相对 论 基本 假设 不 再 适用 . 标准 尺 和 标准 钟 
都 要 受到 惯性 力 场 的 影响 . 

KS 系 是 在 所 研究 的 时 刻 固 连 于 杆 di 的 惯性 系 . 我 们 假定 , S RA So RP 
对 应 的 杆 长 dl 和 dto 的 比值 等 于 S RA So 系 中 对 应 的 比值 . 这 样 , 沿 同一 圆周 
放置 的 标准 尺 都 有 洛 伦 兹 收缩 . 

采用 柱 坐 标 (7,9). 在 S 系 中 两 无 限 近 的 点 (7,9) 和 (7 十 dr,9 十 d9) 之 间 的 距 
离 , 在 So RWE, 其 值 恒 为 

dl? = dr? + r7d6?. (2.3.1) 


在 So 系 观测 , S 系 中 沿 径 向 放置 的 尺 等 于 单位 长 (v = 0, 无 洛 伦 效 收缩 ); E 
直 于 半径 放置 的 尺 则 长 度 变 为 V1 一 wr? /c?, 因此 , 在 5 系 中 测量 上 述 两 邻 点 的 
距离 时 , HEA 
r2d0? 
1 一 w2r2/c2 


特殊 地 , 如 果 在 S 系 中 测量 一 半径 为 > 的 圆 的 周 长 , 则 得 


dl? = dr? + (2.3.2) 


So 


r 27 
周 长 与 直径 之 比 (5 RWA) 为 
S So 


1 
z = 一 过 > N. 2.3.4 
2r 27V1 一 w2r2/c2  y/1-—w?r?/e? ( ) 
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5 系 测 得 圆 的 面积 为 
i tl rdg wr? \ Inc? 
如 果 v=ur C, 则 有 
wer? 
S anr (1 + 1a ) : (2.3.6) 


用 加 速 (转动 系 S) 的 标准 尺 所 进行 的 一 切 测量 , 都 将 得 到 式 (2.3.2)~(2.3.6). 
而 加 速 系 中 观察 者 认为 只 有 这 样 的 标准 尺 才 是 自然 的 . 因此 , 对 于 加 速 系 中 的 观察 
者 , 由 测量 所 构成 的 几何 学 是 非 欧 几 里 得 几何 学 . 他 们 得 到 的 结论 是 : 由 于 存在 引 
力 场 (等 效 原理 ), 使 空间 几何 不 再 是 欧 几 里 得 几何 . 

对 于 上 述 转动 参考 系 中 的 惯性 力 场 , 由 式 (2.3.4) 可 知 , 离 中 心 越 远 的 地 方 ( 引 
力 场 强 越 强 ) 与 欧 几 里 得 几何 的 偏离 越 大 . 

下 面 我 们 讨论 转盘 上 的 “直线 ”( 短 程 线 ). 在 固定 于 转盘 的 S 系 中 , 空间 的 几 
何 性 质 由 其 中 的 线 元 


dl? = gabdz dz? (a,b = 1,2) (2.3.7) 
确定 . 设 

t! =r, 722=0, (2.3.8) 

由 式 (2.3.2) 得 

re 
9i=1, g22 = (2.3.9) 
912 = 921 = 0; (2.3.10) 
ya 
g=], gi. (1 Ss ) oa, (2.3.11) 
9 g c 

g? =g” =0. (2.3.12) 


代入 Th 的 表达 式 , 得 到 其 不 为 零 的 分 量 


1 一 人 
ri as 11 
22 99 922.1 (1 _ wr2 /c2)2 , 


1 
4 ora 22 二 
Tiz 一 721 一 59 922,1 = r(1 — wr? /e2)’ (2.3.13) 
A = . 
AHA, = ae 将 式 (2.3.13) 代入 短程 线 方程 
art e dz? dz? 0 931 
a Sar ap (2.3.14) 
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得 到 
gr or (W 
dl? (1 — w?r?/2)? (Sr) Bii 
d20 2 dr dd _ 
qe r(l—wr2/c2) dldl 
st (2.3.16) 即 
d (| 0 
dl \1 一 w2r2/c2 dt} ` 
积分 得 
r dé _ k 
1 一 w2r2/c2dl 
将 式 (2.3.18) 代入 式 (2.3.4) 得 
和 
dij} | wr? \ dl 72 a J’ 
或 者 写成 


drdð drk wr? k2 w272 
如 果 积分 常数 == 0, 则 由 式 (2.3.19) 和 (2.3.18) 可 得 
dr dé 


-一 一 1 == 
dl dl 
这 就 是 说 , 转盘 上 的 短程 线 是 曲线 9 = const, 即 盘 的 半径 . 


E k #0, 短程 线 方程 (2.3.20) 可 写 为 


0. 


ame ade w2r2\—! 大 2 k2w? 
aR 2 aa er a 
今 
ay | ea 
p= k c2 ? 
A (2.3.22) 可 写 为 
1 V ape 1 dg 
PV1I-p ?2d0 eee 
积分 得 


= kw? ps 
arccosp © = +(@ — 69) + Po yp? —1. 
1 
t-a 


(2.3.15) 


(2.3.16) 


(2.3.17) 


(2.3.18) 


(2.3.19) 


(2.3.20) 


(2.3.21) 


(2.3.22) 


(2.3.23) 


(2.3.24) 


(2.3.25) 
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取 bo = 0, 我 们 得 到 


B 
0 = arccos2 F y r2? — à?2, (2.3.26) KL 
A A' 


式 中 


A= (2.3.27) 


| k2w2 
c2 2-3 


2-3 中 的 三 条 短程 线 AOA’, AB 和 BA 构成 一 个 三 角形 , 其 内 角 和 显然 介 
于 0 到 7 之 间 . 考虑 由 三 条 短程 线 构成 的 另 一 三 角形 OHA. OA 和 OH BRM, 
AH 沿 短程 线 . 将 (2.3.11) 代入 两 曲线 间 夹 角 的 表达 式 注 | 


Gapdx*dx° 
dlédl 


coso = (a,6= 1,2), (2.3.28) 


[ 注 ] 为 了 导出 式 (2.3.28)， 我 们 考虑 三 维 欧 氏 空间 中 的 一 个 二 维 曲面 . 欧 氏 空间 中 的 直角 坐标 以 
Xi(i = 1,2,3) 表示 , 曲面 上 的 高 斯 坐标 以 za(a = 1, 2) 表示 , 此 时 曲面 方程 可 写 为 
X = X*(z°)(i = 1, 2, 3) (A1) 


曲面 上 两 点 Xe 和 Xo dre 之 间 的 距离 为 


di Əxi ax? å 
ds? = 2 dX dX = (= ia dz dzb. (A2) 
令 . s 
OX* ð x’. 
Jab = D Ore Ore’ " (As) 
则 (A2) 表示 为 
ds? = gabdzadzb (a,b=1, 2). (A4) 
男 一 方面 , 两 个 方向 dza 和 bza 之 间 夹 角 的 余弦 等 于 
d XI 6X? l 
cos? = 2 do “hes (As) 
而 
ds = b> dX*dX', 6s = DD ôXŻSXÀ. (Ag) 
将 (A2) ~ (Ag) RA, 得 到 
= Japdz*bx° = Japdr dx" 


cos (A7) 


dsés /goadrcdzrd [gepdxedat 


式 中 a,b,c, d,e, f = 1,2. 


-16- 第 2 章 爱 因 斯 坦 引 力 理论 基础 


式 中 


dl? = gobdzadzb， 


5/2 = Jaðz óa, (2.3.29) 
6 和 d 分 别 表示 沿 两 条 曲线 的 增 量 , 我 们 得 到 
dr ôr r?  d0ôð 
coso = ai SI F | wer al ol (2.3.30) 


c2 
考虑 到 式 (2.3.18) 和 (2.3.19), 可 将 式 (2.3.30) 写成 


rus? 
/好 kw? k? k2w? l- -3 
cosġ = 4/1 — 72 + Saar 1— 72 十 2 + kik2 72 ; (2.3.31) 


式 中 hey 和 ky 分 别 表示 与 (S$ ue ) 和 名 i) 对 应 的 积分 常数 


dl’ dl él’ ôl 
现在 计算 短程 线 三 角形 OHA 的 内 角 和 . 首先 求 出 沿 三 条 边 的 大 值 . 对 于 OH 
和 OA, C= 0, # ki = hy = 0. 


对 于 五 4, 在 五 点 有 二 0, HR (2.3.19) 得 


k=, r0 (2.3.32) 


将 此 式 代 入 式 (2.3.18) 得 


i w r3, ; 
dé\ 2 yf, wr, 


RAK (2.3.31), 对 于 点 H A 


T=TH, k = 0, ko = iL 
_ wry 
c2 
cos$y =0, on = i (2.3.34) 
对 于 点 4( 设 边缘 wr =c), 我 们 有 
= — YH = 
= Re 3 K3 = 0, 
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cospA =1, pa=0; (2.3.35) 
WO 点 , 空间 为 欧 几 里 得 的 , 故 有 
bo < 3 (2.3.36) 
由 式 (2.34)~(2.36) TA, 三 条 短程 线 构 成 的 三 角形 其 内 角 之 和 介 于 0 ~ x 之 间 
du + oat oo Xx. (2.3.37) 


此 式 再 次 表明 , 由 于 引力 场 的 存在 , 转盘 上 的 空间 不 再 遵守 欧 几 里 得 几何 学 . 

下 面 讨论 转盘 上 的 坐标 时 和 本 征 时 . 设 5 系 钟 C 的 读数 记 作 t, So 系 的 钟 Co 
的 读数 记 作 to, S 系 钟 C 的 读数 记 作 t. 它们 有 共同 的 零点 . 和 长 度 测量 的 情况 
类 似 , 我 们 假定 上 和 to 的 比值 与 + Al to 的 比值 相同 (t 对 应 于 惯性 系 S 系 的 钟 ). 
这 就 等 于 假定 同一 空间 位 置 的 两 个 钟 的 读数 间 存 在 着 洛 伦 效 关系 式 


22 
t = to4/1— 3 . (2.3.38) 


两 个 参考 系 S 和 So 的 观察 者 都 发 现 C 较 Co 慢 一 个 洛 伦 效 因子 . So RMR 


者 把 这 一 现象 解释 为 C 经 受 了 加 速 过 程 ; S 系 观 察 者 则 解释 为 引力 场 的 作用 . 引 
力 场 的 势 为 U = 一 5w2r， 故 式 (2.3.38) 又 可 写 为 


[2 
t = to4/1 + 一 (2.3.39) 


ES 系 中 ,不 同位 置 的 钟 是 不 同步 的 , 但 位 于 同一 半径 圆周 上 的 所 有 钟 都 同步 . 
由 式 (2.3.38) 确定 的 时 间 称 为 S 系 中 的 坐标 时 . 

容易 发 现 , 若 用 坐标 时 来 确定 光速 , 则 它 不 等 于 常数 . 实际 上 , 在 So BAP, 对 
于 光 信 号 有 


ds? = —dr2 — r2d02 — dz? + cdt? = 0. (2.3.40) 
变换 到 5 系 
r=ro, 0=00—wto z= 2%, (2.3.41) 
我 们 有 
—dr? — r7d6? 一 dz? F 2 0, (2.3.42) 
wre 
~ 
或 者 写成 
2 
dl? + — cdi? = 0. (2.3.43) 


wT 


oa 


-18- 第 2 章 ” 爱 因 斯 坦 引 力 理 论 基础 
采用 坐标 时 , 光速 应 为 


2 1/2 
v= Ga {es St (2.3.44) 


式 中 dl. 为 欧 几 里 得 空间 的 线 元 
dl? = dr? + r2d0? + dz’. (2.3.45) 


由 式 (2.3.44) 可 见 , 坐标 光速 不 等 于 常数 c. 
下 面 采用 本 征 时 . 代替 欧 几 里 得 空间 线 元 de, 我 们 引入 转盘 上 的 非 欧 几 里 得 
空间 线 元 


2492 
dl? = dr?— “53 + dz’, (2.3.46) 


c2 


将 此 式 代入 式 (2.3.42), 得 到 


—dl? + c*dr? = 0， (2.3.47) 


| wr? wr2d0 


Br 是 与 转盘 上 的 非 欧 几何 相对 应 的 本 征 时 间 . 采用 本 征 时 间 , 则 光速 恒 等 于 常数 
ce 这 一 结论 对 于 一 般 的 静态 引力 场 ( 取 gio = 0) 都 是 正确 的 . 


3. 广义 相对 论 中 的 空间 和 时 间 


在 2.2 节 中 我 们 已 经 看 到 , 转盘 上 的 二 维 空间 几何 是 非 欧 几 里 得 的 ; 转盘 上 各 
处 的 标准 钟 是 不 同步 的 . 其 原因 是 这 一 二 维 空间 中 存在 引力 场 . 或 者 说 , 引力 场 使 
空间 弯曲 了 ; 引力 场 改变 了 时 空 属 性 . 在 狭义 相对 论 中 , 不 管 引 力 场 存在 与 否 , 空间 
都 是 平 直 的 , 同一 参考 系 中 各 处 的 钟 都 是 同步 的 . 或 者 说 , 在 狭义 相对 论 中 , 引力 场 
的 存在 对 时 空 属 性 没有 影响 (严格 些 说 , 忽略 了 这 种 影响 ). 

19 世纪 以 前 , 人 们 认为 欧 几 里 得 几何 学 是 唯一 合理 、 唯一 真实 的 几何 学 . 19 世 
纪 初 , 人 们 开始 认识 到 非 欧 几 里 得 几何 和 欧 几 里 得 几何 同样 是 合理 的 . 但 仍然 认为 
欧 几 里 得 几何 学 是 唯一 真实 的 一 一 真实 的 三 维 空间 只 遵守 欧 几 里 得 几何 学 . 20 t 
纪 , 广义 相对 论 诞生 . 它 断 言 二 者 都 是 真实 的 : 当 引 力 场 不 存在 时 , 欧 几 里 得 几何 
是 真实 的 ; 当 引 力 场 存在 时 , 非 欧 几 里 得 几何 是 真实 的 . 

对 于 转盘 上 的 二 维 空间 , 我 们 看 到 , 任意 二 曲线 间 的 夹 角 (类 似 地 , 任 一 面 元 ) 
都 由 度 规 张 量 ga。 唯一 确定 . 对 于 任意 的 四 维 时 空 , 其 几何 性 质 、 空 间 量 也 都 由 度 


式 中 
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规 张 量 gu 唯一 确定 . 这 就 是 说 , 只 要 给 出 线 元 的 具体 表达 形式 
ds? = g,,da"daz”, (u,v = 0,1,2,3), (2.3.49) 


时 空 的 一 切 性 质 便 唯一 确定 . 

前 面 我 们 曾 讨论 了 转盘 上 的 坐标 时 和 本 征 时 的 区 别 . PRR 
A EE E 给 出 它们 之 间 的 关系 . 

在 任意 坐标 系 z+ H, t= a 称 为 坐标 时 , 其 时 计 称 为 坐标 钟 . 在 引力 场 中 任 


一 点 , 引入 一 局 部 静止 惯性 系 (dx:i = 0), 其 中 静止 粒子 世界 线 长 度 除 以 c 称 为 本 征 
时 , 以 7 表示 , 其 时 计 称 为 标准 钟 . 即 


dr = 2 = Vgoodt, (2.3.50) 
此 即 坐 标 钟 和 标准 钟 的 关系 . 
2.4 引力 场 的 势 
定义 引力 场 强 a: i 
a’ = ar a, = Yija’. (2.4.1) 


RP yy = R 一 gi 为 纯 空间 度 规 


和 电场 的 情况 类 似 , 引力 场 强度 也 可 表示 为 标 势 的 梯度 和 矢 势 对 时 间 的 微 商 . 
引力 场 强 可 用 一 静止 试验 质点 所 受 的 力 来 量度 . 在 引力 场 中 , 一 自由 质点 的 运动 方 


程 应 为 短程 线 方程 
xr? Qvo AT AT 
a (me Ge) = pe =) 
ij d?r” dza dzê 
T Q 
D2 + Seay aT = (2.4.3) 
试验 质点 瞬时 静止 (dx: = 0), A (2.4.3) 的 空间 分 量 表示 为 (MBH 和 = 7) 
d2zi 16go0 /dzo0 d dz? 
Jij ap? -D Ori (=) - dr (o Tr =). (2.4.4) 
又 有 N 
2_ 29,2 _ _ 272 Mf i A 
ds? = c*dr* = —dl? + goodz0 (1 -而 =| . (2.4.5) 
式 中 eae 
ssc, NE = (2.4.6) 
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将 式 (2.4.5) 两 边 除 以 da”, 解 出 得 到 


dz? yur 加 u? -$ 
式 中 m 
式 (2.4.8) 即 ， 
dz? ypu" ) u |? 
i0o—— = CY; 1— 一 一 -一 2.4.9 
da {( CV9o00 c? goo ( ) 
两 边 对 r 微分 , 并 注意 到 wi = 0, ds? = goodz0 = c2dr?, 得 到 
d dz?\ 1 2D7 | Vie dÄ 
dr (soi) E V9oo { Oz? F /900 dt2 \. (2.4.10) 
又 由 dr = /goodt 可 得 
d2z* 1 d2zx* 
dr? goo dt2 ` (2.4.11) 
将 式 (2.4.6)~(2.4.11) 代入 式 (2.4.4), 得 到 
d2z* ð (c*g00 Ovi 
Vik Ge 一 一 -pri ( 9 ) 一 把 goo -zg (2.4.12) 
令 
C 2 
U = -了 ti 一 goo), BH goo =1 + pa (2, 4.13) 
A (2.4.12) 可 写 为 
d22zk OU 2U 0 2 
ai = Vika sit 一 (2.4.14) 


U 称 为 标量 引力 势 , yi 称 为 矢量 引力 势 . 对 于 时 轴 正 交 系 , Wi = 0. 
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3.1 场 方程 的 建 并 


引力 场 的 分 布 确定 了 时 空 的 几何 结构 ; 反之 , 时 空 的 几何 结构 唯一 确定 了 引力 
场 的 分 布 . 而 时 空 的 几何 性 质 完全 由 度 规 张 量 gu 确定 . 因此 , 张 量 gwv 既 描述 时 
空 几 何 又 描述 引力 场 . 换 句 话说 , 引力 场 就 是 时 空 度 规 张 量 场 . 既然 gu 作为 ( 引 
力 ) 场 分 布 , 故 应 满足 一 定形 式 的 微分 方程 . 按照 广义 协 变 原理 , 这 些 方程 应 该 由 同 
阶 张 量 组 成 ; 方程 应 含有 场 变量 gu 所 构成 的 张 量 , 还 应 含有 作为 场 源 的 物质 场 的 
张 量 . 在 牛顿 近似 下 , 该 方程 应 能 退化 为 牛顿 引力 场 方 程 . 

我 们 知道 , 牛顿 引力 势 U 满足 泊 松 方程 


V2U = 4nGp. EARR 


而 式 (2.4.13) 告诉 我 们 , 引力 场 的 势 U 与 goo 有 简单 的 关系 (只 差 常数 ). 在 狭义 相 
MOP, A (3.1.1) 右 端 的 质量 密度 p 又 恰 为 能 量 -动量 张 量 的 分 量 Too. 因此 , 由 和 牛 
顿 引力 场 方 程 (3.1.1) 推断 , 推广 后 的 新 的 引力 场 方 程 的 右 端 应 为 物质 场 的 能 量 - 动 
量 张 量 , 左 端 应 该 是 含有 gu 的 二 阶 协 变 导 数 的 二 阶 张 量 . BA (3.1.1) 还 可 以 推 
断 , 新 方程 关于 gu 的 二 阶 导数 应 是 线性 的 . 只 有 这 样 , 才能 保证 在 近似 条 件 下 新 
的 方程 能 够 退化 为 方程 (3.1.1). 

Hy LAUER FER BLAS, 含有 gu 和 它 的 一 阶 、 二 阶 导数 , 且 对 二 阶 导 数 为 线 
性 组 合 的 二 阶 张 量 只 可 能 取 下 述 形 式 : 


C1 Rw + CoRguv + C3guv, (3.1.2) 
AF Ci, C 和 Cs 均 为 常数 . 因此 , 场 方 程 的 最 普遍 的 可 能 形式 应 为 
Rv + ARgpy + Aguy = kT yw- (3.1.3) 


式 中 k 由 引力 常数 唯一 确定 . 4 和 和 是 待定 常数 , 可 以 由 Ricci 张 量 Rav 的 内 在 
性 质 和 无 限 远 处 的 时 空 渐 近 性 质 来 确定 

在 狭义 相对 论 中 , 能 量 -动量 守恒 定律 表示 为 TH = 0. 在 广义 相对 论 中 自然 应 
推广 为 THY = 0. 这 样 , 应 该 要 求 


(RY + ARg"”)„ =0. (3.1.4) 
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将 此 式 与 爱 因 斯 坦 张 量 式 GH = 0 比较 , 知 


A=-7 (3.1.5) 
于 是 式 (3.1.3) 可 写 为 
Rup» — gp 二 Ag = kTypy. (3.1.6) 
对 于 真空 的 情况 , Tv = 0, 式 (3.1.6) 简化 为 
Rus + Agu = 0. (3.1.7) 


这 一 方程 中 只 含有 gu 和 它们 的 导数 . 这 表明 , 和 的 值 只 能 由 整体 空间 的 几何 性 质 
决定 . 如 果 承 认 无 引力 场 时 , 空间 是 欧 几 里 得 的 , 那么 时 空 结构 就 必须 满足 条 件 


Ryvya = 0. (3.1.8) 
A (3.1.8) 是 时 空 平 直 的 充分 且 必 要 条 件 . 此 式 应 导致 
Ry = 0. (3.1.9) 


实验 观测 结果 表明 , 在 数 十 万 光 年 的 空间 范围 内 , 式 (3.1.9) 是 和 实验 结果 符合 得 很 
好 的 . 在 太阳 系 内 的 实验 观测 就 更 加 准确 地 与 式 (3.1.9) AA. 于 是 可 以 断定 , 入 值 
应 该 等 于 零 或 极其 微小 . 

我 们 有 理由 认为 ,“ 没 有 物质 场 (Tv = 0) 的 空间 是 欧 几 里 得 的 ”这 是 小 范围 
空间 内 的 经 验 概念 , 可 望 在 更 大 的 空间 范围 内 会 与 欧 几 里 得 几何 有 偏离 ; 那 时 才 有 
必要 考虑 场 方 程 中 的 Agu, 一 项 (A A 0). 因此 , 常数 入 称 为 宇宙 因子 . 让 = [L7], 
LAY HER, 数量 级 为 宇宙 半径 . 

方程 (3.1.6) 即 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 . 它 可 以 写 为 下 述 形式 : 

R 


Ry — gin + Mk = kT (3.1.10) 

Vv R Vv yv Yv 
RY — gh +g = kT"; (3.1.11) 

或 者 注意 到 R=4\—kT, 有 
V ô, = k TY 

Ry + Oy = k | Tg + On (3.3.12) 

v V v r v 
RY + àg!” =k (r a (3.3.13) 


T 
Ruv 入 gur =k (Te as ow) . (3.1.14) 
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3.2 牛顿 极限 


我 们 讨论 弱 引 力 场 的 情况 .在 线 元 ds? = gwdzr+dz” 的 表达 式 中 , W r = 
ctt 为 时 间 坐 标 . 线 元 表达 式 右 端 各 项 中 , goodz0dz0 HE 2godz?dz* 要 大 一 个 量 级 ， 
而 2gokdz0dzk 又 要 比 gerd da 大 一 个 量 级 .因此 ， 忽 略 一 阶 小 量 时 有 ds? ~ 
goodz0dz0. 显然, 当 速度 SE < c 或 者 dzk < cdt 时 上 述 条 件 成 立 , 这 正 是 牛顿 极 
限 条 件 . 


在 短程 线 方程 poe 
TH p dz“ dz _ 
0 re 
中 , 我 们 引入 男 一 参量 和 ( 沿 短程 线 ) 
dz% dzx° dr 
ar an a (3.2.2) 
d2za dr /dA\* dza d2 入 
d? a? (2) a) ds?” ree) 


将 式 (3.2.2) 和 (3.2.3) 代入 式 (3.2.1), 得 到 


d2zH dx® da? d2A (dA\~? dz” 
De TAa ~~ ast (3) 了 Gen 
现在 取 参 量 和 为 时 间 坐 标 z0, 此 时 式 (3.2.4) 可 写 为 
. te d2z0 /dzoN 
ZY + pa at = -=F (=) a, (3.2.5) 
式 中 一 点 表示 对 x? 求 微 商 . 式 (3.2.5) 的 零 分 量 为 
wm d2x° (dx®\~? | 
E+ ririt = -5 ($) 40, 
但 是 zi = 17° =0. WA ` 
2 0 0\ 一 2 
a (=) = — 19,6738. (3.2.6) 
将 式 (3.2.6) 代入 式 (3.2.4), 得 到 
iM + (TË; — Peai) a2? = 0. (3.2.7) 


AF 2° =0 M i =1, A (3.2.7) 的 零 分 量 是 一 恒等式 , 因此 它 等 效 于 下 面 的 方程 : 


ït + (ig — [oga*)a%a? = 0. (3.2.8) 
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注意 到 i= 
化 为 


ï = —Dp. 


dr ar 8 > Tait. 同时 , 考虑 到 2° > i, R (3.2.8) 最 后 简 


(3.2.9) 


此 式 表明 Mo 是 单位 质量 试验 粒子 所 受 的 牛顿 力 . 我 们 还 可 以 进一步 简化 Tio 的 


KAA: 
090 
Too -得 Dar 
~ l ic 9900 — 
~ 9" axe 
结果 得 到 最 低级 近似 下 的 短程 线 方程 
mT 1 goo 
“一 Jri 


oOgoo 
Ox 


_ 1 Ogoo 
2 Ori 


考虑 到 goo = 1 + > R (3.2.11) 可 用 引力 标 势 UV 表示 ; 


1 18U 
c Ori 
或 
dz OU 
dt? Oat’ 
此 式 表明 U 即 为 牛顿 引力 势 . 


下 面 讨论 场 方程 的 牛顿 极限 . 考虑 忽略 宇宙 项 的 场 方程 


1 
Rup =k (mw i Tau] ° 


在 最 低级 近似 下 , 我 们 有 


T= Tyvg x Tv” ~ Toon”? 


由 此 得 


2 


Roo = k (To = 55007 ) ~k (Te 一 zmr) = 5 = 5 kToo = = Ekpe? ‘ 


= Too. 


AP p 为 引力 场 源 物质 的 密度 . Roo 的 渐 近 式 还 可 以 由 ry, 给 出 : 


_ Oley BT 
0 Dr0 
„3T 、 ory 
“ar äi Oxk ` 


+ TT — 


o pÀ 
To\Too 


(3.2.10) 


(3.2.11) 


(3.2.12) 


(3.2.13) 


(3.2.14) 


(3.2.15) 


(3.2.16) 


(3.2.17) 
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将 式 (3.2.10) 代入 式 (3.2.17), 得 到 
~ 5 Tai = > V2goo = VU (3.2.18) 
AP V 为 三 维 拉 普 拉 斯 算 符 . 

比较 式 (3.2.16) 和 (3.2.18), 得 到 


Roo 


V2U = kep. (3.2.19) 
将 式 (3.2.19) 与 牛顿 引力 场 方程 VU = 4Gp 比较 , 得 到 常数 k 的 值 
ee (3.2.20) 


c4 


至 此 , 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 (3.1.3) 中 的 常数 4 A k 均 已 确定 . 


3.3 ”关于 宇宙 因子 A 的 讨论 


起 初 爱 因 斯 坦 引 入 宇宙 因子 和 是 为 了 得 到 静态 宇宙 解 . 对 于 不 等 于 零 的 平均 
密度 T = pc? = const, 入 应 等 于 8rGp/c2， 后 来 发 现 了 红 移 ， 爱 因 斯 坦 倾 向 于 
入 = 0 的 场 方 程 ，1930 年 以 前 ,人们 详细 研究 了 A 4A 0 的 宇宙 解 (静态 的 和 非 静 
态 的 ). 但 是 直到 1967 年 以 前 ,人们 一 直 没 有 完全 确认 引入 宇宙 因子 和 的 必要 性 
和 真实 性 . 1967 F, 类 星体 按 红 移 分 布 的 一 种 解释 指出 , 和 可 能 不 为 零 , 具有 量 级 
A = 10755 /cm2. 

至 今 , 上 述 解释 也 没有 被 完全 证 明 . 甚至 在 用 于 一 些 新 观测 到 的 类 星体 时 遇 到 
了 困难 . 但 是 另 一 方面 , 讨论 过 程 表 明 , 简单 地 假定 和 = 0 也 没有 根据 , 大 多 数学 者 
不 认为 入 = 0. 可 以 预料 , 近 些 年 仍然 很 难 确定 和 值 或 它 的 极限 值 . 

宇宙 因子 有 什么 物理 含义 ? 为 什么 学 者 们 对 它 如 此 感 兴趣 呢 ? 

前 面 曾 指出 , 和 的 量 纲 是 [和 A] = 1/cm?. 由 此 可 以 把 它 看 作 空 的 空间 (没有 物 
质 和 引力 波 ) 的 曲率 . 而 引力 理论 把 曲率 和 能 量 、 动 量 、 物 质 压 强 联系 起 来 . 在 式 
(3.1.6) F, 将 和 项 移 到 右 端 , 我 们 得 到 


|: SIR = kT yy — A (3.3.1) 
NA 0 意味 着 空 的 空间 产生 了 引力 场 . 它 相 当 于 充满 整个 空间 的 物质 , 其 密度 为 


eA 


= 5, (3.3.2) 


PA 
能 量 密度 为 
cA 


“A= 8nG 


(3.3.3) 
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压强 为 
c4A 


—. 3.4 
8nG (3.3.4) 


P 一 一 E 和 一 一 


对 于 A ~ 10-55/cm2, py ~ 10-28g/cms,e 10-7erg/cm3. (lerg=10~7J.) 

在 这 个 意义 上 , 可 以 说 真空 具有 能 量 密度 e、 和 压强 以 (压强 张 量 ). 

这 里 应 指出 , 对 于 sx 和 ps, 我 们 做 了 这 样 的 假定 : 理论 的 相对 论 协 变性 不 被 
破坏 ; ©) 和 Py, 在 Lorentz( 洛 伦 兹 ) 变换 下 是 不 变 的 . 

”上 述 各 量 在 基本 粒子 实验 和 原子 、 分 子 物理 实验 中 不 表现 出 来 . 进行 实验 的 局 
部 空间 中 的 真空 能 量 起 着 常数 项 的 作用 , 可 以 在 能 量 守 恒定 律 中 被 消 掉 . 

a 和 P 只 在 引力 现象 中 出 现 . 由 式 (3.3.1) TA, 宇宙 项 在 场 方 程 中 是 和 
物质 场 能 - 动 张 量 平权 的 一 项 ,它们 同样 作用 于 空间 ， 因此， 卡 文 迪 许 实验 原则 上 
应 可 以 用 来 发 现 和 测量 <s 及 及 .两 铅球 的 引力 取决 于 铅 的 密度 和 真空 的 密度 
px(|px| < 10728g/cm®), 积分 时 遍及 铅球 的 体积 . 

实际 测量 sx 和 P 是 不 可 能 的 . 无 论 用 实验 室 中 的 实验 观测 太阳 系 中 行星 的 
运动 , 还 是 观测 银河 系 中 恒星 的 运动 , 都 无 法 测 得 e 和 P 的 值 . 实际 上 , AMA 
中 , 在 半径 等 于 地 球 轨道 半径 的 空间 范围 内 , 物质 的 平均 密度 为 (p) = 10-7g/cm ， 
在 银河 系 中 为 10-?4g/cm”. p 的 效应 均 无 法 观测 (可 忽略 不 计 ). 它 的 影响 只 能 在 
字 宙 尺度 上 表现 出 来 . 

关于 和 的 性 质 , 一 些 学 者 认为 , 确定 的 值 入 和 对 应 的 px, ex P 均 作 为 宇宙 常 
数 , 不 再 作 进 一 步 的 解释 . 另 一 种 观点 是 假定 零 级 近似 : A = py = es = Py = 0. 

下 面 我 们 先 回顾 一 下 关于 真空 能 量 的 理论 发 展 , 再 说 明 关 于 建立 宇宙 因子 和 的 
理论 的 一 些 观点 . 

第 一 批 关于 电磁 场 量子 化 的 党 试 导 致 了 真空 能 量 密度 无 限 大 的 伴 廖 . 真空 作 
为 所 研究 系统 的 最 低能 态 (如 在 研究 电磁 现象 时 用 Maxwell 议程 组 表征 ), 粒子 (如 
光子 ) 是 基本 的 受 激 系 统 . 类 似 于 量子 力学 中 原子 核 在 晶体 点 阵 中 运动 的 图 像 : 基 
本 的 受 激 态 叫做 光子 ( 声 子 、 量 子 ); 在 晶体 的 基态 不 含有 光子 , MRS FRA. 这 
个 状态 类 似 于 真空 . 晶体 基态 的 能 量具 有 完全 确定 的 值 , 是 可 以 测量 的 . 同一 元 素 
的 不 同 的 同位 素 , 其 基态 能 量 依赖 于 同位 素 原子 气体 的 温度 . 在 最 简单 的 场 论 方案 
H, 基态 具有 无 限 大 的 能 量 . 但 是 可 以 改变 一 下 理论 的 形式 , 使 得 自由 场 的 自由 态 
能 量 等 于 零 . 


在 经 典 Maxwell 理论 中 , 能 量 密度 < = E? +H? weap (Lifshitz) 曾 指出 


不 存在 一 种 量子 电动 力学 理论 , 能 使 真空 中 EE? 或 H? 的 平均 值 等 于 零 ( 离 电 荷 很 
远 并 且 不 存在 实 光子 ). 因此 , 为 了 借助 于 通常 的 算 符 乘积 来 构成 这 些 理论 , 使 真空 
c= 0, 就 必须 放弃 e 与 场 强 之 间 的 经 典 关系 式 . 


3.3 ”关于 宇宙 因子 入 的 讨论 ae 


真空 能 量 的 另 一 种 来 源 是 由 狄 拉克 (Dirac) 电子 理论 给 出 的 . 负 能 态 被 充满 的 
思想 不 可 避免 地 导致 能 量 密度 具有 负 值 . 在 这 种 情况 下 , 也 必须 改变 原理 论 , 使 得 对 
于 无 相互 作用 的 真空 s 恒 等 于 零 . 但 是 不 能 保证 在 有 相互 作用 时 真空 能 量 仍 为 零 . 
按照 现在 的 理论 , 不 仅 实 粒子 之 间 存 在 相互 作用 , 而 且 虚 粒子 也 有 相互 作用 . 注意 
这 里 “相互 作用 ”一 术语 和 经 典 意 义 上 的 不 同 . 在 经 典 物 理 中 谈 到 两 个 碰撞 物体 的 
相互 作用 , 质子 和 电子 的 库仑 相互 作用 等 ; 在 量子 场 论 中 谈 到 4- 费 米 相互 作用 (5 
中 子 、 电 子 、 质子 和 中 微 子 散 射 时 ) 和 光子 -电子 相互 作用 ( 当 电 子 辐射 光子 时 ). 

众所周知 , 自由 电子 不 能 辐射 实 光 子 . 但 是 可 以 说 自由 电子 辐射 然后 又 吸收 了 
虚 光 子 . 这 将 使 电子 的 质量 和 磁 矩 发 生变 化 , 正如 Lemb 实验 所 证 实 的 那样 . 实验 
测定 电子 质量 的 变化 是 不 可 能 的 , 因为 不 可 能 测量 失去 虚 光 子 后 电子 的 质量 . 但 是 
电子 磁 矩 的 变化 却 可 以 测 出 来 . 

”还 有 许多 类 似 的 过 程 , 如 电子 对 (e+,e-) 在 真空 中 产生 和 沽 灭 . 

现在 , 真空 的 组 成 和 性 质 的 理论 不 像 60 年 前 那么 简单 和 明显 . 

真空 能 量 理论 的 第 一 个 可 能 方案 是 假定 在 没有 场 和 相互 作用 时 真空 的 能 量 恒 
等 于 零 ; 当 它 们 存在 时 真空 的 能 量 不 等 于 零 . 引入 实 粒 子 时 它 应 等 于 一 个 附加 常数 . 
根据 这 一 方案 建立 的 粒子 理论 可 以 使 所 得 结果 不 依赖 于 未 知 的 (不 确定 的 或 无 限 大 
的 ) 真空 能 量 . 费 曼 正 是 这 样 做 的 . 他 把 跃迁 幅 A1s( 真 空 加 始 态 1 的 粒子 一 真空 
MRA 2 的 粒子 ) 分 解 成 4v( 真 空 一 真空 ) 和 比值 A12/Ahv WAR. 只 有 412/4v F 
是 与 实 粒子 相互 作用 对 应 的 真实 值 . 这 一 方案 使 真空 能 量 问题 得 到 了 很 好 的 解决 ， 
但 是 这 一 方案 不 包含 引力 场 . 在 引力 理论 中 , 真空 的 能 量 密度 如 前 面 所 说 , 是 真实 
的 , 原则 上 可 观测 的 . 

在 粒子 理论 中 , 真空 能 量 理论 的 第 二 个 方案 , 即 公 理 式 的 方案 , 假定 真空 的 能 
量 密度 和 相应 的 压强 恒 等 于 零 . 

这 一 假定 只 能 作 一 种 可 能 性 提出 . 有 些 文献 中 出 现 这 样 的 断言 : 这 一 公理 是 必 
须 的 , 只 有 这 样 才能 与 相对 论 的 不 变性 相符 合 . 这 样 的 断言 是 不 正确 的 . 正如 前 面 
指出 的 , 真空 的 压强 P 和 能 量 密度 sx 均 不 为 零 , 它们 之 间 的 关系 Py = -ex( 由 场 
方程 得 出 ) 具有 相对 不 变性 . 

我 们 指出 , 像 粒 子 理论 一 样 , 原则 上 可 以 估计 sx 的 量 级 , 它 不 等 于 零 且 保 持 相 
对 论 不 变性 . 这 里 应 注意 , 常常 在 研究 有 限 体积 V 内 的 能 量 E = ev 时 发 生 错误 . 
真空 的 三 维 动量 P 显然 等 于 零 , 因为 真空 中 无 法 分 辨 方向 . 能 量 和 动量 构成 四 维 矢 
量 (E, P); 对 于 给 定 的 体积 , 这 4- 矢 量 是 ( 互 ,0). 这 样 的 组 合 显然 不 是 不 变量 . 如 
果 不 假定 E = O(c = 0), 在 另 一 相对 于 该 坐标 系 运动 的 坐标 系 中 将 有 P 0. 错误 
发 生 在 选择 了 特殊 的 有 限 体积 , 因为 这 违背 相对 论 不 变性 . 无 限 的 ( 非 局 域 的 ) 介 
质 , 其 中 包括 真空 , 可 以 用 能 量 密度 表征 , 它 是 一 个 能 量 -动量 张 量 的 分 量 TO, 此 张 
量 的 其 余 分 量 Tili = 1,2,3) 同时 描述 空间 的 能 流 和 动量 密度 . 能 量 -动量 张 量 的 分 
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量 Tk 对 应 于 弹性 理论 中 的 张力 . 对 于 流体 (各 向 同性 的 )T4 = Por. 

在 这 里 重复 这 些 众所周知 的 内 容 是 为 了 强调 , 问题 不 在 于 真空 是 否 具有 能 量 - 
动量 矢量 , 而 在 于 是 否 存在 能 量 - 动 量 张 量 . 不 存在 具有 相对 论 不 变性 的 矢量 ( 它 的 
大 小 恒 等 于 零 ), 但 是 完全 有 可 能 存在 相对 论 不 变 的 张 量 . 在 洛 伦 效 系 中 , 这 一 张 量 
应 具有 形式 
1 
fi 0. D 
0 


Thy = const 、 (3.3.5) 


0 0 0 一 | 


而 这 正 是 在 A A 0 的 情况 下 所 提 到 的 那个 张 量 ， 人 们 没有 理由 先 验 地 排除 这 样 的 
与 真空 相 联 系 的 张 量 . 

现在 仍然 存在 的 问题 是 : 

(1) 是 否 存在 某 种 要 求 和 六 0 的 原理 ? (2) 我 们 是 否 应 该 把 和 看 作 新 的 独立 的 
常数 ? 或 者 说 , (3) 能 否 由 其 他 的 普 适 常数 来 计算 和 (尽管 只 是 量 级 )? 

下 面 我 们 试图 回答 第 三 个 问题 , 不 涉及 前 两 个 问题 . 这 一 回答 (根据 量 纲 和 量 
级 的 比较 ) 也 许 有 利于 构成 更 正确 的 和 最 终 的 理论 

在 实验 物理 中 , 我 们 测量 (真空 + 粒子 ) 系统 和 单独 真空 系统 的 能 量 之 差 , 不 
等 于 零 的 cy 在 计算 中 被 消 掉 了 . 按照 真空 极 化 理论 和 量子 的 粒子 理论 所 作 的 全 部 
工作 都 是 这 样 的 . 

量 cy 只 在 引力 理论 中 才 引 入 . 虽然 没有 精确 的 理论 , 但 是 我 们 可 以 借助 于 量 
岗 的 分 析 提 出 重要 的 设想 . 

基本 粒子 理论 使 人 们 能 够 建立 具有 c 的 量 纲 的 量 ， 由 理论 基本 常数 可 以 构 
成 能 量 me, KBE, 密度 (ZES 和 eh = me? x (TE). 这 样 得 到 的 量 ex 明 
显 地 不 合用 ， 因 为 以 电子 质量 代入 时 得 e = 102zerg/cma， 以 质子 质量 代入 时 得 
s ~ 10% erg/em®. 这些 数值 远大 于 字 宙 学 中 假定 的 值 (< < 10-7erg/cm ). 正 因 
为 这 样 , 物理 学 家 才 本 能 地 反对 和 A 0: 如 果 不 能 取 更 大 的 sx( 相 应 地 取 更 大 的 A) 
则 什么 都 谈 不 到 

ae 人 们 发 现 将 me (ZE) 乘 以 一 个 表征 引力 的 无 量 纲 因 


一 个 合理 的 e. 这 一 表达 式 为 


(3.3.6) 


3.4 引力 场 的 变 分 原理 


这 一 表达 式 可 以 解释 为 : 在 真空 中 产生 虚 粒 子 , 质量 为 m, 它们 的 平均 空间 距离 为 
A; 假定 它们 的 总 的 本 征 能 量 为 零 , 使 得 真空 的 总 能 量 密度 只 决定 于 相 邻 粒子 间 的 
相互 作用 . 对 于 .m = me, ERAH s = 107 erg/cem®; 对 于 m = mp, 上 式 给 出 
ex = lerg/em®. 宇宙 学 所 假定 的 e、 值 介 于 二 者 之 间 . 

还 有 一 个 问题 , MBA A 0 意味 着 引力 子 具有 不 为 零 的 静止 质量 , 这 似乎 
不 合理 . 我 们 知道 , 4AA0 时 , 即使 物质 不 存在 , 时 空 也 不 可 能 是 平 直 的 . MES 
曲 空间 中 引力 子 质 量 的 定义 是 不 明确 的 . 

宇宙 因子 项 如 果 不 等 于 零 , 它 的 数值 也 是 很 小 的 , 它 的 效应 只 在 宇宙 学 中 才 可 
能 出 现 , 这 一 点 是 无 疑 的 . 


3.4 引力 场 的 变 分 原理 


前 面 已 经 建立 了 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 ， 本 节 将 由 引力 场 的 变 分 原理 得 到 这 一 
组 场 方程 . 为 了 使 所 得 到 的 场 方程 具有 协 变性 , 最 好 的 途径 是 由 变 分 原理 出 发 进行 
推导 . 在 许多 非 爱 因 斯 坦 引 力 理 论 中 也 都 是 这 样 做 的 . 问题 的 关键 在 于 选择 适当 的 
作用 量 泛 函 . 
引入 标量 泛 函 
ee ee I ear (3.4.1) 


RHP, I, 和 Ls 分 别 表示 引力 场 的 作用 量 和 拉 格 朗 日 函数 , ft 和 Lt 分 别 表示 除 引 
力 场 之 外 的 所 有 其 他 场 的 作用 量 和 拉 格 朗 日 函数 . Ze 和 Lr 的 表示 式 取 为 


Es=R, Le:= —2kLs, (3.4.2) 
AP, k 为 爱 因 斯 坦 引 力 常数 , k = 8nG/c*. 
变 分 原理 表示 为 
ôI =0. (3.4.3) 
首先 计算 og. 


证 i VE5Rdtz = ‘| VGg Rud4z 
= | V—99"" Rp dz + j Ryv5(/—gg"”)d*c. (3.4.4) 
为 了 求 出 Ru, 采用 短程 线 坐 标 系 . 此 时 有 


or or 
ORs =6{ ae Di a 十 一 ot 
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= DT DT 
Oa Ox” 

0(6 Te) aor, OSTA) 

Or^ Or 


=(6T%);\ = (Tia) (3.4.5) 
在 式 (3.4.5) 中 , 注意 到 OTA, 是 张 量 . 这 是 一 个 张 量 方程 , 因此 , 它 在 任何 参考 系 中 


的 任何 时 空 点 都 成 立 , 不 局 限于 短程 线 参 考 系 . 于 是 式 (3.4.4) 右 端 第 一 项 的 被 积 式 
可 写 为 


V=99"" Rp =/—G9"" {(6T2%,);s — (BT 2s) ;v} 
=V Zg{g Tra) — (g Ty) ;v} 
=V Tg{ (9 Sr iu) a) — (9FL fo): } 
一 V 二 9V 和 ， (3.4.6) 


式 中 
V = g sri, — gor. (3.4.7) 


ADERE. 由 此 得 到 
[Vainute = |A Date, (3.4.8) 


此 式 由 高 斯 定理 化 为 沿 系统 边界 面 的 面积 分 . 在 系统 边界 面 上 6g 必 (从 而 rà) A 
F, 因此 式 (3.4.8) 等 于 零 


/ J—99"" 6Ryvd’z = 0. (3.4.9) 
sh (3.4.4) 右 端 第 二 项 为 
Ryvd(/—gg"” dz = i V—gRyvdg"’ dtr + / Ryvgt”5./—gd* x 
一 f V—gRyvdg"” dtz + f R6/—gd*z, (3.4.10) 
其 中 右 端 第 二 项 中 5V=9 5 es 
5/—9 = -375% -5v=9 Quvdgh” (3.4.11) 
于 是 有 


1 
f Rud V=G9"")az 一 /v3 (Ru 一 T dg” dtz. (3.4.12) 


3.4 引力 场 的 变 分 原理 


将 式 (3.4.12) 和 (3.4.9) 代入 式 (3.4.4) 得 
ôl; =ô J /—gRd*r = / Vg (Bu — 5 wR) bgt’ dtr. 
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(3.4.13) 


下 面 计算 除 引力 场 以 外 的 其 他 场 作用 量 Te 的 变 分 51. 由 式 (3.4.1) 和 (3.4.2) 


知 
ôl: = -2x5 | V—gLrd4z. 
由 变 分 学 可 知 , 对 于 泛 函 

T= [Patter aes ae q's; rr? cP )d" x, 


其 变 分 表示 为 


oF oF 


_ SX e 
ôq” bq ga + 


oF 
LEEN 


式 中 各 变 分 导数 表示 为 


oF OF 
| 
mm 之 0 Al A21 Am 


edad Àm 


OF OF 
as ee a ae (ee ; 
bq‘) a (ae) AUN 
设 式 (3.4.14) 中 的 Ly 不 含有 gt” 的 高 于 一 阶 偏 导 数 
Ly = Lil, gh ) 
RAK (3.4.15)~(3.4.18) 得 
sty = -oe f { 2 BED g 5 POEL se ae 


式 (3.4.19) 右 端 被 积 式 中 第 二 项 可 写 为 


(3.4.14) 


(3.4.15) 


(3.4.16) 


(3.4.17) 


(3.4.18) 


(3.4.19) 


(3.4.20) 
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式 (3.4.20) 第 一 项 代入 式 (3.4.19) 化 为 沿 系统 边界 面 的 面积 分 , 等 于 零 (因为 边界 


面 上 ôg” = 0). 将 式 (3.4.20) 第 二 项 代入 式 (3.4.19) 得 


i = 2 f 让 二 -2 | P 


Ogrr 


定义 能 量 -动量 张 量 Tu 


~ Vv-9 Ogu 3g 


tn = ag} BED [Ht | 
入 


我 们 得 到 
SIs = —k J VJT yvdgh” dtr. 


由 式 (3.4.23) 和 (3.4.13) 可 知 作 用 量 I 的 变 分 ôI 为 


6] = [va (Ru 一 sgR 一 kT ) bgt’ dtr. 


4 61 = 0, 考虑 到 dg” 的 任意 性 , 得 到 
Roy T: = kT yp. 
如 果 在 作用 量 7 中 引入 宇宙 作用 量 
h= e | v=oa’s, 

AF e 为 一 待定 常数 , 则 有 

ôI, = S | Sadat” Vda. 
此 时 由 OU, +1; +1,) =0 得 

Ruy — 39wR + Agu = kT yy. 
式 中 和 = 5, 此 即 含 宇宙 项 的 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 


3.5 引力 场 中 的 Maxwell 方程 


(3.4.21) 


(3.4.22) 


(3.4.23) 


(3.4.24) 


(3.4.25) 


(3.4.26) 


(3.4.27) 


根据 广义 协 变 原理 , 我 们 可 以 将 狭义 相对 论 中 四 维 形式 的 Maxwell 方程 推广 


到 弯曲 空间 . 原则 上 讲 , 只 要 将 普通 导数 换 为 协 变 导数 即 可 . 


3.5 引力 场 中 的 Maxwell 方程 ss 


当 电 磁场 存在 时 , 因为 它 属 于 引力 场 以 外 的 物质 场 , 它 应 影响 时 空 几何 性 质 , 电 
磁场 的 能 量 -动量 张 量 作为 引力 场 方程 中 也， 的 一 个 组 成 部 分 , 应 以 明显 形式 给 出 . 
我 们 仍 从 变 分 原理 出 发 . 

如 果 除 引力 场 之 外 只 有 电磁 场 存 在 , 则 由 狭义 相对 论 推广 到 弯曲 空间 的 情况 ， 
式 (3.4.14) 中 的 Ly 应 具有 形式 

Le =~ Fy FH + JPA, E (3.5.1) 
式 中 Je 为 四 维 电流 密度 , L。 为 电荷 对 Le 的 单独 贡献 . 现在 考虑 纯 电 磁场 的 情况 ， 
即 式 (3.5.1) 后 两 项 为 零 


Lr = -3 二 a E (3.5.2) 


注意 到 Fup = Ayn a Ay, 可 知 (ZEV 一 9) + 只 是 Gu 和 Ap 的 函数 . 
首先 , 保持 A, 不 变 , 对 gu 求 变 分 . 此 时 Fv = const, 而 FH” Æ cosnt. 我 们 
得 到 


Av=9ls)_ 1 p Fup A(/—99°" 9°") 
Oguy Ien °° °F gue 


1 V/ 一 
maT — Fap Foo {9°79 as V—9( 9°? 5858 + 0°50) } 


1 0./—g 
二 aß 
16x (Kear AgHy = + 2/- 9F yo Fy ), (3.5.3) 
ae ð 1 1 0 
Ov-g__1 1 29 _ 1S 
OghY B 9 V—g Og + 9 99 uv- (3.5.4) 
最 后 得 
CV-921 _v-9 fl aß _ š 
Og 8 元 (iowmer 了 pe 了 v ) : (3.5.5) 
` 1 
1 
Ep = B Tv(em) = = An (Fou Peer — FoF? ) : (3.5.6) 


此 式 正 是 狭义 相对 论 中 对 应 式 的 推广 . 将 式 (3.5.5) 代入 SI = 6, + I) = 0, 便 得 
到 Einstein-Maxwell 方程 

Ry — 5d R = kEyy. (3.5.7) 
张 量 Ey 是 零 迹 的 

E = EX = g% Eye = 0. (3.5.8) 
将 式 (3.5.7) 缩 并 得 R= 一 kE, 所 以 R=0, 式 (3.5.7) 简化 为 


Ryy = kEw. (3.5.9) 
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” 式 (3.5.9) 是 只 存在 电磁 场 时 的 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 . 
有 电荷 存在 时 , 作用 量 应 增加 一 项 . 对 于 电荷 为 e 的 单个 粒子 , 增加 的 一 项 为 


h = -e | A„dz"dr = -e | Ayuwtdsdr, (3.5.10) 
式 中 积分 ds 沿 世 界线 . 
为 了 避免 奇 点 , 我 们 讨论 带电 物质 连续 分 布 的 情况 . 设 每 一 物质 元 带 有 电荷. 


在 每 一 点 z+, 有 速度 矢量 w*( 可 有 一 因子 与 之 相 乘 ). 我 们 总 可 以 确定 一 逆 变 矢量 
密度 F+, 它 与 w 同方 向 , 并 使 


FMrldr?d7’ (3.5.11) 
表示 某 一 体 元 Be 内 的 电荷 , 而 使 
91dz0dz2dz3 (3.5.12) 
表示 时 间 间 隔 de? 内 通过 面 元 dz?dz3 的 电量 . 由 于 电荷 守恒 , 于 是 有 
J! =0. (3.5.13) 


设 一 电荷 元 由 位 置 z+ 移 到 位 置 z+ + 名 ,由 为 一 阶 小 量 . 我 们 要 确定 给 定点 
ch 处 F+ 的 变化 . 
首先 考虑 ho = 0 的 情况 . 在 一 三 维 体积 V 内 , 电荷 的 增 量 等 于 通过 V 的 界面 
流出 的 电量 的 负 值 
5 | F dz dz*dz* = -J T° hids;. (3.5.14) 
V S 


AF 5 为 V 的 界面 . 根据 高 斯 定理 , 可 以 把 式 (3.5.14) 右 端 的 面积 分 换 成 体积 分 . 
于 是 得 到 
T? = —(F°h'),;. (3.5.15) 


下 面 将 式 (3.5.15) 推广 到 h? AO 的 情况 . 我 们 注意 到 , 如 果 ht EEF OZ, 则 
物质 元 沿 其 世界 线 移动 , 从 而 Ie 不 变 . 这 样 , A (3.5.15) 应 推广 为 


AT? = (9 — F°h'),. (3.5.16) 


这 是 因为 当 he = 0 时 式 (3.5.16) 与 式 (3.5.15) 相合 ; 而 当 h 正比 于 F+ 时 , A 
(3.5.16) 给 出 67° = 0. 对 于 FZ+ 的 其 他 分 量 有 相应 的 式 子 , 所 以 可 写 为 


T" =(T*h" — F*#hv) u. (3.5.17) 
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量 Fr 是 连续 带电 物质 流 作用 量 中 的 基本 变量 . 经 过 变 分 和 适当 的 分 部 积分 运算 
后 , 令 hr 的 系数 等 于 零 , 便 给 出 电荷 的 运动 方程 
对 于 带电 物质 连续 分 布 的 情况 , 带电 粒子 的 作用 量 (3.5.10) 应 写 为 


k=- $ J’ A u”dz'dz?dz’ds. (3.5.18) 


引进 度 规 时 可 令 
JË = peu VD, (3.5.19) 


AF pe 为 一 标量 , 表征 电荷 密度 . TEA (3.5.18) BA 


I, = — J Ayu" Var dada*ds 


= 一 f A Frdrldr*dr ds. (3.5.20) 
由 此 得 
ih == | {FH5A, + Ay(TYhY — F+h”) ,}d4a 
= J {—peu” /=GoAy + Ap (TAY — JHh”)}dts 
= f pe(—utdA, + Fyyu"h")/—gdée. (3.5.21) 
代入 变 分 原理 | 
br = 5(Ip + lem + 1) + le + Im) = 0, (3.5.22) 


式 中 括号 内 各 项 分 别 表示 引力 场 、 电 磁场 、 真 空 场 . 电荷 和 物质 场 的 作用 量 , 我 们 可 
以 得 到 上 述 各 类 场 和 引力 场 相互 作用 的 方程 . 为 此 , 将 前 面 得 到 的 61,, Slem, 61a, 61。 
和 STEUR (3.4.23)] 代入 式 (3.5.22), 并 注意 到 式 (3.5.17), 然后 分 别 令 Sou, 6A, 和 
ji 的 系数 为 零 . 

(1) dg 的 系数 为 零 给 出 


1 | , 
Ry — zI R + AGpv = k( Ty + Epo). (3.5.23) 


这 就 是 有 电磁 场 和 物质 场 存 在 时 的 Einstein-Maxwell 方程 , 右 端 的 To 表示 物质 场 
的 能 量 -动量 张 量 . 
(2) SA, KRKA FAH 


—peu* + FH =0 (3.5.24) 
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由 式 (3.5.19) 可 知 pout = Jr* 为 电流 密度 矢量 ,因此 式 (3.5.24) 即 为 引力 场 中 的 
Maxwell 方程 
Fay = Je. (3.5.25) 


至 于 另 一 组 Maxwell 方程 , 很 容易 由 Fu 的 反对 称 性 得 到 . 实际 上 , 由 Fy = 一 Fy 
Are = Te 得 到 
Te Oe oe bl PO ROH tee RAW Pee Ba te 
将 这 三 个 等 于 零 的 式 子 与 狭义 相对 论 中 对 应 的 方程 
Faa + Fury + Pray = 0 (3.5.26) 
相 加 , 便 得 到 
Fana + Fury + Fauw = 0. (3.5.27) 


这 就 是 另 一 组 Maxwell 方程 (在 引力 场 中 ). 

(3) 式 (3.5.23) 中 的 连续 物质 的 Tu 可 由 与 引入 74 类似 的 过 程 引入 pr 而 得 
到 (SH), 其 结果 为 
Tuy = PUptty. (3.5.28) 


此 时 he 的 系数 为 零 给 出 
Pupwd + pefu” = 0, 
即 
puput” + FJ” =0, (3.5.29) 


AFR HARRER, 它 使 物质 元 的 运动 偏离 短程 线 . 
方程 (3.5.29) 也 可 由 守恒 定律 得 到 . 即 由 


(putu + E") = 0 (3.5.30) 
导出 . 由 于 
EH = FV RY, + PLOY — 3g" FO Fag, 
= PHO RY + =o? FY? (Foow ~ Fang — Foe 
= — fees. 
我 们 得 到 


VW (Du ji 十 pu — F° Ja 一 0. (3.5.31) 


3.6 物质 的 运动 方程 和 物质 场 的 能 量 -动量 张 量 .37 ， 


式 (3.5.31) RU u, 缩 并 , 并 注意 
UpuU., = 0, (3.5.32) 
得 到 
(pu”); = -F uJa = 0. (3.5.33) 


这 里 用 了 条 件 Jn = peua, 即 Ja 与 ua 同一 方向 . 将 式 (3.5.33) RA (3.5.31), 便 
得 到 式 (3.5.29). 
在 这 里 , 我 们 选择 自然 单位 制 (c = G=1). 


3.6 物质 的 运动 方程 和 物质 场 的 能 量 -动量 张 量 
当 电 磁场 不 存在 时 , 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 可 写 为 (对 于 零 压 流体 ) 
Rw 一 39uR = BN pUu puy. (3.6.1) 


从 方程 (3.6.1) 可 以 导出 物质 守恒 方程 和 物质 运动 方程 一 一 短程 线 方程 . 为 此 , 将 
方程 两 端 求 协 变 散 度 , 得 到 


(pu*u”)., = 0, 
Bp 
u” (pu”); x + pu” uf, = 0. (3.6.2) 
A (3.6.2) FELL u, 缩 并 , 注意 到 uput, = 0, 得 到 


(pu”)., =0, (3.6.3) 
此 即 物质 守恒 方程 . 将 此 式 代 回 式 (3.6.2), 便 得 到 短程 线 方 程 
uul, = 0. (3.6.4) 


这 就 是 说 , 对 于 一 个 物质 元 , 把 真空 引力 场 方程 应 用 到 该 物质 元 的 周围 空间 , 则 其 
运动 被 约束 在 一 短程 线 上 . 

由 场 方程 可 以 导出 场 源 的 运动 方程 , 或 者 说 , 场 方程 中 包含 了 场 源 的 运动 方程 ， 
这 是 引力 场 特 有 的 性 质 . 

电磁 场 不 具有 上 述 性 质 . 由 电磁 场 方程 


pv _ JE 
Pe = J 
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求 协 变 散 度 , 注意 到 Fwr = F, 得 到 
Jt, =0, (3.6.5) 


这 是 电荷 守恒 定律 . 由 此 可 见 , 电磁 场 方程 本 身 只 包含 场 源 的 守恒 律 , 与 场 源 的 运 
动 方程 无 关 . 这 表明 , 在 电动 力学 中 , 可 以 在 满足 守恒 律 的 条 件 下 任意 给 定 场 源 ( 电 
荷 ) 的 分 布 和 运动 来 求解 场 方程 . 而 在 引力 理论 中 , 引力 场 源 (物质 系统 ) 的 运动 方 
程 必须 与 引力 场 方程 同时 求解 . 

下 面 我 们 给 出 几 种 场 源 物 质 的 能 量 -动量 张 量 的 具体 形式 . 

各 向 同性 理想 流体 的 能 量 -动量 张 量 与 狭义 相对 论 中 的 形式 相同 


Thu = (P + p)Upty — P9pv- (3.6.6) 


AH, p 表示 随 动 坐标 系 中 的 能 量 密度 , p 是 压强 . 如 果 以 p 表示 质量 密度 , 还 常 加 
内 能 项 pr. 
在 随 动 坐标 系 中 , 流体 的 动量 和 能 量 流 均 为 零 , 所 以 


Top = yo = 0. (3.6.7) 
由 于 压强 各 向 同性 , 故 有 
Ta = T6;,- (3.6.8) 
THT, 具有 简单 形式 
p 0 0 0 
| ENN (3.6.9) 
0 0 p 0 
0 0 0 p 


沿 z 轴 正 方向 以 光速 运动 的 相对 论 粒 子 , 其 能 量 -动量 张 量 可 写 为 


p p 0 0 
11pp00 
‘ee afi lee (3.6.10) 
0 0 0 0 
上 述 粒 子 沿 z 轴 反 方向 运动 时 , 其 能 量 - 动 量 张 量 可 写 为 
p -p0 0 
-p p 00 
Tw = i owy (3.6.11) 
0 0 00 
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所 有 方向 的 粒子 流 释 加 , 便 得 到 相对 论 气体 的 能 量 -动量 张 量 (p = p/3). 
在 洛 伦 兹 系 中 , 沿 z: = z 方向 的 纯 磁 场 (H, = H: = E = 0) 的 能 量 -动量 张 
量 可 写 为 


Ty = (3.6.12) 


Qo ont 
> 4 
OD O O 
D Oo O © 


此 式 是 式 (3.5.6) 的 特殊 情况 . 式 中 p = E 为 能 量 密度 . 沿 > Y EA SUE 


FA (Tu = -p), 沿 y 轴 和 > 轴 作 用 有 正 压 力 (p). 如 果 场 强 不 是 沿 着 一 个 确定 的 轴 ， 
而 是 任意 的 , W Tu 中 会 有 不 为 零 的 对 角 元 素 . 但 是 它 的 迹 Ti( 在 直角 坐标 系 中 等 
于 -Tu 一 To2 一 T33) 保持 不 变 . 

对 于 纯 磁 场 , 将 能 量 - 动 量 张 量 按 最 大 不 均匀 程度 取 平 均 , 我 们 得 到 


p 0 0 0 
0 p/3 0 
Pies pl : (3.6.13) 
0 0 p/3 0 
0 0 0 p/3 


即 纯 磁场 平均 地 看 类 似 于 气体 , 它 具 有 特殊 的 态 方程 p = p/3. 我 们 重新 得 到 了 前 
边 的 结果 . 


3.7 Lie 导数 和 了 时空 的 对 称 性 


对 于 坐标 变换 z r’, 度 规 gui (x) 变 为 gi,,(z'). WR gi,(z) 作为 z 的 函数 的 
形式 与 gu(z') 作为 z' 的 函数 的 形式 相同 , 则 将 g(r) 中 的 z' 换 为 z 时 , 所 得 函 
数 gi,(z) 便 与 guv(z) 相等 了 


guv(Z) = Ju (7). (3.7.1) 


如 果 对 于 所 有 点 ct, A (3.7.1) 均 成 立 , 则 称 度 规 guv(z) 对 于 坐标 变换 rz 一 r 是 
形式 不 变 的 (注意 上 述 条 件 与 标量 的 变换 条 件 不 同 ). 
在 任 一 点 oc, 度 规 的 变换 式 为 


A Ox? 
guv(Z ) = z z gyv Pol), (27.9) 


Or Ax’? 
Gur (x ) = Ort Orv =— I(T’). (3.7.3) 
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将 式 (3.7.1) 代入 得 
1A 9,10 
uv) = a E olt’). (3.7.4) 
满足 式 (3.7.4) 的 变换 称 为 等 度量 变换 . 

在 时 空中 同一 点 , 可 以 用 两 个 坐标 系 z+ 和 z 来 描述 . 例如 , 在 Minkowski 时 
空中 的 每 一 点 , 既 可 用 z+ = (ct,2,y,z) 描述 , 也 可 用 球 坐 标 a! = (ct,r,0, $) 描述 . 
两 坐标 之 间 有 确定 的 变换 关系 . 本 节 中 我 们 引入 一 种 本 质 不 同 的 坐标 变换 , 从 而 引 
入 Lie 导数 的 概念 , 以 便 用 来 讨论 时 空 的 对 称 性 . 

条 件 (3.7.4) 对 函数 z+ = zw(z) 是 一 个 很 复杂 的 限制 . 为 了 使 其 简化 , 我 们 讨 
论 特 殊 情 况 . 考虑 一 坐标 变换 

jh = zt(e; 1), (3.7.5) 


式 中 
z= 072) (3.7.6) 


e 为 一 参量 . 方程 (3.7.5) 表示 变换 z 一 7 的 一 个 单 参量 族 . 

设 时 空中 有 一 点 P, 以 坐标 z+ 标志 ; 同一 时 空中 我 们 指定 男 一 点 Q, 以 坐标 
zt 标志 . z+ 和 z+ 属于 同一 坐标 系 . 因此 , 变换 (3.7.5) 表示 一 个 时 空 映射 (向 自身 
的 ). 

再 考虑 方程 (3.7.5) 的 一 个 特殊 情况 一 一 无 穷 小 变换 


Z” = t” + eg” (x), lel <1. (3.7.7) 


这 便 是 一 个 无 穷 小 映射 . 式 中 e 是 一 个 无 穷 小 参量 , E+(z) E—-MURKED. E (1) 
由 下 式 确定 : p 
é” (x) = leo. 

考虑 同一 时 空中 一 个 张 量 场 T(z). 在 点 Q(z"), 我 们 可 以 用 两 种 不 同 的 方法 确 
ERKE T 的 值 . 首先 , 有 坐标 系 z+ 中 , A T 的 值 T(z). 其 次 , 用 通常 坐标 变换 的 方 
法 得 到 z+ RP T RHE T(z). 这 样 , 在 坐标 为 z+ 的 点 Q, 张 量 T 有 两 个 不 同 的 值 . 
二 者 之 差 便 给 出 张 量 T 的 Lie 导数 的 概念 . 

下 面 分 别 给 出 标量 场 、 矢 量 场 和 张 量 场 的 Lie 导数 . 


1. HEY p(X) 
在 点 Q,9 的 值 为 o2). 可 将 oli) 在 zx 处 按 s 作 无 限 小 展开 


(E) = (a +£) = pla) +e Den. (3.7.9) 


(3.7.8) 
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另 一 方面 , 按 定义 , 标量 函数 $ 在 坐标 变换 下 是 不 变 的 , 即 
4 人 (二 ) = $(7). (3.7.10) 
- 式 中 $ 是 定 值 在 点 Q 的 一 个 函数 , 其 坐标 为 2; 而 $ 是 定 值 在 点 P 的 , 其 坐标 为 


ze, 


标量 函数 的 Lie 导数 记 作 Zole), 其 定义 为 


Lp(7) = Lim ee) (3.7.11) 
将 式 (3.7.9) 和 (3.7.10) 代入 式 (3.7.11) 得 到 
Pore ge (a) TR, (3.7.12) 


即 函数 o 的 Lie 导数 恰 为 矢量 ce 和 o 的 梯度 的 标量 积 . 
还 可 以 用 另 一 途径 给 出 标量 函数 o 的 Lic 导数 . 我 们 认为 所 有 函数 都 定 值 在 
点 P. 这 时 函数 ol) 展开 为 
4(G) =4(zx + c£) 


=8(z) + eg” (a) saa 


+ o(e?). (3.7.13) 
将 式 (3.7.10) RAB 
) 


lz) — d(x) = ef" (x) + o(e?). (3.7.14) 


FRA 


Lola) = Lim L — He) _ gag 262). (3.7.15) 


在 引力 场 中 , 我 们 应 该 用 协 变 导数 代替 式 (3.7.15) 中 的 偏 导数 . 注意 到 O(c) 的 
是 标量 函数 , 式 (3.7.15) 可 直接 写 为 


Leh(T) = €°(2)(9(2)],a- (3.7.16) 
按照 标量 函数 Lie 导数 的 定义 式 , 一 般 张 量 T 的 Lie 导数 定义 为 


T(x) 一 =u) 


eT (x) = Lim (3.7.17) 


下 面 讨论 矢量 和 二 阶 张 量 的 Lie 导数 表示 式 . 
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2. ŽE kE AY 
对 于 无 限 小 坐标 变换 (3.7.7), 矢量 AM 按 下 式 变 换 : 
Ar(z) = he ). 


由 式 (3.7.7) 得 


Oz j OE" 
Ox =o Tege 


RAR (3.7.18) 得 
A" (z) = A” (x) + eA% (r) EE. 
将 A+(z) 在 点 zx 展开 


A" (Z) = A(x) + eé°(z) +o(e?). 
比较 式 (3.7.21) 和 (3.7.20), 得 到 


A" (x) = A" (z) +e (ae a = a=) + oe”), 


式 中 所 有 函数 都 定 值 在 P 点 . 由 此 得 


LA = Lim 人 - (2) — A(z) = 如 E Ze an. 
式 (3.7.23) 中 的 偏 导数 可 代 之 以 协 变 导 数 
L; AF = EX AB, — AEE, 


3. EKER A, 
按照 同样 的 方法 , BATA 
Ads) = ey eS 
将 式 (3.7.7) 对 2” 求 导 得 


_ ðr” ee OE" 
v = ogy * Agr 


RAK (3.7.25), 得 到 


A,(z) = A,(z) 一 eala) 2) + o(e?). 


(3.7.18) 


(3.7.19) 


(3.7.20) 


(3.7.21) 


(3.7.22) 


(3.7.23) 


(3.7.24) 


(3.7.25) 


(3.7.26) 
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将 A(z) 在 P 点 展开 


A, (@) = Ay (a) + c€%(2) 2H) + ofe?) 
比较 式 (3.7.26) 和 (3.7.27) 得 


A, (2) = A, (xr) 一 上 (4. ai + gelu at) + o(e?). 
按 定义 (3.7.17) 有 jä se 
An = Bre + A Bo 


式 中 的 偏 导 数 可 代 之 以 协 变 导 数 , 我 们 最 后 得 到 协 变 天 量 的 Lie 导数 


Le Ay = E“ Ana 十 Aué.,. 
4. 二 阶 张 量 场 Ts o TH” 


对 于 无 限 小 坐标 变换 (3.7.7), 7 的 变换 式 为 
起 国 =Te 四 -人 (Te + Tov Be ) + ofe?) 
另 一 方面 , 将 TG) 按 zx 展开 , 得 到 


Tv(£) = Tr(a) + ego Tw = + o(e°). 


比较 上 二 式 , 得 到 
ð Og 
Tv (2) = Tyr (x) — E G ae + Tie a + Tay pe F o(e”) 
于 是 有 
m Octo Oo 
Lg Tpu 三 上 + Tua sep + Tav Se. 
对 于 二 阶 逆 变 张 量 T, 类 似 地 可 以 得 到 
OT aç" 
ee Re Pe E re 


我 们 可 以 将 上 二 式 中 的 偏 导数 代 之 以 协 变 导 数 
Ti = E Tuna t Tuata + Tové®) 
ATY = oT -TPE TAE. 
对 于 度 规 张 量 场 , 由 上 二 式 可 得 
LeGuv = Ev;p + Eriu, 
Legh’ = (EF + Eh") 
(V4 = g#*V,,). 
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(3.7.27) 


(3.7.28) 


(3.7.29) 


(3.7.30) 


(3.7.31) 


(3.7.32) 


(3.7.33) 


(3.7.34) 


(3.7.35) 


(3.7.36) 
(3.7.37) 


(3.7.38) 
(3.7.39) 
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5 REPKE HR 
可 以 证 明 , 矢量 和 张 量 的 积 的 Lie 导数 满足 下 式 : 
Ze(AT) = ALT + (eA)T. (3.7.40) 
作为 例子 , 我 们 计算 -2 (A°Tap). 
Ze(A Tap) = EF AT T A°Tapth, 
=€?(A°Tap.p + Tap Ah) + A°Tap bE, 
=A" (EP Tapp T Tob T Toth) i Tap(ef AS = AVES) 
=A Tap + (LeA*)Tap. 
6. 标量 密度 (W = +1) 
设 4 为 标量 , 则 其 密度 为 
A = V-94. 
将 of (&) 在 点 z+ 展开 , 得 到 


A (%) = A (x + e€) = A(x) + pnw + o(e?). (3.7.41) 
为 一 方面 , 函数 of 的 变换 为 
oA (3) = V-A) = VI(E) A(z). (3.7.42) 


2 
由 j= ar g, 可 将 式 (3.7.42) BH 


A(z) = Ez V—g(x) A(x) = Silea) (3.7.43) 
又 由 式 (3.7.7) 可 得 
aE = ð} 一 SE + o(e7), (3.7.44) 
从 而 有 
a =1- eae + o(e?). (3.7.45) 
将 式 (3.7.45) 代入 式 (3.7.43) 得 


(E) = A (2) ~ cod (2) + ofe), (3.7.46) 
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比较 式 (3.7.41) 和 (3.7.46), 得 到 


Á =á- E (e ra) + o(e°), 
Le = lim ie) e) = cn ot + a. (3.7.47) 
我 们 可 以 将 式 (3.7.47) 中 的 偏 导数 改写 为 协 变 导 数 
Le = E Bg + AES. (3.7.48) 
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从 本 节 开 始 , 我 们 应 用 Lie 导数 的 概念 讨论 度 规 张 量 的 对 称 性 , 即 讨 论 时 空 的 

3.7 节 开 头 我 们 谈 到 了 等 度量 变换 (3.7.2) 或 (3.7.1). 按照 Lie 导数 的 定义 , 无 
穷 小 变换 

=z + eg” (3.8.1) 


为 等 度量 变换 的 条 件 即 度 规 张 量 的 Lie 导数 等 于 零 . 此 时 由 式 (3.7.38) 有 
Evin + Ens = (), (3.8.2) 


度 规 张 量 gxiv(z) 在 变换 (3.8.1) 下 是 形式 不 变 的 , 这 就 是 说 时 空 映射 为 其 自身 . 这 
种 映射 称 为 共 形 映射 . 

可 以 看 出 , 方程 (3.8.2) 的 解 Ela) FE, 是 时 空中 存在 共 形 映射 的 条 件 . 方 
程 (3.8.2) 称 为 Killing 方 程 ; 它 的 解 &,(z) RA Killing 矢 量 . 当然 , 给 定 一 时 空 ， 
Killing 方程 不 一 定 有 解 . 没有 对 称 性 的 时 空 , 此 方程 无 解 . 

一 般 地 说 , 如 果 存 在 Killing 矢量 , 即 Killing 方程 有 解 , 则 对 应 的 时 空 具有 确 
定 的 对 称 性 . 

Killing 方程 (3.8.2) 是 对 时 空 的 很 强 的 约束 条 件 . 由 这 一 方程 , 我 们 可 以 从 €, 
和 Eno 的 给 定 值 来 决定 整个 函数 E(x). 下 面 我 们 论证 这 一 点 . 

RE & 的 两 次 协 变 导 数 的 对 易 式 为 


Suipio 一 Aucip = Ripo§r- (3.8.3) 


将 式 (3.8.3) 脚 标 作 两 次 循环 , 并 将 所 得 二 式 与 式 (3.8.3) 相 加 , 得 到 E, 须 满足 的 式 
子 
Ep;p;o 一 Ep;a;p + éo;p;p — Epip;o + &pioi — Scipi = 0. (3.8.4) 
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将 Killing 方程 (3.8.2) 代入 式 (3.8.4) 得 
Ep;p;o — Ep;a;p 一 éo;p;p = 9. (3.8.5) 
于 是 式 (3.8.3) TRA 
éo;p;k = Rockr. (3.8.6) 
此 式 表 明 , 在 某 一 给 定 的 点 x, 一 旦 给 出 é (2) 和 Eal), 便 可 求 得 6, (x) HER & AE 
的 二 阶 导数 值 . 再 对 式 (3.8.6) 求 导数 , 可 继续 求 得 El) 在 1 的 高 阶 导 数值 . 这 样 ， 
E (1) 在 z 点 的 各 阶 导 数值 均 可 表示 为 1(z) M Eal) 的 线性 组 合 . 于 是 在 把 z 的 


邻 域内 可 将 函数 f(x) 表示 为 (m 一 z*) 的 泰勒 级 数 . 即 任 一 度 规 guv(z) AY Killing 
RE E(x) TUSA 


Ep (x) = Mp (z; Z)EX(Z) + Np” (2; Z)ER. (2), (3.8.7) 


AP MÀ Al NOY 是 度 规 和 z 的 函数 , 但 不 含有 (2) 和 ixl), 因此 它们 对 于 所 
有 的 Kiling 矢量 都 是 相同 的 . 这 就 是 说 , 所 有 Killing 矢量 6o(z) 都 可 由 任 一 给 定 
点 1 处 的 p(T) 和 Epi 和 (元 ) 值 唯 一 确定 . 
下 面 我 们 讨论 N 维 空间 中 最 多 能 有 多 少 个 Kiling RB. 考虑 一 组 Killing K 
量 tr(z), 其 中 n 表示 序号 , 从 1 取 到 M( 即 共有 M 个 矢量 ). 对 于 每 一 个 n, 显然 
有 N 个 独立 的 €n(z). 注意 到 式 (3.8.2), 知 Er, (2) 和 En. (z) 不 是 独立 的 . 因此 , 独 
立 的 量 E) 的 个 数 等 于 
C2, = SN(N —1), (3.8.8) 
AF Ch 表示 从 N 个 元 素 中 任 取 两 个 的 组 合 数 . 这 样 , 在 式 (3.8.7) 的 右 端 有 
N+ A 一 1) = SN(N + 1) 个 独立 的 项 én(z) 和 En. (z); 只 能 组 成 5N(N +1) 
个 独立 的 Killing 矢量 tr(z). 这 里 我 们 不 妨 把 enz) 和 Era) 看 作 这 M 个 矢量 
在 SN(N +1) 维 空间 中 的 分 量 . 如 果 M > 5N(N +1), 则 这 M 个 矢量 不 可 能 是 
线性 独立 的 , 所 以 它们 必须 满足 关系 式 


Cnep (2) = Cnépv(z) = 0 (Cn 为 常数 ); (3.8.9) 
由 式 (3.8.7) 知 Killing 矢量 E" (x) 处 处 满足 条 件 
Cn? (2) = 0， (3.8.10) 


所 以 它们 不 是 独立 的 Killing RÆ. 至 此 , 我 们 证 明了 一 个 定理 : 在 N 维 空 间 中 最 
多 能 有 SN(N +1) 个 独立 的 Killing 矢量 . 这 里 独立 的 矢量 定义 为 不 满足 任何 党 
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系数 线性 关系 (3.8.10) 的 矢量 . 


根据 这 一 定理 , 四 维 时 空 最 多 能 有 10 个 Killing 矢量 . 下 面 我 们 将 求 出 四 维 
Minkowski 平 直 时 空 的 Killing RÆ. 这 时 go = nw, 


Quy = (3.8.11) 


aa on 0 (3.8.12) 
和 另外 6 个 方程 ae ae 
Dai nee 

ae = - 5 (3.8.13) 
oti — Er 

aot s, (3.8.14) 


方程 (3.8.12) 的 解 具 有 形式 


fo = €o(z"), a = i (ae es 
E2 = €o(x°, 1, 2°), 63 一 €3(x°, ea}. (3.8.15) 
方程 (3.8.13) HAMA 0°, MA MRA zi(i=1 或 2, 3), 所 以 两 端 都 必须 等 于 常 


数 . 同 理 , 式 (3.8.14) 两 端 也 都 必须 等 于 常数 . 于 是 式 (3.8.13) 和 (3.8.14) 的 解 具 有 
形式 


E.(z) aa QuvT™ 十 Çi» (3.8.16) 
AP oy 和 6 为 常数 , Bay = -av K (3.8.16) 写成 矩阵 形式 为 


£0 0 aol Qo2 93 gr Go 
& |_| -a 9 Qi2 413 z! R 61 (3.8.17) 
bo 一 ao2 -Qaz 0 az g C2 
E3 一 ao03 ”一 al3 —aQ23 0 z” C3 
逆 变 分 量 为 
€4(a) = nhvE, (x) = aka + C4, (3.8.18) 


oa =n a CE =n G. (3.8.19) 
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A (3.8.19) 可 写 为 矩阵 形式 
本 0 aol aoz aos z’ e 
gl _ | a 0 一 Ql2 3) x? + Ç i (3.8.20) 
z Qo2 Q2 0  —az3 x 和 
y ao03 —Q31 Q23 0 z’ $ 


A (3.8.20) 明显 地 给 出 了 Killing 矢量 的 几何 意义 . 矢量 C+ 显然 描述 Minkowski 
空间 中 沿 z+ 轴 的 平移 . 它们 是 Poincare 群 之 平移 子 群 的 无 限 小 生成 元 , 是 Minko- 
wski 平 直 空间 的 对 称 群 . 另外 6 个 参量 a, 显然 描述 平 直 空间 中 的 6 个 Lorentz 
转动 . 它们 中 每 一 个 描述 一 个 三 维 转动 或 者 一 个 均匀 的 Lorentz 变换 (缩短 ). 其 中 
023,031 和 ay. 分 别 描述 绕 vi (i = 1,2,3) 轴 的 三 维 转动 , 可 以 用 和 矩阵 表示 为 


0 0 0 0 0 0 0 
i 0 0 0 0 ä 0 0 0 1 
r= , Q 
0 0 0 -1 0 0 0 0 
001 0 0 -—1 0 0 (3.8.21) 
00 0 0 
3 0 0 -1 0 
a? = ， 
0 1 0 0 
00 0 0 
Q01, 202; Œ03 分 别 描述 沿 zi 轴 的 Lorentz 缩短 , 可 用 和 矩阵 表示 为 
0 1 0 0 0 0 1 0 
i 1000 5 0 0 0 0 
Q = 3 Q = 》 
0 0 0 0 1 0 0 0 
00 0 0 0 0 0 0 
(3.8.22) 
00 0 1 
Ye 00 0 0 
0 0 0 0 
1 0 0 0 


利用 上 二 式 , 可 将 式 (3.8.20) 改写 为 
(Et) =[(a23a} + 03107 + aiza?) 
+ (a1a4 + Qo20 + ao3a°)](x") + (C4). (3.8.23) 
为 了 说 明 无 限 小 Lorentz 和 矩阵 的 确 满足 通常 均匀 Lorentz 群 的 对 易 关 系 , 我 们 
令 
| J, = ia! (l = 1, 2,3), 
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Kı = ia? (p = 4,5,6 分 别 与 1 = 1, 2, 3%} M). 


此 时 容易 得 到 (1, m,n = 1,2,3) 


[Ji, eal =i1Etmndn; 
[Ki, Km] = 一 i€imndn, 
[Jt, Km] =i£tmnKn, 


式 中 [A, B] = AB — BA. 
4 


1 i 
Jı = zElmnJmn, Kı = iJa, 


. 49 . 


(3.8.24) 


(3.8.25a) 
(3.8.25b) 
(3.8.25c) 


(3.8.26) 


式 中 Jim 关于 脚 标 具有 和 cim 相同 的 对 称 性 .此 时 可 将 (3.8.25) 诸 式 合 写 为 一 个 


式 子 


[Jia Juv] = i(ftu Jav + br dn — bv hn — Orpdiv)- 


(3.8.27) 


用 无 限 小 矩阵 a(l = 1,2,--- ,6) 可 表示 三 维 有 限 转动 和 有 限 Lorentz 变换 


a! (p) =exp(~a’) 


2 3 
=I +a! + (al)? + 号 (ob pas 


式 中 了 为 4x4 单 位 矩阵 . 当 != 1 时 , 容易 得 到 


(art =(—1)™a!, (a))?™ = (—1)™*1(q!)?, 


m =1, 2,.… ， 


AF al GAR (3.8.21) 给 出 , 而 (1)2 FAR 
(a’)? = 


将 式 (3.8.30) 和 (3.8.29) 代入 式 (3.8.28) 得 
a (y) =I + (v- iet) a 


1 1 
$ (av 7 av +) (a3)? 
=I + sin ya! + (1 — cos7)(a’)?. 


(3.8.28) 


(3.8.29) 


(3.8.30) 


(3.8.31) 
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写成 矩阵 形式 即 
10 0 0 
waen hort ý 0 
œ (yw) = ira): eee ed (3.8.32a) 
0 0 sinb cosy 
用 同样 方法 可 以 得 到 
1 0 0 0 
2n _ | 0 cosy 0 siny : 
ww=| 0 9 > | (3.8.32b) 
0 一 sin 0 cosy 
1 0 0 0 
3 _ | 0 cosp —siny 0 
ci cael Er ee a a Wee 
0 0 0 1 
chy shy 0 0 
anp | shy chy 0 0 
a (wp) ü a. a i (3.8.32d) 
0 0 0 1 
chy 0 shw 0 
TETEE 0 1 0 0 
a? (4%) baie (3.8.32e) 
0 0 0 1 
chy 0 0 shy 
bia: 0 10 0 
a? (4%) EE (3.8.32f) 
shy 0 0 chy 
由 式 (3.8.28) 可 知 
1 _ do (Y) TE S 
E % | (1 = 1,2,--- ,6). (3.8.33) 


A (3.8.32a)~(3.8.32c) 中 的 y 表示 转动 前 后 两 个 Lorentz 标 架 间 的 夹 角 ， 而 式 
(3.8.32d)~(3.8.32f) 中 的 y 表示 相互 运动 的 两 个 Lorentz 标 架 闻 的 转动 角 . 
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我 们 可 以 证 明 , 如 果 两 坐标 系 的 相对 速度 为 v, 则 y A ov 之 间 存 在 关系 式 


__ -vc = E F 
et chy = 1/1 — v?/c?. (3.8.34) 


设 两 个 坐标 系 间 的 变换 以 式 (3.8.32d) 表示 , AR 2° = ct, z1 = z, £? = y, z? = z, 则 
ct! =ctchy 十 zshy, 
x’ =ctshy + «chy, (3.8.35) 
y =y, 
z’ 一 之 . 


对 于 z+ 系 原点 有 z = 0, RAR (3.8.25) 得 


g! 


Tae cthy, (3.8.36) 
从 而 得 式 (3.8.34). 
将 式 (3.8.34) 代入 式 (3.8.35) 便 得 到 沿 z 轴 运 动 的 Lorentz 变换 式 
,_ t—va/c? xz — vt P 


= Vine" g = VETJA y=y, 2 =z. (3.8.37) 

用 同样 方法 可 以 得 到 沿 y 轴 和 z 轴 运 动 的 Lorentz 变换 式 . 

至 此 , 我 们 得 到 了 Minkowski 空间 中 Killing 方程 的 全 部 解 一 一 10 个 Killing 
矢量 , 它们 表示 Poincare 群 的 10 个 参量 . 这 是 四 维 空间 中 Killing 方程 所 能 有 的 最 
多 的 解 . 因此 , Minkowski 空间 是 具有 最 大 对 称 性 的 时 空 . 

为 了 使 问题 的 表述 更 加 明显 , 我 们 解 与 空间 EB(2) 中 欧 几 里 得 群 对 应 的 Kiling 


方程 . 
在 E(2) 中 度 规 可 写 为 
Jab = Sah (a,b = 1,2), (3.8.38) 
Killing 方程 为 ) 
E. 

ai 1 2 1 2” 

i. 

+ Ba = 0, Oy + ri 0. (3.8.40) 
由 此 得 到 


E= E(u); E =E (2), (3.8.41) 
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dé?(x) _ dg} (y) 
a (3.8.42) 
式 (3.8.42) 两 端 必须 都 等 于 一 常数 , 以 o RZ, 积分 得 
CORTA (3.8.43) 
€ = —ġy + B. 


th A 和 B 均 为 常数 . 这 表明 有 三 个 参量 来 描述 E(2) 中 的 无 限 小 运动 群 . 参量 
A 和 B 对 应 于 沿 z SHA y 轴 的 平移 变换 , 参量 $ 对 应 于 绕 原 点 的 转动 . 

上 面 的 结果 也 可 以 写成 共 形 映射 (3.7.7) 的 形式 . 这 只 要 将 式 (3.8.43) RAR 
(3.7.7) 即 可 . 首先 令 $ = 0, RAR (3.7.7) 得 


Z=x+eA, Y=y+eB, (3.8.44) 
此 即 平移 变换 . HS A= B =0, RAA (3.7.7) 得 


t=7T— ey, yroytedr, (3.8.45) 


iz\ [f1 0 | 0 -1 ( x 
_ |= + ed 
(3) ( re. Mee | Y (3.8.46) 
= cosé@ —sined x 
~( sined cosed ( y ) 
式 (3.8.46) 描述 绕 原 点 的 无 限 小 转动 (转动 角 为 co). 
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写成 矩阵 形式 即 


1. 几 个 基本 概念 


引力 场 就 是 时 空 度 规 张 量 场 . 因此 , 讨论 引力 场 的 对 称 性 实际 上 就 是 讨论 四 维 
时 空 的 对 称 性 . 广义 相对 论 中 所 研究 的 时 空 都 是 度 规 空间 . 下 面 我 们 给 出 关于 空间 
对 称 性 的 几 个 基本 概念 . 

如 果 在 度 规 空间 中 任 一 点 z, 存在 无 限 小 等 度量 变换 (3.7.7), 把 z 变 到 它 的 邻 
域内 任意 其 他 点 , 即 该 度 规 可 使 Killing 矢量 在 任意 点 取 一 切 可 能 值 , 则 此 空间 称 
为 均匀 的 . 例如 , 在 N 维 空间 中 , 可 以 选 一 组 (N 个 )Kiling 矢量 6) (2; 2), 使 得 
E (3:2) = 64. 这 些 矢量 显然 是 独立 的 , EKA Ce (2:2) =0 2 =z 
有 C =0. 
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如 果 存 在 无 限 小 等 度量 变换 (3.7.7), 使 点 z 固定 、é+(z) = 0, ALE E,,.(@) 除 
满足 Killing 方程 以 外 可 以 取 一 切 可 能 值 , 则 称 此 度 规 空间 为 关于 给 定点 z 各 问 同 
性 的 . 例如 , 在 NN 维 空间 中 , 可 以 选 一 组 N(N — 1)/2 个 Killing 矢量 EH” (x; 2), H 
有 


ev”) (x; z) = — EPP) (a; 2), (3.9.1) 
ev) (z; 2) =0, (3.9.2) 
ea 2 BIOT ATE IOE 
ex” (252) =a 6" (x; 2) T 
=6L0% 一 6462. (3.9.3) 


这 些 Killing 矢量 都 是 独立 的 ， 因为 任何 关系 式 Cyt”) (z; T) =0 H Cuv = —Cyp 
在 T 点 必 导 致 Cuv 一 Cop = 2Cuy = Oleu i” 对 H 和 Y 不 取 和 ， FA). 
如 果 空 间 中 存在 Killing 矢量 EY) (T: 1) 和 EY (rz + dz), 它们 分 别 在 点 五 
和 jz 十 dz 满足 上 面 的 初始 条 件 ， 则 称 此 空间 大 每 点 各 向 同性 的 . 这 些 Killing 矢量 
pv Foa 
的 任何 线性 组 合 也 是 Killing 矢量 , 所 以 E EED 也 是 该 度 规 的 Killing 矢量 
由 式 (3.9.2) 可 得 
sexe, 2) = [3r ia) 


z=% 


, : 
+ [sexes (x; a) o = 0. 
从 而 有 
me (x: a) = 858K + KY. (3.9.4) 
显然 可 找到 一 矢量 ez) 
eae ee 
Eol) = TT (7;7), (3.9.5) 


该 矢量 在 点 zx = jz 可 以 取 任 意 值 a,. 因此 , 任意 一 个 每 点 各 向 同性 的 空间 必 是 均 
匀 的 . 

如 果 一 空间 的 度 规 具有 最 大 数目 N(N +1)/2% Killing RÆ, 则 此 空间 称 为 最 
大 对 称 的 . 一 个 均匀 且 于 某 点 各 向 同性 的 空间 必 是 最 大 对 称 的 . 实际 上 , 一 个 空间 
既是 均匀 的 又 是 在 某 点 各 向 同性 的 , 就 要 求 有 NUNW+D/2 个 Killing 矢量 € (2; 2) 
和 4”) (x: 2). 这 些 Killing 矢量 显然 是 独立 的 . 因为 假设 它们 间 有 一 线性 关系 


Cpg (z; 2) + curés” (a; £) = 0, (3.9.6) 


Cuv — — Cuu, 
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则 对 zx 求 导 后 令 rz = 五 得 cv = 0; Hc =z HERA co =0. Bl N(N +1)/2 
个 Killing 矢量 不 可 能 是 线性 相关 的 , 必 是 独立 的 . 下 面 的 定理 是 明显 成 立 的 : 每 点 
各 向 同性 的 空间 必 是 最 大 对 称 的 . 

下 面 我 们 证 明 此 定理 的 道 定理 : 最 大 对 称 空间 必 是 均匀 且 每 点 各 向 同性 的 . 设 
有 N(N +1)/2 个 独立 的 Killing 矢量 En (x). 我 们 可 以 把 €" (a). R(x) 排 成 一 个 
方 阵 ; 用 n 标明 WON+1l)/2 行 ,用 N 个 p 和 NON-=-1)/2 个 入 与 v( 入 > v) 标明 
N(N +1)/2 列 . 这 个 方 阵 的 行列 式 一 定 不 等 于 零 . 因为 假若 有 


cnép (元 ) = en€5,,(Z) = 0, 


则 考虑 到 式 (3.8.7), 可 导致 cafn (x) = 0, 这 与 假设 Killing 矢量 F(x) 独立 相 了 矛盾 . 
因此 对 于 任何 “ 行 天 量 ”, 方程 组 


dnép (元 ) Gy; (3.9.7) 
dr€”, (2) =byv (3.9.8) 


必定 有 解 , 式 中 ap 和 bu = -buu 为 “ 行 矢量 ”的 “分 量 ”. 很 容易 找到 一 个 Killing 
矢量 Ey (x) 
Eu (£) = dnép (£), (3.9.9) 

CEA z 取 值 E (2) = au, 它 的 导数 在 3 点 取 值 Eul) = bu. 由 于 a, 是 任意 的 ， 
所 以 空间 是 均匀 的 . bu 也 是 任意 的 (只 要 满足 by = 一 bv), 因此 空间 对 点 2 是 各 
向 同性 的 . 

作为 最 大 对 称 空间 的 例子 , 我 们 在 3.8 节 中 讨论 了 四 维 平 直 空间 , KHT N(N+ 
1)/2 = 10 个 Killing 矢量 . 为 了 使 问题 更 加 明显 , 我 们 还 讨论 了 £(2) 空间 . 现在 我 
们 证 明 , 一 个 曲率 张 量 为 零 的 N 维 空间 (N 维 平 直 空间 ) 一 定 是 最 大 对 称 空间 . 

适当 选择 坐标 系 (如 Descartes 坐标 ), 可 使 N 维 平 直 空 间 度 规 张 量 各 分 量 均 
为 常数 , 且 仿 射 联络 为 零 . 此 时 方程 (3.8.6) 简化 为 


3'E, 


pp (3.9.10) 
它 的 解 具 有 形式 
ép(7) = pyr” + by. (3.9.11) 
式 中 ay Alb, 为 积分 常数 . 将 式 (3.9.11) 代入 Killing 方程 , 得 到 
Quv = —App. (3.9.12) 


因此 , 我 们 可 以 选取 N(N + 1)/2 个 Killing 矢量 


Ee) (2) = ði» Eva) (x) = i 一 bia”. (3.9.13) 
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而 一 般 的 Killing 矢量 为 
名 (z) = bE) (x) + ay”) (z). (3.9.14) 


st (3.9.14) 中 oe 不 对 v 取 和 . N 个 Killing 矢量 € (1) 描述 平移 , N(N — 1)/2 
个 矢量 YY) 描述 无 限 小 旋转 , 对 于 Minkowski 空间 表示 Lorentz 变换 . 因此 , 任 一 
N 维 平 直 空间 存在 N(N + 1)/2 个 独立 的 Killing 矢量 , 所 以 是 最 大 对 称 空间 . 

一 确定 的 空间 中 , 独立 的 Killing 矢量 的 个 数 与 坐标 系 的 选择 无 关 . 这 就 是 说 ， 
独立 的 Killing 矢量 的 个 数 是 空间 的 内 豪 属性 . 现在 我 们 说 明 这 一 点 . 设 E+(z) 是 
空间 度 规 guv(z) 的 Killing RÆ. 在 坐标 变换 z+ 一 z+ 下, 度 规 gu (x) 变 为 


8 
Sula!) = Fr Sopla). (3.9.15) 
不 难看 出 , 矢量 
d / ðr” a 
E#(z)= maS (x) (3.9.16) 


在 坐标 系 z+* 中 满足 Killing 方程 , 即 矢量 6 “(z') 是 度 规 gi,(z') 的 Killing 矢量 . 
各 Killing RÆ EH (x) 是 独立 的 , 因为 否则 各 Killing 矢量 +(x) 也 不 是 独立 的 (由 
Er (ar!) 之 间 的 线性 关系 将 导致 e+(z) 之 间 的 线性 关系 ). 

由 上 面 的 讨论 可 以 得 出 结论 : 给 定 空间 的 最 大 对 称 性 是 空间 的 内 豪 属 性 , 与 坐 
标 系 选择 无 关 . 例如 , 曲率 张 量 为 零 的 空间 必 是 最 大 对 称 空间 (注意 其 逆 定 理 不 成 
vay 

容易 发 现 , 空间 的 均匀 性 和 各 向 同性 也 都 与 坐标 系 的 选择 无 关 . 

2. 常 曲率 空间 

由 式 (3.8.3) 有 


pimio; 一 《ovwic = T Rik (3.9.17) 
式 (3.8.6) 满足 式 (3.9.17) 的 充分 且 必 要 条 件 是 


i e z Rå ély + (Rosie a R) es 
=F vbr T Rt (3.9.18) 
将 Killing 方程 代入 式 (3.9.18) 得 
(ie cae Tn — Ri, 69 + | aan ieee Roi 05 Ea; ;or 
(pcr =R upi (3.9.19) 
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前 面 已 经 证 明 , 在 最 大 对 称 空间 中 任 一 点 zw, 我 们 可 以 找到 Killing RH £, 
使 得 En (T) =0. 再 考虑 到 Exa(Z) 是 任意 反对 称 和 矩阵 ， 可 知 式 (3.9.19) 中 Exia(Z) 的 
系数 必 有 等 于 零 的 反对 称 部 分 , 即 
Ropa E Ricv5p 十 Ro pude E Repos 


a 入 a 入 a 入 A 
=R 0 — R&,,5) + Re 8 — Ho 6 (3.9.20) 


vp 


前 面 还 证 明了 , 在 最 大 对 称 空间 中 任 一 给 定 的 点 z FE Killing 矢量 £, E(x) 可 取 
任意 值 . 这 样 , 由 式 (3.9.20) 和 (3.9.19) 得 


入 — RA 
Oe oe (3.9.21) 


实际 上 前 面 已 经 证 明了 , 一 个 每 点 各 向 同性 [因而 满足 式 (3.90.20)] 的 空间 必 是 均 
STAN, 所 以 必 满 足 式 (3.9.21). 
HA (3.9.20) 中 的 a 与 p 缩 并 , 得 到 


WR — Rosy + Rope — Ripe 
=R} 一 Ropb? + Rupdp- (3.9.22) 
AF HSK RY, 的 性 质 得 
(N — 1)Rapov = 已 pgxe — Repgrv- (3.9.23) 
式 (3.9.23) 对 入 和 p 反对 称 , 于 是 有 


Rupo — Ropjiv = —Ry9po = RerGpe- 


A Al v 缩 并 , 得 到 
Rep = N Rop = -RÌ gop T Roo: 
Rep = RXgop. (3.9.24) 
将 式 (3.9.24) 代入 式 (3.9.23), 得 到 曲率 张 量 的 表达 式 


RÀ 
Rypov = NUN — 1) 69092 一 gupgxv). (3.9.25) 


在 每 点 各 向 同性 的 空间 中 , 式 (3.9.24) 和 (3.9.25) 处 处 成 立 . 不 难 证 明 , 在 三 维 
或 高 于 三 维 (N 关 2) 的 空间 中 ，RAX BARR. 实际 上 由 式 (3.9.24) 得 到 


o 1 o DA 
(z - 3r) =. 


3.9 引力 场 的 对 称 性 57° 


Bp 


N 2) 5rr 
由 此 得 RX = const. 引入 常 曲率 K 代替 RA 更 加 方便 


(+ 5) t psi, (3.9.26) 


Rì = -N(N -1)K. (3.9.27) 


此 时 式 (3.9.24) 和 (3.9.25) 改写 为 


证 (3.9.28) 
Rypov = K (gep9rv = Ju p9ro): (3.9.29) 
具有 上 述 性 质 的 空间 称 为 常 曲率 空间 . 


由 式 (3.9.26) 可 知 , 当 N = 2 时 无 法 判定 RX 是 否 为 常数 .我们 可 以 由 式 
(3.9.21) 出 发 , 证 明 N = 2 的 最 大 对 称 空间 确实 为 常 曲率 空间 , 即 式 (3.9.29) 中 的 
K 为 常数 . 这 一 工作 读者 可 自己 完成 . 

关于 最 大 对 称 空间 , 存在 下 述 定 理 (唯一 性 定理 ): 最 大 对 称 空间 由 曲率 常数 K 
和 度 规 张 量 的 正 、 负 特征 值 个 数 唯一 确定 . 根据 这 一 定理 , 我 们 只 要 随便 用 任何 方 
式 构 成 一 个 具有 任意 常 曲率 K 的 空间 , TTE, 便 了 解 了 最 大 对 称 空间 的 普遍 
性 质 . 我 们 这 样 构成 一 常 曲率 空间 . 先 考虑 一 个 N + 1 维 平 直 空间 , 其 度 规 可 写 为 


ds? = Oudrt dry + K~*dz?, (3.9.30) 


A Cu = const, K = const; jv = 1,2,… , N. 即 由 N 个 量 z+ 和 一 个 量 z 确定 
一 个 N +1 维 空间 的 点 . 用 条 件 


KC” +2 =1 (3.9.31) 


把 一 个 N 维 非 欧 几 里 得 空间 藤 入 这 个 高 一 维 的 空间 中 . 上 述 条 件 相 当 于 把 变量 r” 
和 z 限制 在 一 伪 球 (或 球 ) 的 表面 上 , 在 这 一 N 维 空间 中 (上述 伪 球 面 上 ), dz? 可 


写 为 
(Con 2 — K” (Cuneda) 


2 
dz -2 i-KC, aa" (3.9.32) 
将 式 (3.9.32) 代入 式 (3.9.30) 得 
a 3,.3\2 
ds? = Cwdgz”dz” + EE al (3.9.33) 


(1 A KCypt#2’) 


. 58 - 


因此 度 规 可 写 为 


KCyaCvp op 


Suv(#) = Cw + TRC oat 
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(3.9.34) 


A (3.9.34) 给 出 了 最 一 般 的 最 大 对 称 空间 度 规 . 当 K=O 时 , A (3.9.34) 退化 


为 平 直 空间 度 规 . 


由 上 述 构造 过 程 可 知 式 (3.9.34) 允许 有 N(N + 1)/2 个 参量 的 等 度量 变换 群 . 
因为 N +1 维 线 元 (3.9.30) SRAZI (3.9.31) Æ N + 1 维 空间 里 的 “转动 ”下 是 


不 变 的 . 这 些 变换 是 
ot = Rex’ + REz, 
2 = Riz’ + Riz. 
AP RA = const, 且 满 足下 列 方程 : 


Cu RR KR RNR, =O 
Cu RERY + KRZR =0, 
Cw RERY + KRY = K. 
我 们 可 以 将 满足 上 三 式 的 变换 分 为 两 类 : 
(1) R= Fe = 0, RE 1. 
此 时 有 
Cu RER = Coe, 
ch = Ree’. 
可 见 矩 阵 RE(N x N 矩阵 ) 表示 绕 原点 的 刚性 “旋转 ”. 
(2) Rt =a", Ri =~-KC,,a”", 


RZ = (1 — KCyga%a*)'/?, RÉ = ô” — bKC,,0°%a", 


式 中 at 是 任意 的 , 5 的 表达 式 为 


1 — (1 — KCapa®af)!/?. 


b 
KCapataf 


Rz 为 实数 , 即 


KC,ga%a" S 


这 些 变换 是 “平移 ” 


r” =a + at{(1 — KCaga%x®)'/? — bK Cogr*x* }, 


(3.9.35) 
(3.9.36) 


(3.9.37) 
(3.9.38) 
(3.9.39) 


(3.9.40) 


(3.9.41) 


(3.9.42) 


(3.9.43) 


(3.9.44) 


(3.9.45) 


(3.9.46) 
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把 原点 ze = 0 变 为 gh =a”. 

注意 到 ax 的 任意 性 , 变换 (3.9.46) 的 存在 便 表明 了 空间 是 均匀 的 . 变换 (3.9.42) 
的 存在 表明 该 空间 对 原点 是 各 向 同性 的 . 因为 度 规 是 均匀 的 , 又 是 对 原点 各 向 同性 
的 , 所 以 它 是 每 点 各 向 同性 的 , 也 是 最 大 对 称 的 . 

为 了 确定 度 规 中 常数 K 的 含义 , 我 们 寻求 曲率 张 量 Rpo 的 表达 式 . 为 此 , 由 
式 (3.9.34) 先 求 出 rà 


rÀ, = Kx gue. (3.9.47) 
由 此 得 到 
Ravpo =K (Czo Cvp = CypCrc) 
+ Kn — KCapt”z?) | (CyeLyXp — Cy pty To 
+ CypTATo 一 CuvcZpoZA)， . (3.9.48) 
BẸ 
Ryvpo = K (gpvgao a govgap): (3.9.49) 


将 此 式 与 式 (3.9.29) 比较 , 可 知 度 规 (3.9.34) 中 的 常数 K 就 是 式 (3.9.27) 中 引入 的 
曲率 常数 . K 是 不 依 坐 标 系 选择 的 常数 . 因此 , 在 坐标 变换 下 , 不 同 的 度 规 必 具有 
和 式 (3.9.34) 相同 的 K 值 . 变换 后 得 到 的 度 规 应 和 式 (3.9.34) 形式 相同 , 只 是 Cu 
不 同 . 对 于 线性 变换 z+ = atta’, Cy, FEA 


Ciu = aco Cap. (3.9.50) 


Sylvester 定理 指出 , 矩阵 ( 张 量 ) 的 正 的 、 负 的 或 为 零 的 本 征 值 的 数目 在 上 述 线性 
变换 下 分 别 保持 不 变 . 因此 , 通过 变换 (3.9.50) 可 以 把 Cu 变 为 我 们 所 需要 的 任何 
一 个 实 对 称 张 量 , 只 要 保持 它 的 正 、 负 特征 值 的 个 数 不 变 . 由 于 空间 是 均匀 的 , 所 以 
Cu 的 特征 值 个 数 与 gw 在 z = 0 点 的 相同 . 

一 个 N 维度 规 允 许 引 入 局 部 欧 几 里 得 坐标 系 , 其 所 有 的 特征 值 都 是 正 的 , 故 
4K £O 时 可 以 取 Cu = 2M. 此 时 式 (3.9.33) 可 改写 为 


LA 
a\2 
a (az,a2" 十 acs ) ) ’ K > 0, 
K 上 一 THAT (3.9.51) 
d= 1 ( ETA T Kk <0, (3.9.52) 
K 1 + THpZH (3.9.53) 
dz dz”. k= 0, 


式 中 dz dr” = 6,,dx"dx”. 
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WF K > 0 的 情况 , 将 Cuv = Op 代入 式 (3.9.30) 和 (3.9.31), 得 到 


IK| 
ds? = (dnd +dz2) (da,da = 6,,dr"dz”) (3.9.54) 
和 
tye*+27=1 (zi = by 2r"2”). (3.9.55) 


因此 , 式 (3.9.51) 可 解释 为 嵌入 平 直 空间 (3.9.54) 中 的 曲面 (3.9.55). 为 了 更 加 明显 ， 


oe -oz = ae 则 上 面 二 式 成 为 (变换 后 去 掉 一 撒 号 ) 


ds? = 6,,,dr"dx” 十 dz2， 3.9.54a) 
H 


CO | 
Ôp TÄT = K (3.9.55a) 


显然 , A (3.9.51) 描述 N+1 维 欧 几 里 得 空间 (3.9.54a) 中 半径 为 元 的 球面 . 对 于 
(N+1)=3 的 三 维 平 直 空 间 (3.9.54a), 我 们 可 以 引入 角 坐 标 0, 和 径 坐 标 r, 使 
xt =sinĝcosġ, zx? = sinĝsinġ, z=r. (3.9.56) 
此 时 曲面 方程 (3.9.55) 化 为 | 
r? = cos? 6; (3.9.57) 
代入 三 维 平 直 度 规 (3.9.54), 得 到 
1 


ds? = 元 (dz +dz? +d?’) 
= 元 _ (sin2gdd2 十 dbg2)， (3.9.58) 
这 正 是 熟知 的 二 维 球面 线 元 , 球面 半径 为 T 
现在 我 们 讨论 四 维 最 大 对 称 时 空 度 规 , 特征 值 取 为 一 正三 负 . + 
Cuv = w, (3.9.59) 
WIG (3.9.33) 可 写 为 
K (tdt — 6i7T'dr’)? 


2 ay? — dzidri + EEH = byr dre’) 
ds? = dt? — öyda'da’ + Ty (3.9.60) 
4 r = (zlz2,z3), WS (3.9.60) 可 写 为 
_r. 2 
je (3.9.61) 


1 — K(t? — r?) ` 
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WF K > 0, 引入 新 坐标 t'r 


t == SS cosh(V Kt’) + ( 十 一 ahtVRO (3.9.62) 
r =r’ exp(V Kt’), 
度 规 (3.9.61) 变换 为 
ds? = dt? — exp(2V Kt’) (dr’)?. (3.9.63) 


再 作 一 次 坐标 变换 可 以 得 到 与 时 间 无 关 的 度 规 . 这 一 变换 为 


wey 


In{l — Kr? exp(2V Kt)), (3.9.64) 


1 
2/K 
r” = r' exp(VKt’); 

度 规 变 为 (去 掉 tr” PRPS): 
ds? = (1 — Kr*)dt? — dr? 一 Kir Caa 
度 规 (3.9.63) 和 (3.9.65) 在 处 理 稳 恒 态 宇宙 模型 时 是 有 用 的 , 它们 曾 为 de Sitter W 
究 过 . 

3. 最 大 对 称 子 空间 


在 许多 情况 下 , 整个 时 空 不 是 最 大 对 称 的 , 但 它 可 以 分 解 为 一 些 最 大 对 称 的 子 
空间 族 . 设 六 维 空间 中 有 一 些 M 维 的 最 大 对 称 子 空间 . 我 们 可 以 用 N 一 M 个 坐 
标记 号 ve 来 标记 这 些 子 空间 , 用 M 个 坐标 wi 标记 每 个 子 空间 中 的 点 . 

定理 ”在 上 述 N 维 空间 中 , 总 可 以 选择 M 个 wi 坐标 , 使 这 个 N 维 空间 的 度 
规 具 有 形式 


(3.9.65) 


ds? = gav(v)dv dv + f(v)gi;(u)du'du’, (3.9.66) 
AP 5i;(w) 是 M 维 最 大 对 称 空 间 的 度 规 , gos(v) 和 f(v) 都 只 是 v 坐标 的 函数 . 
我 们 假设 整个 空间 可 以 分 解 为 一 些 每 点 各 向 同性 的 子 空间 .这 一 假设 在 很 多 
有 物理 意义 的 情况 下 都 会 满足 . 这 时 在 任 一 点 (vu) A E =0, BA iiy 为 任意 
反对 称 张 量 , cta) 为 整个 N 维 空间 的 Killing RÆ. 我 们 可 以 找到 M(M 一 1)/2 个 
Killing 矢量 Em (u, v; u°), 它们 满足 条 件 


Elm) (u, v; u?) = 0, (3.9.67) 


Elm) (u, v; u?) = E0) (u, v; ut); (3.9.68) 


(im) 0 ，. 0) 0 OER(im) (u, v; u?) 
bij (u V; U ) =gi;(u ,v) [A ee aa 
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一 067 — 57°54. (3.9.69) 


又 由 (1) 中 的 讨论 可 知 , 整个 空间 的 Killing 矢量 
0 


EMO (u, v; u?) = umt" (u, v5 u°) (3.9.70) 
满足 
ED (u,v; u?) = 0 (3.9.71) 
和 
gO) =~ gla, (3.9.7) 


Killing 矢量 geim) 和 co 是 独立 的 , 它们 的 总 个 数 为 M(M + 1)/2. 这 就 证 明了 
上 述 M 维 空间 是 最 大 对 称 的 

在 引力 理论 中 , 最 大 子 空间 不 是 时 空 , 而 是 空间 . 此 时 我 们 可 以 利用 式 (3.9.51)~ 
(3.9.53) KRH jduidui 的 形式 . 这 样 , 考虑 到 式 (3.9.66), 我 们 得 到 


k(w: dw)? 


ds? = gapdv°dvt + f(v) fav? + 1 ku? |? (3.9.73) 
f(v) < 0,[f(v) 代 替 |K|-1f(w) 
+1, 4M 空间 的 K > 0， (3.9.74) 


k=¢ -1, 4M 空间 的 K <0, 


对 于 球 对 称 空间 , 设 N = 3, M = 2. 设 v 坐标 为 riu 坐标 为 ,4. 定义 
u! =sin@cos¢?, u? =sin@sing. (3.9.75) 
RAK (3.9.73), Mk = +1, 得 
ds? = g(r)dr? + f (7)(d0? + sin? dd”). (3.9.76) 


式 中 g(r) <0, f(r) <0. 

对 于 球 对 称 时 空 , 设 N = 4, 度 规 特征 值 为 一 正三 负 ; M = 2. FR v 坐标 有 
N-M=2%, WA r Alt; uBR M = 2 个 , 仍 记 为 9 和 9, u! 和 w? 的 定义 同 
A (3.9.75). 将 它们 代入 式 (3.9.73), Rk = +1, 得 到 


ds? 一 gtt(7， t)dt? + 2grt(r, t)drdt 
+ grr(T, t)dr? + f(r, t)(dd? + sin? 6d¢7), (3.9.77) 
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式 中 f(r,t) <0. 
对 于 均匀 球 对 称 时 空 , 设 N = 4, 其 度 规 特征 值 为 一 正三 负 , M = 3. 此 时 有 一 
A v 坐标 和 三 个 坐标 . 由 式 (3.9.73) 得 


K(u du)? 
ds? = g(v)dv? + f(v) law’ + a (3.9.78) 
AF glv) > 0, f(v) <0. 定义 
t= f yglv)dv, 
IR; EINT 
p - P dQ, (3.9.79) 
uf =rsin@sin@, 
u? = rcos8, 
则 度 规 可 写 为 
2 
ds? = dt? — R?(t) (; 1 + r?°d8? + r? sin? gag?) : (3.9.80) 


AP R?(t) =- f(v). 

度 规 (3.9.80) 是 著名 的 Robertson-Walker BER. 由 于 它 描述 的 时 空 是 均匀 、 各 
向 同性 的 , 因此 在 宇宙 学 中 有 重要 意义 . 对 于 球 对 称 恒星 的 引力 场 , 采用 随 动 坐标 
R, 可 以 由 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 的 严格 解 给 出 度 规 (3.9.80). 


4. 稳 恒 引力 场 


下 面 讨 论 两 种 基本 类 型 的 、 具 有 特殊 对 称 性 的 引力 场 . 在 引力 场 gu P, 如 果 
允许 有 一 类 时 Killing 矢量 场 &+ FE, 即 如 果 Killing 方程 


Ev; 十 buy = 0, EE, >0 (3.9.81) 


的 解 存在 , 则 这 一 引力 场 称 为 稳 恒 引力 场 , 或 者 称 时 空 gu 
为 稳 恒 时 空 . 现在 说 明 这 一 定义 的 物理 含义 . 

考虑 矢量 场 t+(x) 的 一 条 无 限 短 的 世界 线 PQ. 我 们 
建立 一 个 坐标 系 rH, 使 z? 轴 的 方程 沿 着 PQ, 如 图 3-1 
Pim. 沿 着 这 条 世界 线 PQ 只 有 时间 坐标 发 生变 化 , 而 
空间 坐标 zi 保持 不 变 . 这 是 做 得 到 的 ,因为 e+ 是 类 时 
Killing RÆ. 我 们 还 可 以 适当 选择 坐标 轴 上 的 长 度 单位 ， 
fE £? = 1, Bp | 图 3-1 

+ = (1,0,0,0). (3.9.82) 
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Killing 方程 还 可 以 写 为 
Evgan + Eu Jav =0, 
Bp 
ES Jap + ES Jav + (To é° Jan + T pakar) = 0. 

由 Gur:o = 0 知 上 式 左 端 后 一 括号 为 El guva,» 从 而 有 

E” gpv;a 十 Ipay T Jav u =0. (3.9.83) 
将 式 (3.9.82) 代入 式 (3.9.83), 得 到 

Guv.0 = 0. (3.9.84) 


这 样 , 在 我 们 所 选 定 的 坐标 系 中 , 度 规 张 量 的 所 有 分 量 o,, 均 不 含 时 间 坐 标 . 
我 们 指出 , 满足 式 (3.9.84) 的 坐标 系 不 止 一 个 . 作 变 换 


r? = xz0 十 Fi(zi)， (3.9.85) 
xt =" x. 
AF f(zi) 为 一 任意 形式 的 函数 . 此 时 度 规 张 量 的 变换 式 为 
, Of 
Goo = 900, Joi = Joi 一 $00 Fri? 


0 0 Of ð 
Jik = Jik 一 go ii gor 5 + goo of 5. (3.9.86) 


由 此 得 到 


Iro T Bre 0 Bro 0 ~ Br Ci 
将 式 (3.9.86) 和 (3.9.84) 代入 式 (3.9.87), 得 到 
Mae _0 (3.9.88) 


变换 (3.9.85) 表明 , 在 时 空中 可 以 任意 选择 时 间 的 起 点 , 即 zx? 可 以 附加 一 个 任 
意 常数 

但 是 当 改 变 zx? 的 符号 时 , 所 得 到 的 两 个 方向 对 于 稳 恒 引力 场 是 不 等 效 的 , 这 
是 由 于 go: 40 的 缘故 . 例如 , Kerr 度 规 的 情况 . 当 2° 一 -z0 时 角速度 的 方向 也 
要 改变 . 

作为 稳 恒 引力 场 的 特殊 情况 , 当 Killing 矢量 e+ 的 世界 线 与 超 曲 面 族 正 交 时 ， 
这 个 稳 态 引力 场 称 为 静态 引力 场 , 或 称 时 空 gu 为 静态 时 空 . 下 面 我 们 证 明 , ER 
态 引力 场 中 一 定 存在 一 个 坐标 系 , 使 其 中 goi = 0. 


3.9 引力 场 的 对 称 性 


按 定义 , Killing 矢量 tt 和 超 曲 面 正 交 , 即 
oOw(z) 
é*(2) = oe) SS, 
KH d(x) 和 yl) 均 为 标量 函数 . 由 此 可 得 
Eru = P uP, + OW rv, 


EpEr,v = bv p(Ovv,r 十 Ow rv). 
由 式 (3.9.91) 可 得 


[usr 一 Curvy T évép,r a u = Ever uw 5 Enéy,r z érénv = 0. 


式 (3.9.92) 中 的 偏 导 数 可 代 之 以 协 变 导数 
élpér;y) = 0, 


因为 其 中 含 17, 的 项 互相 抵消 了 . 
将 Killing 方程 代入 式 (3.9.93), 得 到 


Enér;v zy EvEu;t + Erév;p = 0. 
将 式 (3.9.94) RA E7 缩 并 , & Eat = &2, 得 到 
Euk" Erw = Ce Eru + ig A = 0 


和 
usr Ersv ie Svr Eriu > gre = 0. 
将 式 (3.9.95) 和 (3.9.96) 相 加 , 得 到 


(Ent, — Erg?) + E? (Ery — Euv) = 0. 
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(3.9.89) 


(3.9.90) 


(3.9.91) 


(3.9.92) 


(3.9.93) 


(3.9.94) 


(3.9.95) 


(3.9.96) 


(3.9.97) 


EA (3.9.97) 中 , HFS M 项 互相 抵消 , 所 以 可 将 协 变 导 数 写 为 偏 导数 形式 


(Euta — E,€7,) + E(u — Eur) = 0. 
此 式 又 可 写成 


此 方程 的 解 为 


(3.9.98) 


(3.9.99) 


(3.9.100) 
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AP w%(z) 为 标量 函数 . 
比较 式 (3.9.100) 和 (3.9.89), 得 8(z) = E(x). 选择 一 坐标 系 , 使 £* = 68, 则 式 
(3.9.100) 给 出 


Ên = OW. = Juve" = gyo: (3.9.101) 
又 因为 
E? = Guv56 Ôo = goo; (3.9.102) 
BA 
Juo = 900Y,p- (3.9.103) 


在 式 (3.9.103) PRA p = 0, 得 到 


~o=1, 
W(x) = x? + f(z’). (3.9.104) 
选择 一 个 坐标 系 z*, 使 得 
r? = + f(z), rz*= 2k, (3.9.105) 
则 有 
Jok = Jok 一 o0 Í,k- (3.9.106) 
HA (3.9.104) 代入 得 
Jok = Jok 一 Goo,k, (3.9.107) 
由 式 (3.9.103) 知 
Jok = 0. (3.9.108) 


我 们 证 明了 , 在 静态 引力 场 中 , 一 定 存在 一 个 坐标 系 , 在 其 中 , 引力 场 同 时 满足 
稳 恒 条 件 和 时 轴 正 交 条 件 
Guv0o =9, gio = 0. (3.9.109) 


3.10 SA BARN IER MAREK 


对 于 时 空中 同一 点 , 可 以 引入 一 局 部 惯性 系 X+ 和 一 任意 坐标 系 r. 其 线 元 
分 别 表示 为 
ds? = qyydX"dX” (3.10.1) 
和 
ds? = g,,da"dz”. (3.10.2) 
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平 直 时 空 度 规 ww 和 任意 坐标 的 度 规 guv 之 间 有 关系 式 
OX° AxP 


Juv = Ort Ax Tap. (3.10.3) 
令 ae 
ea OR: ca OX 
he = am w= Bo (3.10.4) 
则 有 
Suv = Naphh = hg, h®, (3.10.5) 


AP hou = nasht.he 的 指标 由 ap 或 n°? 进行 下 移 或 上 移 . 此 时 线 元 可 写 为 
ds? = hg, hoda"da’ (3.10.6) 


此 即 标 架 表象 . 脚 标 a, 8, y RA Lorentz 脚 标 ; 它们 的 上 移 和 下 移 由 Nag FI eP HE 
行 . 脚 标 uvr 等 为 协 变 脚 标 , 它们 的 上 移 和 下 移 仍 由 gw 和 gt” 进行. 
由 式 (3.10.5) 可 以 得 到 行列 式 hanl 和 9 之 间 的 关系 


g =|9uv| = In] : [hanl ; |Pav| 


Fel’, 
或 者 
lhay| = V 一 9. (3.10.7) 
按 定义 , ht = ghan, 由 此 可 得 
KAR ss. (3.10.8) 
多 由 Aro Aro A? 
g” = "les © = (h= |hapl), (3.10.9) 


式 中 AMO 和 AS 分别 表示 行列 式 hau) PICK hua 和 hao 的 代数 余子 式 . 我 们 有 
APB Ag 


h% = grohe = =a he (3.10.10) 
而 
Avo 
Abe = eet (3.10.11) 
所 以 有 
Ae 2 
-Ehe = ôg, (3.10.12) 
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即 
hahh = og. (3.10.13) 
式 (3.10.13) 和 (3.10.8) 表明 , he 无 论 对 于 协 变 脚 标 还 是 对 于 Lorentz 脚 标 , 都 
是 正 交 归 一 的 , 故 称 正 交 标 架 . 
考虑 标 架 空间 的 一 个 仿 射 正 交 变换 


hop = A8 hep, 


MBAS =". (3.10.14) 
此 时 度 规 张 量 的 变换 式 为 
Gav =hy,h,® = BATH ph? 
=O? hgh? = heyph® = gyv. (3.10.15a) 
此 式 表 明 , 对 于 标 架 空间 的 仿 射 正 交 变换 , gu 是 一 个 不 变量 . 
设 标 架 不 动 , 坐标 变换 zx o rt, 此 时 有 
‘a _OX% _ OX* or _ OT” ,oa 
tae Bo ae Ao cree (3.10.15b) 


这 就 是 说 , hv 在 坐标 空间 中 是 一 协 变 矢 量 . 
现在 我 们 给 出 曲率 张 量 的 正 交 标 架 形式 . 和 在 坐标 空间 的 情况 类 似 , 由 hoy 的 
协 变 导数 不 可 对 易 便 可 给 出 曲率 张 量 的 表达 式 . 我 们 定义 RA, 


har;uv 一 harwp 一 f ase (3.10.16) 
Rp 
Rå o = ho (harpe — Rory): (3.10.17) 
由 g =0 可 得 
ne ho” + Aha” 一 0 
从 而 有 
(hah )iv =Shawha + hahau 
= — (hë AS + HES), (3.10.18) 
或 者 写成 
hens = —(hY ho + hë, ho + hhg). (3.10.19) 


由 式 (3.10.19) 和 (3.10.17), 得 到 


RA =h% (hor g BAw) 
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=h& hÉ, + hH y + hHhY.,, + hehe, (3.10.20a) 
再 缩 并 得 
R= hovht + hh, + 22h hs, (3.10.20b) 


由 式 (3.10.20b) 可 见 , 无 论 在 坐标 空间 还 是 在 标 架 空间 , R 都 是 标量 . 
下 面 我 们 给 出 引力 场 方程 的 正 交 标 架 形式 . 引力 场 的 拉 格 朗 日 L = L guv, gura), 
而 


Juv = hyhav. 
现在 对 标 架 进行 变 分 
59uv 一 he5hav 十 (5hc)hav 
=he6hav + ho okay 
=hjyd(gpvha) + hyd (gpuhs) 
=20guv + (higpv + hy gpn)hs, (3.10.21) 
即 
6g = —(h2 gov + h?gpy)6he. (3.10.22) 
将 式 (3.10.22) 代入 式 (3.4.13), 得 到 
1 
dis I V9(R — 564 R)he6hp dy. (3.10.23) 
此 时 式 (3.4.21) 和 (3.4.22) 为 
677 =—k J—gT UR She dz. (3.10.24) 
将 式 (3.10.23) 和 (3.10.24) 代入 6, + Ip) = 0, 得 到 
1 m ; 
(RE — 396 R)hg = kT¥hg, (3.10.25) 
Bp 
1 
Ry — 3Rhy = IT (3.10.26) 


此 即 正 交 标 架 形 式 的 Einstein 引力 场 方程 .两 端 乘 以 h。、 便 得 到 坐标 形式 的 场 方 
程 . 


3.11 引力 场 方程 的 零 标 架 形式 


Einstein 引力 场 方程 除了 通常 的 张 量 形式 外 , 还 常 以 其 他 形式 给 出 , 其 中 一 种 
很 有 用 的 形式 是 Newman 和 Penrose 给 出 的 零 标 架 形式 , HRA Newman-Penrose 
方程 . 
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1. 零 标 架 
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在 四 维 时 空中 每 一 点 , 引入 一 组 矢量 lp, Nnu Mm 和 m, 构成 一 标 架 . 其 中 1 和 
ny 为 实 的 零 矢量 , m, Am, 为 一 对 复 的 零 矢 量 . m, 由 两 个 实 的 正 交 矢量 a, 和 


by, 构成 
1 
My = ya (te — iby). 
标 架 (lj,ny, Mp, My.) 满足 准 正 交 条 件 


lum” = num” = lpm" = ngm = 0, 


lt = nun" = mum” =m,m* = 0, 


lan” = -m m" = 1. 


引入 零 标 架 符号 


Zmp = (ly, nu, Myu, Ty), m = 1,2,3,4. 


零 标 架 指标 m 的 升降 由 平 直 时 空 度 规 nh 进行 , Im" 的 形式 为 


01 0 0 
m |100 0 
Ti er at e ee | 

00 -1 0 


Juv =Zmu lnn" 


Nmn =Zmplnvg"”. 


2. 旋 系 数 
由 这 一 标 架 可 以 定义 复 的 Ricci 旋 系 数 yr”? 


WO 


nn? 具有 反对 称 性 


12 个 旋 系数 表示 为 


= = v 
R 二 “131 = luum” i ’ 


(3.11.1) 


(3.11.2) 


(3.11.3) 


(3.11.4) 


(3.11.5) 
(3.11.6) 


(3.11.7) 


(3.11.8) 


(3.11.9a) 
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o =7133 = luum” m”, (3.11.9c) 
y = 一 242 = npu MËN”, (3.11.9e) 
H = — 7243 = npu MÄMÄ, (3.11.9f) 
À = — 7 = np MÉM”, (3.11.9g) 
T = — 7241 = npp M”l”, (3.11.9h) 
1 1 _ one . 
a =5 ("24 — 344) = z (svn m” — Mpu ËM”), (3.11.9i) 
1 1 v = ft . 
B =5 (N23 — 7343) = a(n mm —™Myvm'*m”), (3.11.9j) 
1 1 ae 
y =5(n22 — 7342) = z (umn — Mpu ËN”), (3.11.9k) 
1 1 
E =5 2 一 ?341 ) = g Cunn” — Mie N lt”). (3.11.91) 
3. 张 量 和 方向 导数 
fE— SKE Tv... 的 标 架 分 量 定 义 为 
Imn- = Thy. 22n (3.11.10) 
在 坐标 空间 中 Weyl 张 量 表示 为 
1 
Cpopw =Rpopv 一 5 (Goultor — gpv Rou — Joy Rpv + Gov py) 
1 
= g (JouIou — JouGov) R. 
在 零 标 架 中 具有 形式 
1 
Cmnpg =Rmnpq 一 z (MmpPng 一 Mma Rnp — Tnp Rmg + Mng Rmp) 
1 
一 (CDmamnp — Nmpng): (3.11.11) 


利用 Weyl 张 量 的 无 迹 性 和 恒等式 


1" Cmpqn 一 Cipg2 + C2pal — C3pqa 一 C4pg3 = O, 


C1234 + C1423 + C1342 = 0, 


我 们 得 到 


C1314 =C1413 = C2324 = C2423 = C1323 = C1424 = 0, 
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C1313 =Cya14, C1213 = C1343 = C1434 = C1214, 
C1242 一 C2434 = C1232 = C2343, C2424 = C2323, 
1 1 
C1342 =5 (C1212 — C1234) = z (C3434 — C1234). 
Weyl 张 量 的 5 个 独立 分 量 可 写 为 
Wo = — C1313 = —Cyyral*m’ I"m, 
Wi = — Ci213 = —Cyvraltn”m’m’, 
1 1 
Yo =— z (C1212 — C1234) = —5 Curran” (Un? -m m’), 
Ws = 一 O1242 = Omura ën l n’, 
Wa = C2424 == uvr nm n>. 
Ricci 张 量 的 6 个 独立 分 量 为 
1 _ 
Boo = — zeu = ®oo, 
1 
911 =- z2 + R34), 
1 7 
2ol 三 一 zmas = G49, 
e525 -8 
12 = — zfs, 
1 _ 
io = — ae = 1, 
rey 
212 2 24; 
$ _ 
Poz = — 5 Fas = $, 
1 
Paz = 3 R22, 
1 
Poy = — 5 faa, 
标 曲 率 为 
A=—. 
24 
任意 标量 的 方 问 导数 定义 为 


Do =O,y1" = ol", 
Ad =¢.,n" = hyn", 


66 =m" = $ uym", 
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(3.11.11a) 
(3.11.11b) 
(3.11.11c) 
(3.11.11d) 
(3.11.11e) 


(3.11.12a) 
(3.11.12b) 
(3.11.12c) 
(3.11.12d) 
(3.11.12e) 
(3.11.12) 
(3.11.12g) 
(3.11.12h) 


(3.11.12i) 


(3.11.12j) 


(3.11.13a) 
(3.11.13b) 
(3.11.13c) 
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Ôp =¢.,m" = h um”, (3.11.13d) 
或 者 写 为 
0 ð 
D= e, A= a were 
y = (3.11.13) 
ha he. Fog. 
Orr Ox 


4. Newman-Penrose 方程 


应 用 前 面 定义 的 符号 , 可 以 把 Einstein 引力 场 方程 写成 零 标 架 形 式 ， 这 就 是 
Newman-Penrose 方程 . 这 是 一 组 一 阶 偏 微分 方程 , 含有 5 个 Weyl 张 量 的 标 架 分 
量 , 6 个 独立 的 Einstein 张 量 分 量 , 标 曲 率 4 和 12 个 复 的 旋 系 数 . 

Newman-Penrose 方程 分 为 三 组 : 对 易 关 系 , Ricci 恒等式 和 Bianchi 恒等式 . 

1) 对 易 关 系 
按 定 义 有 
pT = pu Z", (3.11.14) 


于 是 可 以 得 到 pmr 和 pmr 的 表达 式 
村 (3.11.15) 
Gi = (bE) pO = hup ZEZ + diye. 
由 式 (3.11.15) 得 
PG" = p (a — w). (3.11.16) 
在 此 式 中 取 (m,n) = (1,2), (2,4), (1,4), (3,4), 得 到 


(AD — DA)$ =[(Y + 7)D + (e + EA — (T + 7)ô — (F + w)d]G, (3.11.17) 
(6D — Dô) =[((&4+ B -7)D + KA — oô — (P + € — é)d]d, (3.11.17b) 
(A — A) = [ - PD + (T —-&— B)A+26 + (U—¥+F)6]O, (3.11.17c) 
(36 — 56)¢ =[(@ — u)D + (5 — p)A — (à — )5 — (8 — a) 6]. (3.11.17d) 
2) Ricci 恒等式 和 施 系 数 方程 _ 
根据 Ricci 恒等式 
A zmo yp, (3.11.18) 
可 得 Riemann 张 量 的 标 架 形式 


Rrra =y nP; ~" EN yng iP 4 yy tyne = yy Paying 
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p yrl ypa — gP), (3.11.19) 


将 式 (3.11.11) FLASK (3.11.19), 得 到 


?mrm[p;g] 十 NmaYap = Mmp Ing 十 Vou (Vipa 一 Yap) 
1 
=Cmnpq 一 5 (Mmp Rng — Tma Rnp + Nng Rmp — TInp Rma) 


1 
= g R(TmarInp az Nmping)- (3.11.20) 


在 式 (3.11.20) 中 取 

(m,n, p,q) = (1,3,4,1), (1,3, 3, 1), (1,3, 2, 1), [(1, 2,4, 1) — (3,4,4,1)],[(1,2,3,1,) 
—(3, 4, 3, 1)], [(1, 2, 2,1) — (3,4, 2, 1)], (2,4, 4, 1), (2, 4, 3, 1), (2,4, 2, 1), (2, 4, 4, 2), (1,3, 
4, 3), [(1, 2, 4, 3) — (3, 4, 4, 3)], (2, 4, 4, 3), (2, 4, 2, 3, ), [(1, 2, 2, 3) — (3, 4, 2, 3)], (1, 3, 2, 3), 
(1,3, 4, 2), [(1, 2, 4,2) — (3,4, 4, 2)], 注意 到 旋 系 数 、Weyl 张 量 和 Ricci 张 量 的 标 架 表 
AK, 我 们 得 到 下 面 一 组 方程 : 


Dp — 5x = (p? + o@) + (e + €)p — Rr — K(3a+ B — r) + Zoo, (3.11.21a) 

Do — ôK = (p+ p)o + (3e — E)o — (T — T +ã +38)s + Vo, (3.11.21b) 

Dr — Axr = (T + ï)p + (F + n)a + (e — E)r — (3y +7)s + M4 o,  (3.11.21c) 
Da — be = (p +E — 2e)a + pā — Be — KÀ — ky + (e + p)r + $o, (3.11.21d) 
DB — ôe = (a + rjo + (P — ÈL — (u + y)r — (@ — ñ)e + VK, (3.11.21e) 
Dy— Ae =(r+H)at+(7+7)B—(e+é)y—(yt- Vetta —vEt+ Wg—-A+ 1, (3.11.21f) 
Dd — r = (pA + Gp) + 2? + (a — Byn — vR — (3e — E)À + D20, (3.11.21g) 


Dp — ôr = (ppt od) + r7 — (e +E) — 1(G — p) — VK + P + 2A, (3.11.21h) 
Dv — An = (n +F) + (7+ T)À + (y — 7n — (3e +E)v + P3 + $21, (3.11.21i) 


Dd — bv = —(u + PA — (3y — 7)À + (3a + B + r — F)v — Y4, 63.11.215) 

õp — ĝo = p(ă + 8) — a (3a — B) + (p — P)r + (p — A)r — Yı + Sio, (3.11.21k) 
ba—68=(pp—rAc)+aa+4+ BB-2a8+7(p—p)+e(u—fi)— Yot+ At Ou, (3.11.211) 
À — ĝu = (p — p)v + (u— A)r + ula + B) + Alā — 38) — P + Da, (3.11.21m) 
by — Ap = (K? +A) + (V+ Dut Oat (T — 38 — a)v + 822, (3.11.21n) 

ôy — AB = (T -à — B)y + uT — ov — ev — p(y- 7- u) + aà + Ge, (3.11.21o) 
ôr — Ao = (po + Ap) + (T + 8 — ã)r — (3y — Fo — Kọ + Gop, (3.11.21p) 


Ap — 6r = (ph +0 å) + (8 —a — F)r + (y +Ẹ7)p+vs— 2—24, (3.11.21q) 
Aa — by = (p +E} — (T + B)A + (7 — Ba + (8 — F)y — Vs. (3.11.21r) 
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3) Bianchi 恒等式 
Bianchi 恒等式 Rtra;o} = 0 在 零 标 架 中 具有 形式 
Rmn{pg;r} 一 (Your Ran T Ynp Rarin + Ying Rrpin a Yar Rpgim 
一 bn = Vig Rrpim 十 a ai ZR ni Yep + 2RmniqYpr) = 0. (3.11.22) 
EA (3.11.22) 中 , W (m,n,p,g,7) = (1,3, 1,3, 4), (1,3, 4, 2, 1), (1,3, 1,3, 2), [(2, 1,1, 
3,2) — (2,3, 1,3, 4)], (1,2, 2,4, 1) —(1, 4, 2, 4, 3)], (2,4, 3, 1, 2), (2, 4, 2, 4, 1), (2, 4, 2, 4, 3), 
{[4, 3, 1,3, 4) + (1,2,3, 4, 1)] + 2(1,3, 4, 2, 1)}, {[(2, 1, 1,3, 2) — (2,3, 1,3, 4)] — (1,3, 4, 
2,3)}, {[(3, 4, 2, 4,3) + (2,1, 4,3, 2)] + (2, 4, 3, 1, 2)}, 注意 Riemann 张 量 的 标 架 表达 
A, 我 们 得 到 下 面 一 组 方程 : 
ô Wo — DY, + D o1 — 6 oo 
=(4a — T) Po — 2(2p + €) Pi + 3K 2 + (7% — 2& — 28) oo 
+ 2(€ + p) Boy + 20 G19 — 2H, — R Poz, (3.11.23a) 


AW — ô D + D oz — 6 Go} 
一 (47 一 H) Po 一 2(2r + B) Vi + 30 Wo 一 A Boo + 2(7 — B) Po} 
+ 209), + (2e — 2E + P) Poz — 2K $12, (3.11.23b) 


3(681 — DG) + 2(D 811 — P10) + o1 — A oo 
=3 Vo — 9p Wo 十 6(a — n) Ýi + 6K Ys + (A — 2u — 2y — 27) Doo 
+ (2a + 2r + 27) Go; + 2(7 — 2ā + 7) Sio 十 2(25 
— p) $11 + 20 B20 — 5 B02 — 2WPy2 — 2K Ho, (3.11.23c) 


3(A Yı — 5 P2) + 2(D G2 — 8 B11) + (ô Boz — A S01) 
=3v Vo + 6(y — u) Yı — 97 Vo + 66 Vz — D Doo 
+ 2(fi — u — y) Bo — 2A B10 + 2(7 + 27) B11 
+ (2a +27 +7 — 28) Gog + (2p — 2p — 4E) B12 
+ 20 Go, — 2x Boo, (3.11.23d) 


3(6 P2 — DW3) + Do, — 5 P2 + 2(5 G1, — A S10) 
=6\ Wi — 9r Wo + 6(e — p) Pz + 3K Y4 — 2v Poo + 2A Por 
+ 2(fi — p — 27) Pio + (2r + 47) + (28 +2r +7 
— 2&) Bog — 26 B12 + 2(f — p — €) Gq, — R Da2, (3.11.23e) 
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3(A Wo — 563)+ DE22 — P21 + 2(6812 — A B11) 

=6v Pı — 9u Yo + 6(8 — T) Y3 + 30 Y4 — 2v Do — 20 Bio 
+ 2(2j — u) B11 + 2A o2 一 和 Boo + 2(T + F — 28) Hyp 
+2(8B +r +7) + (pf — 2e — 28 — 2p) Doo, (3.11.23f) 


ô Va — D4 + 6 Do} — A P 
=3A V2 — 2(a + 2r) Ws + (4e — p) Y4 — 2v Bio + 2A 811 
+ (27 — 27 + A) Soo + 2(7 — a) $21 — 5 P22, (3.11.23g) 


AW; — 6 + 6 822 — Ado, 
一 37 Wo 一 2(7Y + 2p) Ws + (48 一 T) Va — 2v V1 — P Dio 
+ 2A i2 + 2(7Y 十 jt) Po, + (7 — 28 — 2a) Hoo, (3.11.23h) 


D i1 — ô Pio — 6 Do} + â Po +3 DA 
=(2y — u + 27 — B) oo + (m — 2a — 27) Boi + (元 一 24 
一 27) Pig 十 2(p + P) i1 + 2 Žo2 + o P20 — R Biz 一 K 21, (3.11.23i) 


D2; — ô B11 — Ô Poz + AG, + 38A 
=(2y — u — 20) Goi + P Žo 一 入 Gol + (27 — T)Di + (T 
+ 28 一 2a 一 T) koz + (2p 十 太一 25) P12 + 0 21 一 KG22， (3.11.23)) 


D 29 — 6 Bq, — 5 Pin + AG, +344 
=v Go, + VP 9 — 2(u + A) Bi, 一 和 Bo — ABa + (27 — F 
+ 28) B12 + (28 — T + 27) Goi + (p + P — 2e — 28) 22. (3.11.23k) 
方程 (3.11.17), (3.11.21) 和 (3.11.23) BVA Einstein 场 方程 的 Newman-Penrose 形 
HK. 
4) 速度 场 


速度 ur 的 协 变 导数 可 构成 一 个 与 ur 正 交 的 表达 式 uuv + upud. 此 式 可 
分 解 为 反对 称 部 分 、 对 称 无 迹 部 分 和 它 的 迹 


tip + Up AUU, = wpuv 十 uv + Chy,/3, 


即 
Ups = —Upty + Wpv + Opv + Ohyv /3. (3.11.24) 


3.11 引力 场 方程 的 零 标 架 形式 


式 中 

Du, 
Ds ’ 
Wpv = Uju) + Ute); 


. _— Vv — 
Up = Uy = 


Oy = Upiv) + Upuv) — Phy /3, 
0 = ut, 


huv = Quv + Upty; 
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(3.11.25a) 
(3.11.25b) 
(3.11.25c) 
(3.11.25d) 
(3.11.25e) 


速度 场 的 性 质 包 含 在 这 些 量 中 , i, 称 为 加 速度 , wu 称 为 扭 或 旋 速 度 , cuv RA 


变速 度 , 9 称 为 膨胀 速度 . 现在 我 们 来 说 明 这 些 量 的 几何 意义 . 


设 物质 元 的 世界 线 簇 (Tite) 为 


gh = z” (y*, ae 


速度 场 为 


a 
Or 


(2 ) = 


沿 着 每 条 世界 线 有 yt = const. 当 r 不 变 时 , 由 世界 线 yi 到 邻近 的 世界 线 (wi + 6yi) 


有 增 量 phi 
z!” = Dy oe 
由 于 
ón = ia! 一 Te bP 
-让 by 十 Touebz/ = ou agr + Pygu*se", 
所 以 沿 世 界线 有 


(ôt) = ul, dz”. l 


_90 
~ Ordy 


对 于 随 动 系 中 的 观测 者 , 邻近 体 元 的 位 移 应 是 bo 向 它 的 三 维 空间 的 投影 


LT” = (gË + ubu,)da” = hidr”. 
根据 以 上 二 式 , 注意 到 (6. 2")u, = 0, 得 到 相应 的 速度 


= (Lh) — (ð x” )(u ù, — wu) = (6, 2”) - ht. 
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将 式 (3.11.25) RAER, 得 到 


(61 2") AY =(uf, + ùu jô” 


=(w5 + of + 068 /3)di 2". 


由 上 式 可 以 发 现 , 膨胀 速度 9 为 径 向 速度 , 其 大 小 和 方向 无 关 . 当 6 > 0 ND 
质 元 的 体积 膨胀 , 当 9 < 0 时 收缩 . 根据 式 (3.1.1), 可 将 反对 称 张 量 ww 变换 为 旋 
速度 矢量 wr 


1 
p 一 UYAT 
LU” 一 一品 
2 


UvWAT; Wrr = EArapw u’. 
由 wr 描述 的 速度 场 具有 形式 


(Lry ht = et wud 2”, 


可 见 速度 垂直 于 位 移 ôr, 也 垂直 于 旋 速 度 WH. 所 以 , wu 表征 绕 轴 wr 旋转 . 关 
于 切 变速 度 , 由 于 迹 ot = 0, 所 以 uv 表征 物质 元 由 球 变 为 椭 球 的 等 体积 形变 . 

由 零 标 架 矢量 1, 的 协 变 导数 可 以 构成 与 式 (3.11.25) 对 应 的 三 个 标量 场 . 定义 
r = ay 是 沿 着 固定 短程 线 的 仿 射 参量 . 这 三 个 标量 可 以 写 为 


Dien alt (3.11.26a) 


w =4/ lujt, (3.11.26b) 
fi 
CI = znl” — 62, (3.11.26c) 


luv =(¥ + F )lyly + (€ + Elum, — (a + B)lymy — (+ Aly 


由 式 (3.11.9) 可 以 得 到 


—TMyly —TMpNy 一 KMyny 一 KMyNy 十 TMymM, 


+ omymy + pmpmy + pMyMp. (3.11.27) 


我 们 可 以 沿 上 述 零 曲线 族 中 每 一 条 短程 线 引 入 一 仿 射 参量 , 从 而 使 e+= 0. 进而 ， 
l, 为 短程 线 的 切线 , BA x = 0. KAR (3.11.27), 可 将 标量 场 9,w 和 |o| 用 旋 
系数 表示 出 来 


1 
9 =5(P + P), (3.11.28) 


1 
w =| + dl, (3.11.29) 
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la| =Vod. (3.11.30) 
5) Maxwell 方程 
在 零 标 架 形式 中 , Maxwell 方程 可 写 为 
人 (Fa a FipYing Ta FmiYpq) 一 (3.11.31) 


在 式 (3.11.31) 中 取 m=1, 2, 3, 4, 得 到 


D ğı = ô Bo S = 2a) Do + 2pP, = K z + Ji, (3.11.32a) 
D $2 — Pı = — Ao + 2B, + (p — 2e) Ho + J4, (3.11.32b) 
ô — AG, = — v Bo + 2H, + (T — 28) Ho + J2, (3.11.32c) 
6G, 一 4 人 Go =(p 一 27) Go + 27h, — o z + J3. (3.11.32d) 
式 中 
Bo =F,,,l4m”, (3.11.33a) 
pı =; u(n” + mm”), (3.11.33b) 
$2 =F,,,m"n’; (3.11.33c) 
Jr =ne, 
J, 为 四 维 电流 密度 矢量 . 
方程 组 (3.11.32) Bl Maxwell 方程 的 零 标 架 形 式 . 
Fy 可 用 零 标 架 表示 为 


Fw = — 4Re( Bi)lny + hilm( Si) Mpu + 2 Plumo) 
+ 2 Palu Ma — 2Bontpmy] 一 2 Poniu Ty]. (3.11.34) 


KH (3.11.34) 代入 电磁 场 能 量 -动量 张 量 表达 式 


1/1 o 
Ew S ax (jm FaaF “一 Fus FZ) > (3.11.35) 


得 到 相应 的 标 架 表示 形式 
4nE yy, =2{|Go\7luly + | Bol nune + Go dzmm, 


+ Bo Daty My } 十 4| $1 {lun + MpMy) } 
一 491 $Bol( my) —49, Bol( ,Thy,) — 4%0 Bin(ymy) 
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— 4 Bo Ëi Neu). (3.11.36) 


如 果 能 够 解 方程 (3.11.32) RA So, 21 和 G2, 则 可 以 代入 式 (3.11.34) 和 (3.11.35), 
得 到 Maxwell 张 量 和 电磁 场 能 量 -动量 张 量 的 协 变 分 量 (坐标 分 量 ). 
如 果 Ricci 张 量 和 Maxwell 张 量 成 正比 , 即 


Finn = kBnB, (m,n =0,1,2). (3.11.37) 
取 « = 1, Bianchi 恒等式 成 为 


(6 — T +48), — (A+ 27 + 4u) P + 3v Wo 

=$ AG, — zô Dz + 2(G, Piv — 2G, — Ži ry + 22a), (3.11.38a) 
(6 — 27 + 28) V3 + o Y4 — (A+ 3p) Ya + 2v Y 

=f z — ŽD z + 2(G, iu — Go Dın — Dı P28 + 282€), (3.11.38b) 
(ô — 37) Wo + 20 Wz — (A — 27 + 2u) Pi + v Po 

=, AG) — $25 Po + 2(D, Soy — Pz Boa — Dı Pır + SoG p), (3.11.38c) 
(6 — 4r — 2B) Y + 30 Wa — (A — 4y + u) Po 

=91,5 Dy — ŽD Po + 2( GH, HB — Go Doe — G1 Bio + BGK), (3.11.38d) 
(D + 4e — p) Y4 — (6 + 4n + 2a) Wz + 3A V2 

=D AG, — iô + 2( Pod, — BF, — Sy doy+ Ži 2a). (3.11.38e) 


3.12 FEB Ricci 平 直 理想 流体 的 场 方程 
将 理想 流体 的 能 量 -动量 张 量 


TY = (e + pju#u” — g"”p (3.12.1) 
代入 守恒 方程 
T% =0, (3.12.2) 
可 以 得 到 
uve + (e+ pur, =0, (3.12.3) 
(e+ p)u’ul, — (g” — uu”) = 0. (3.12.4) 


设 gw 表示 真空 度 规 , guv 表示 理想 流体 引力 场 的 度 规 ; 此 时 有 (ER k= 1) 


Rw =0 (Ricci 平 直 )， (3.12.5) 
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Ruv 一 =guwR = (€ + p)upuy — Puw- 
如 果 存 在 一 个 标量 Q, EX 
Gio ei (3.12.6) 


成 立 , 则 称 流体 (gue p) 为 共 形 Ricci 平 直 理想 流体 . 共 形 变换 (3.12.6)、Riemann 
张 量 、Weyl 张 量 和 Ricci 张 量 满足 下 列 方程 : 
名 人 =Ryvasp 十 gun6(diva — $ v,a + Iva (由 np 
= ?,u?,8) — Gua (¢:v¢ 一 Pwop) 一 gvb l$;ua 
全 $ upa) T (9uB9va = Guagvp)g’ T $, tO, 0, (3.12.7) 


1 
Co 一 有 avr 了 5 (57 Rw ó Rr T Dur Rr a Jur Ry) 
1 
~ L Rous — Shop), (3.128) 


Ri = Rup 十 2(¢. uy B Q uP) + 9uv9” (P08 = bap,8). (3.12.9) 
用 gee’ ge’ = ett gee’ g RA (3.12.7), 然后 去 掉 肢 标的 撤 号 , 得 到 
07? Re = RAG 十 Shl — o” ba) + L(G — tg,p) 
— (08 — H” oB) — (Ps — "da 
+ (656% — 5455)6' 6,7 
一 有 ap 十 Yx ôg + Yg ôa — Y 05 — YL Ôg, (3.12.10) 
式 中 | 
Yt = on — p pA + zlab Pr. (3.12.11) 
将 此 式 代 入 式 (3.12.9), 得 到 


A 


ji MEN AEE pl (3.12.12) 


考虑 到 式 (3.12.5), 式 (3.12.12) 成 为 


Ruy = 2Y,w + Gu Yo; (3.12.13) 
Ya = ER. (3.12.14) 


将 场 方程 (3.12.6) 缩 并 , 并 注意 uru, = 1, 得 到 


R= —e + 3p. (3.12.15) 
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由 式 (3.12.6) 和 (3.12.13)~(3.12.15) 可 得 


1 
2Y pv = (E + Pp) upuy 一 了 gu 


A (3.12.16) 中 9 FE, 要 求 下 式 成 立 : 


入 
2Y,{v;7] = Cis $A ; 


此 式 称 为 可 积极 性 条 件 . 


下 面 我 们 将 上 述 诸 方 程 以 零 标 架 形 式 给 出 . 
适当 选择 零 标 架 , 使 其 中 四 维 速 度 表 示 为 


1 2 1 


Va’ 


u? =ut=0 [Ret = (zlz2,z3,z4)]. 


将 式 (3.12.11) 代入 式 (3.12.16), 得 到 


1 1 1 
go 一 办 pgv 一 5 Inv, a$? + zE + p)Upur 一 ge Su 


式 (3.12.19) 的 零 标 架 形式 为 


.mn 一 由 mm 办 mn T fy Tian = Nmn(DdAd ai pp) T 5(€ 


1 
+ p)UmUn 一 Glimné- 


此 式 用 旋 系 数 给 出 , 得 到 下 面 一 组 独立 方程 : 


D?¢ _ (Do)? = (e+ é)Do+ RO + Kod = 7(e +p), 


A$ — (A$)? + (7 +9)Ad — vog — põ = F(E +p), 
5° — Do + 0 A¢ + (a — B)5¢ — (59)? = 0, 
DA¢ + (£ + €)Ad — ro — õp — 5656 = (e + 3p), 
Dep — TD + KAG + (e — E) — Dodd = 0, 
Aé¢ — vD¢ + rAd — (y — 76g — Agdg = 0, 
554 — uD¢ + PA% + (8 — a)56 ~ DAG = Xe, 
(AD—DA)o=(7 + 7) Dot (e+e) Ad—(r+7)5b—(F +2) 64, 
(D — Dd)¢ = (4+ 8 — r)Dọ + KAd — 056 — (P + £ —é)5¢, 
(5A — A) = —7D¢ + (T — à — p) Ad + 69 + (u — y + 764, 


(55 — 55)¢ = (fi — pw) Do + (5 — p) Ad — (& — B)5¢ + (a — B)5¢. 


(3.12.16) 


(3.12.17) 


(3.12.18) 


(3.12.19) 


(3.12.20) 


(3.12.21a) 


(3.12.21b) 
(3.12.21c) 
(3.12.21d) 
(3.12.21e) 
(3.12.21f) 
(3.12.21g) 
(3.12.21h) 
(3.12.21i) 
(3.12.21j) 
(3.12.21k) 


3.12 HÆ Ricci 平 直 理想 流体 的 场 方程 .83 . 


由 式 (3.12.6) 和 (3.12.16). (3.11.12), 得 到 
Ru =Ro = 3(e +p), (3.12.22) 
Rı2 =p, Raa = z(e — p), 
boo =¢22 = -1 (€ + p), (3.12.23) 
$n = (e+p). 

A (3.12.3) 和 (3.12.4) 的 零 标 架 形式 为 


UnE,mN™™ + (E + p)um, nn™™ — (E+ p)upy?nn™” = 0, (3.12.24) 
(E + p)urup, ðm"? — (E + p)unug ys, 60k” 
一 Dip6P, + UpUkp:q02, n"! = 0. (3.12.25) 
将 上 二 式 用 旋 系数 表示 , 我 们 得 到 | 
De + Ae = (e +p)(y +7 -£e -E+p+p- pu- fp), (3.12.26a) 
Dp — Ap = —(e+ p)\(y +7 +e +8). (3.12.26b) 
1 
õp = 5€ +p)(s +r -7 — D). (3.12.26c) 


下 面 我 们 将 方程 (3.12.16) 以 零 标 架 形式 给 出 . 将 方程 (3.12.16) 代入 可 积 性 条 
件 (3.12.17), 得 到 


2Cuvapg" $,r =(€ + P);pUvUa + (E + p)(Uy;8te + UpUa;B 
1 1 
= gIvaE;p i G + P);cUvug 十 3 JvpEia 
— (E + p)(uv;aug + Lupg;a). (3.12.27) 
A (3.12.27) 在 零 标 架 中 的 形式 为 
2Comnph,«n? =(€ + p) plmUn — (E + P),nUmUp 
1 
= z (E,pmn — E nNmp) + (€ + p) (UnUm,p 
+ UmUn,p) — (E + P)(UtUmsn + UnUp;m) 
— (e+ P)(UmUg Yip T Unug Ymp 一 UpUg Yann 
一 UmUg Yin). (3.12.28) 
注意 到 Weyl 张 量 的 零 标 架 形式 , 可 将 上 式 写 为 


ZaDb — ¥35¢ = i(e +p)(A—o), (3.12.29a) 
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Pog — ôg = le +p)(À — ø), (3.12.29b) 
Do — W169 = Fee + p)(p — fi) 一 = De, (3.12.29c) 
Vo Ay — dp = -i(e a poe = Ae, (3.12.29d) 
W3Do + VW, Ad — (Wo + H2)5¢ = -ae (3.12.29e) 


Do — VW Ad + (Vo — V2)69 = 7(e +p)\(#-—K—-—v+T). (3.12.29f) 
WRI SHR EER 
llon”, më om”, (3.12.30) 
则 相应 地 有 

DoA, 66; (3.12.31a) 

EP- H-P, 
Ten, av —f, (3.12.31b) 

Koy ao+—d; 


Wo - wa, wi me Vs, 


V2 > Wo; (3.12.31c) 
Poo > $22, Bor S Pa, 

oz ++ Dog, Dy, e B11; (3.12.31d) 
A e A; (3.12.31e) 
o > n, BB. (3.12.319) 


不 难 证 明 , 在 上 述 变换 下 Newman-Penrose 方程 (BI Einstein 方程 的 Newman-Penrose 
形式 ) 是 不 变 的 . 


3.13 feet aye KE 


在 狭义 相对 论 中 , 物质 系统 或 电磁 场 的 能 量 -动量 守恒 定律 表示 为 T 巡 rs = 0. 将 
Tav = 0 对 三 维 空间 积分 便 得 到 能 量 -动量 守恒 定律 . 上 式 的 零 分 量 积 分 为 
= Ted’ = 一 J oT asz = 一 ii TjdS;. (3.13.1) 


右 端 由 高 斯 定理 化 为 沿 系统 边界 面 的 面积 分 . A (3.13.1) 表明 , 系统 能 量 的 增 量 等 
于 进入 边界 面 的 能 量 -动量 流 . 守恒 定律 的 这 一 表述 形式 在 引力 场 不 存在 时 是 有 效 
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的 . 在 有 引力 场 时 , Twz 的 普通 散 度 推广 为 协 变 散 度 , 守恒 定律 应 推广 为 具有 协 变 
PARN TH =0. AF Ty = Tip, EX 


Vv 一 v 1 
Thy = (29) "° (Tg V9) , — 3908 T® =0. (3.13.2) 


由 于 式 (3.13.2) 中 除了 普通 散 度 以 外 还 有 一 -项 -cpuTep， 所 以 这 个 推广 后 的 守恒 
定律 不 能 直接 给 出 狭义 相对 论 中 的 物理 图 像 . 如 果 度 规 依赖 于 时 间 , 则 对 于 pp = 0, 
A (3.13.2) 第 二 项 表示 引力 场 和 其 他 场 之 间 的 能 量 -动量 交换 . 为 了 将 式 (3.13.2) 写 
成 普通 散 度 的 形式 , 对 于 时 空中 一 点 P, 我 们 采用 短程 线 坐标 系 . 在 短程 线 坐 标 系 
中 , 度 规 张 量 gu。 的 所 有 一 阶 导数 都 等 于 零 . 所 以 式 (3.13.2) 的 第 二 项 等 于 零 , 而 
且 第 一 项 中 的 V=5 可 以 提 到 微分 号 外 边 来 . 于 是 此 式 化 为 

BT 

On” 


按照 Landau-Lifshitz 的 表述 形式 , 式 (3.13.3) 中 的 量 Te 可 写 为 一 个 张 量 BY 
的 微 商 (S“” 关于 vr 是 反对 称 的 ) 


= 0. (3.13.3) 


, os 
THY = 一 (3.13.4) 
由 爱 因 斯 坦 方程 可 得 
TH! = > (Re = 5a") (3.13.5) 
在 点 P, 由 于 Fr, —0, 所 以 有 
1 
RY = 5999" (gac pr 十 96riac 一 ga8pior 一 orap). (3.13.6) 
代入 式 (3.13.5) 得 到 
ð 
m= aC seers Rar (allo 9 = gage). (3.13.7) 


将 式 (3.13.7) 与 式 (3.13.4) 比较 , WS!” 可 以 选 为 式 (3.13.7) 右边 的 表达 式 
{ )} .在 已 点 ,可 将 (-g)-! 从 微分 号 下 提 到 外 面 来 . 引入 量 


pma 


i = a = [ggg — g*9"7)], (3.13.8) 


A (3.13.7) 可 写 为 


ð mva 
= AZ 一 一 一 一 
(—9)T = jat > (3.13.9) 
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我 们 采用 了 一 个 特殊 坐标 系 (短程 线 坐 标 系 ) 得 到 了 式 (3.13.9). 在 任意 坐标 系 中 ， 
st (3.13.9) 的 左 端 和 右 端 不 再 相等 , 将 两 端 之 差 以 (--g)tr* 表示 , HK (3.13.9) BA 


(gT +t) = aah h (3.13.10) 


AX (3.13.10) 中 各 项 都 是 对 称 的 , 故 量 如 是 对 称 的 


tr YH. (3.13.11) 


将 T” 的 具体 形式 (用 Ti, 表示 的 展开 式 ) 写 出 来 , 再 与 式 (3.13.8) 一 起 代入 
式 (3.13.10), 便 得 到 t” 的 具体 形式 


p 


27[(2T8, I, a Tl zz | iy pe Ke (gg “一 gpegpr) 
+ gP g (TT a + Ural bo — Taol hr — TH- Tho) 
+ gP g(h TP + TET, — TET, — Th Te, 


+ 997 g (Iha Tt, — Thr Tio) (3.13.12) 


由 式 (3.13.12) 可 知 , t 是 描述 引力 场 性 质 的 量 ; 又 由 式 (3.13.10) 可 知 t 不 是 张 
E. tax 和 物质 场 的 能 量 -动量 张 量 Te 一 起 , 满足 守恒 方程 
sl(—9)(T +t =0, (3.13.13) 


= 


所 以 t+ RASI DAHER- TEAKE. 
由 方程 (3.13.13) 可 知 , 量 


pr = f (—9)(T#” +t”) dS, (3.13.14) 


是 守恒 量 . 当 vv = 0 时 式 (3.13.14) 退化 为 / (-g)T**d5,, 这 是 狭义 相对 论 中 的 
四 维 动 量 . 所 以 我 们 可 以 把 式 (3.13.14) 确定 的 P+ 看 作 是 整个 物理 系统 (引力 场 和 
物质 场 ) 的 四 维 动量 . 式 中 的 积分 可 在 任意 三 维 超 曲面 上 进行 . 

取 式 (3.13.14) 中 的 积分 曲面 为 x? = const, WA 


pr = / (—9)(T#Y + th )d3z, (3.13.15) 
因此 量 (-g)(T9 +t) 可 解释 为 物理 系统 的 能 量 密度 , 量 (—g)(T +t”) 解释 为 系 


统 的 动量 密度 或 能 流 密度 ; 量 (—g)(TY +t) 解释 为 动量 流 密度 . 在 没有 物质 场 存 
在 时 , TH = 0, 所 以 引力 场 的 能 量 密度 和 动量 密度 分 别 是 (—g)t 和 (—g)t™. 
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类 似 地 , 也 可 以 得 到 角 动 量 的 守恒 定律 . 角 动 量 表示 为 
DY aad = | aap" — zt#dp”) 
= I (gre (Te + t2) — 2 (te + tH2)]dSa. (3.13.16) 


显然 , 物理 系统 的 总 角 动 量 守 恒定 律 在 引力 场 存 在 时 仍然 成 立 . 

关于 引力 场 的 能 量 表述 , 除 本 节 采 用 的 Landau-Lifshitz 方案 以 外 , 还 有 许多 其 
他 方案 , 但 都 没有 解决 下 述 疑 难 问题 : 

(1) 由 于 t” 不 是 广义 协 变 张 量 , 所 以 总 可 以 在 引力 场 中 一 点 处 引入 一 局 部 惯 
TEAR, 使 tw* 全 部 等 于 零 . 这 表明 引力 场 能 量 -动量 磺 张 量 tx* 是 不 可 定 域 化 的 . 

(2) 引力 场 的 能 量 密度 t 不 是 处 处 为 正 的 . 


第 4 章 引力 场 的 分 类 


场 的 分 类 问题 与 描述 具体 场 的 严格 解 有 密切 联系 , 通过 场 的 分 类 可 以 对 引力 场 
的 性 质 有 更 深入 的 理解 . 


4.1 Petrov 分 类 
所 谓 Petrov 分 类 , 就 是 根据 Weyl 张 量 


1 oc o y 1 o 
Che = Rit — (oho — of Ry + gy RG — Iu Re) — z(u — 9097) (4.1.1) 


的 代数 性 质 对 黎 曼 空 - 时 (引力 场 ) 进行 的 分 类 . 

要 确定 曲率 张 量 的 所 有 代数 性 质 , 只 讨论 共 形 Weyl 张 量 是 不 够 的 . 由 引力 场 
方程 可 知 , 所 要 了 解 的 曲率 张 量 的 性 质 由 Ricci 张 量 或 能 量 -动量 张 量 给 出 . 但 是 在 
真空 场 的 情况 下 , Weyl 张 量 便 与 曲率 张 量 完全 一 致 . 因此 , Petrov 分 类 实际 上 是 根 
据 曲率 张 量 的 代数 性 质 对 真空 引力 场 的 分 类 . 

张 量 场 Fu 的 本 征 方 程 表 示 为 


Fw” = AS (4.1.2) 


式 中 S, 为 本 征 矢 , 和 为 本 征 值 . 如 果 张 量 场 已 。 是 反对 称 的 , 则 式 (4.1.2) 用 S. 缩 
并 可 以 发 现 , 要 么 本 征 值 入 = 0, BAATER S, AERE. 由 3.11 节 中 引入 的 零 标 
架 矢 量 (1#, n”, mt, me) 可 以 构成 所 有 的 二 阶 反 对 称 张 量 ( 双 矢 ). 其 中 , 零 标 架 矢量 
的 组 合 


Mv = 2 ny + 2M u My), 
Vav = 2l my, 


Uw = Mum (4.1.3) 
称 为 自 对 偶 双 矢 . 在 对 偶 变换 下 , A (4.1.3) 中 各 双 矢 变 为 自身 (只 差 一 个 因子 让 


1 
Mas 3Epvop MS = iMy, 
Vw = iV, Ou» = Upp. (4.1.4) 


式 中 符号 ~ RRRS. 


4.2 电磁场 的 分 类 .89 . 
由 零 标 架 性 质 可 以 证 明 
Euvapl” n mm? =i. (4.1.5) 
根据 定义 (4.1.3) 和 零 矢 量 的 性 质 , 可 以 得 到 自 对 偶 双 矢 “标量 积 ”的 性 质 


Mp V” = Mp U” = Up V” = 0,0" = 0, 
MM” =—4, VU” = 2. (4.1.6) 


反对 称 实 场 张 量 Fs 不 是 自 对 偶 的 , EATARRA BAR (4.1.3) 展开 . 
但 是 我 们 可 以 用 Fup 构成 一 个 复 的 场 张 量 $,， 


Bpv = Fv — iF = Pw ~ 5iepvogFep (4.1.7) 
注意 到 Fu = -Fup 我 们 有 
Day = Py + iF = iSpy. (4.1.8) 
这 表明 场 张 量 u 是 自 对 偶 的 . 将 du 用 式 (4.1.3) 中 的 双 矢 展开 
Guy = oU ww + Pi Mv + b2Vyv. (4.1.9) 
展开 式 系 数 6; 可 由 原来 的 实 场 张 量 Fu 表示 出 来 : 
po = T = Fu V”, 
$1 = -3 öp M = -ZF M", 
$2 = 5 PUM = Fa U". (4.1.10) 
对 应 于 二 阶 反对 称 张 量 Fu 的 6 个 独立 分 量 , A (4.1.10) 给 出 三 个 独立 的 复 系 数 . 
下 面 首先 讨论 电磁 场 的 分 类 , 然后 用 形式 上 相同 的 方法 讨论 引力 场 的 分 类 . 
4.2 电磁场 的 分 类 
设 Fur 表示 Maxwell 张 量 , WA (4.1.10) 具体 表示 为 


po 一 B, 一 Ez + i(Ey + By); 
od; = Ez — iB;, 
$2 = Ez + By T i(Ey 一 Bz). (4.2.1) 
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1. 第 一 种 分 类 方案 
把 坐标 系 变 至 对 称 张 量 的 主轴 系 时 , 对 称 张 量 的 形式 变 得 特别 简单 . 反对 称 张 
量 也 类 似 . 适当 选择 零 标 架 矢量 i+ 的 方向 , 可 使 展开 式 (4.1.9) 简化 . 
WY HEU 的 变换 表示 为 
4 = IP Ent+ Em” + Em", 
nt =n”, m" =m” — En”. (4.2.2) 
AF E 为 复 参量 , 自 对 偶 双 矢 的 变换 为 
Mi, = My = 2EUw, 
Viv = Vw — EMy + E'U pv, 
Uo = Ue. (4.2.3) 
由 式 (4.2.3) 可 以 得 到 展开 式 系数 $; 的 变换 关系 
po = $y — 2E91 + E’? 9s, 
= -Ep $2 = $z. (4.2.4) 
适当 选择 参量 L, 即 适当 选择 1 的 方向 , 可 使 内 或 等 于 零 , 从 而 简化 展开 式 
(4.1.9). 将 带 抠 的 量 和 不 带 抠 的 量 对 换 , 然后 令 
bo — 2E91 + E*¢2 = 0. (4.2.5) 


把 方程 (4.2.5) 看 作 关于 E 的 二 次 代数 方程 , 根据 这 一 方程 根 的 个 数 可 以 把 电 
磁场 分 为 两 类 . 满足 条 件 
$3 — dado #0 (4.2.6) 
的 电磁 场 称 为 非 退 化 场 . 这 类 场 存 在 两 个 不 同 的 Ve AE ph = 0. 
满足 条 件 
$? — popo = 0 (4.2.7) 
的 电磁 场 称 为 退化 场 或 零 场 . 这 类 场 只 有 一 个 I 的 方向 使 $0 = 0. 
由 式 (4.1.6) 和 (4.1.9) 可 知 ， 
P? — dado = —4B DH = -2 Fp F — iF, FY”). (4.2.8) 
表达 式 好 一 dodo 只 与 电磁 场 张 量 有 关 . 由 此 可 以 清楚 地 看 到 , 上 面 的 分 类 与 零 标 
架 的 选择 无 关 , 与 双 矢 展开 式 也 无 关 . A (4.2.8) 使 上 述 分 类 方案 的 表述 更 加 简单 : 
电磁 场 是 退化 (或 零 场 ) 的 充分 且 必 要 条 件 是 


F F = Fy, F” = 0. (4.2.9) 


4.2 电磁场 的 分 类 "91. 


2. 第 二 种 分 类 方案 


我 们 可 以 用 本 征 方程 和 本 征 矢 的 语言 来 表述 电磁 场 的 分 类 . 由 (4.1.9) 和 (4.1.3) 
可 知 , mg = 0 等 效 于 
6,1" = (Fur a ifu) P = ilp. (4.2.10) 


因此 , 对 于 非 退 化 场 , 本 征 方程 (4.2.9) 或 者 
LipFujrl” = by ft =0 (4.2.11) 


有 两 个 不 同 的 零 本 征 矢 IF. 
退化 场 或 零 场 (go = #1 = 0) 则 只 有 一 个 零 本 征 矢 . 退化 场 张 量 (4.1.9) 具有 简 

单 的 形式 $y = Pp2 Vv, 即 
Fyr = ppv —l Pu, Pul” = pun” = 0. | (4.2.12) 


3. 物理 意义 
零 电 磁场 最 简单 的 例子 是 Minkowski 空间 的 平面 波 


A, = Re[p, exp(ix,27 )]， 
Fuv = Reli(py ky — puky) expliko x7 )). (4.2.13) 
式 中 
Puk” = kk” = 0. 


很 容易 证 明 上 式 满 足 零 场 的 充分 且 必 要 条 件 (4.2.9). 
在 远离 孤立 荷 电 系统 的 地 方 , 可 将 系统 ( 源 ) 发 出 的 引力 辐射 看 作 平 面 波 . 此 时 
四 维 势 用 源 参量 表示 为 推迟 势 (c = 1) 


_ 1 7 一 一 了 ) as 
A, (r,t) = = / oar d3z/. (4.2.14) 
场 张 量 按 r 展开 为 
Fw = Fr) + FOr 4... , (4.2.15) 


由 此 可 知 Fi 具有 形式 
FO) = ppky — puky, (4.2.16) 
式 中 


— 1 ð . / / 3,./ 
(m= ay | ilet- br! rha, 
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my = (=| rl) = (SO, -1 ) =G-D1)， 
kyk” =0, hu pk, = 0. (4.2.17) 
零 场 的 能 量 -动量 张 量 具有 简单 的 形式 
To= DFe Fo = pop kukv. (4.2.18) 


在 局 部 洛 伦 效 系 中 , 能 流 密度 Si = T” 和 能 量 密度 w= T” 之 间 的 关系 为 |S| = w. 
可 见 零 电磁 场 是 纯 辐射 场 . 
零 电 磁场 的 场 张 量 u = poViw, 场 方程 可 化 为 
By = [pom — hm") 


= (各 化) 而 ”十 dali’, — (Gal Ja" — gal” mp 


-0. (4.2.19) 
用 ly 乘 以 式 (4.2.19), 缩 并 ， 并 注意 到 HL ey 一 0, lumt, = —l,.,m?, 我 们 得 到 

lul = 0, (4.2.20) 
即 

hoi Mis (4.2.21) 
由 此 可 得 

lplr];vl” = 0. (4.2.22) 


总 能 找到 一 个 和 值 , 使 下 式 成 立 : 
(Mw — Av)” =0, (4.2.23) 

或 写成 . 

(Mw (ADY = 0. (4.2.24) 
将 式 (4.2.24) 与 短程 线 方程 

pu” =0, u” = dz" /ds 
比较 , 可 知 u” = Ar. 这 就 是 说 , BRRR ERE r 是 短程 线 矢 量 场 . 
将 式 (4.2.20) PARA me 缩 并 , 得 到 

luu m” = 0. (4.2.25) 

由 此 可 知 世界 线 汇 的 剪 切 度 o 等 于 零 [ 式 (3.11.30) 和 (3.11.27)]. 


综 上 所 述 , SH (退化 电磁 场 ) 是 平面 波 的 推广 ; 它 的 零 本 征 矢量 场 是 无 切 的 短 
FERRE. 
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43 引力 场 的 分 类 
跟 构 成 复 电 磁场 张 量 $ 类 似 , 可 以 用 Weyl 张 量 构成 复 引 力 场 张 量 Puras 
Sivap = Ouvap — iCyvap = Cvap — sieapro Cis: (4.3.1) 
由 此 可 得 
$ ,wap = eapr ho (4.3.2a) 


由 此 可 以 证 明 ， 


1 
Cuvap = 了 euvreEapxpC7 > = —~UpvaB; (4.3.2b) 


此 式 表 明 张 量 Suas 对 于 前 两 个 指标 也 是 自 对 偶 的 . 于 是 与 (4.1.9) RW, 可 以 将 
Puvap 用 自 对 偶 双 矢 (4.1.3) 展开 : 


$vapB =?) Vav Vag T $2 (Vav Mag T Vos Mv) T $3 iad 
+ VapU uv + Mv Maz) + d4(Upr Mag + UapMyuv) 
+ bs UpvUap, (4.3.3) 


此 式 含 有 5 个 复 系 数 , 张 量 O 有 10 个 独立 分 量 . 
1. 引力 场 的 第 一 种 分 类 方案 


oo er 使 展开 式 (4.3.3) 简化 重复 由 (4.1.9) 一 (4.2.4) 的 过 
程 , 然后 令 i = 


Ps = $s — 4d4E + 6¢3E? — 42E? + p1 E* = 0. (4.3.4) 


这 一 四 次 代数 方程 的 4 个 根 对 应 于 本 征 矢 1 的 4 个 方向 , 根据 这 4 个 根 的 重复 情 
况 , 可 将 引力 场 (Rieman 空 - 时 ) 分 为 Petrov I 型 ~O W. 

IR: 4 个 不 同 的 根 ; 

I 型 : 3 个 不 同 的 根 , 其 中 1 个 为 二 重 根 ; 

D 型 : 2 个 不 同 的 根 , 均 为 二 重 根 ; 

II 型 : 2 个 不 同 的 根 , 其 中 1 个 为 三 重 根 ; 

N 型 : 1 个 四 重 根 ; 

O 型 : Weyl 张 量 恒 为 零 , 全 部 o = 0. (4.3.5) 
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2. 引力 场 的 第 二 种 分 类 方案 


采用 式 (4.3.1) 和 (4.1.4), 可 直接 用 Weyl 张 量 和 零 标 架 矢量 的 乘积 来 表示 系 


数 ga: 
hı = „vap U UP = 20,apn n mm’, 
ba = -lOu M” 
= —Cuvapn” m” (len? + m*m?), 
$s = 3 CvapU Vo = 2C pvapn" m" l mP, 
b4 = -1Co V” MP 
= —Cprvapl #0" (len? + m*m*), 
$s = 5 aa VVP = Wyvasltl’mem?. 
对 于 零 本 征 矢 I“, ps = 0; 由 此 可 知 实 对 称 张 量 
Sree = Cunpvl2l? 
REA mm” 和 mem” 的 项 , 再 应 用 Weyl 张 量 的 对 称 性 , 可 得 
A Od a EE d a 
由 此 可 将 Su 用 零 标 架 矢量 表示 出 来 
Su = al,l, + Ref (lp + lyrm,)]. 
所 以 , Weyl 张 量 的 本 征 矢 lw 具有 如 下 性 质 : 
LipCujapirlajl I? = 0 ds = 0, 


这 时 引力 场 为 HB. 


(4.3.6) 


(4.3.7) 


(4.3.8) 


(4.3.9) 


(4.3.10) 


如 果 两 个 本 征 矢 重合 [E = 0 是 方程 (4.3.4) 的 二 重 根 ], 则 必 有 此 = os = 0. 


此 时 由 式 (4.3.6) 可 得 


lyCyaprl" lt = 0S $s = ġa = 0, 


(4.3.11) 


这 时 引力 场 为 [[ 型 . 继续 讨论 可 得 到 D 型 ~O 型 系数 $4 为 零 的 个 数 和 Weyl 张 


量 满足 的 条 件 . 按 所 得 的 结果 , 分 类 如 表 4-1 所 示 : 
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R41 引力 场 的 分 类 
不 同 零 本 征 矢 个 数 为 零 系数 Oras 满足 条 件 
I 型 4 ps LiyCyjaptrlo]!l*ls = 0 
W 3 $5, $4 } LC 1218 = 0 
D 型 2 $5, $4 aidi 
J 型 2 $5, $4, 03 lLinCrjasrl® =0 
N 型 1 5, 4, $3, $2 Cyvapl” 一 0 
O 型 0 全 部 PA Cuvap =0 


Penrose 图 给 出 了 退化 的 情况 : 每 个 箭头 表示 一 个 附加 的 退化 . 
经 过 零 标 架 旋转 (I+ 固定 ) 


(r = Alf, (4.3.12) / \ 


n't = A` n!” — ABBI + Bm" + Bm”, 


mr = éC m” — éC ABI”, (4.3.13) / \ / % 
式 中 A > 0,C 是 实 的 , B 是 复 的 , 适当 选择 A, B,C, 


还 可 以 使 I 型 的 $s = 0; 使 DD 型 的 i = do = 0; 使 
ÆI do = 0; 使 II 型 的 $1 = 0 ( 见 图 4-1). 


对 于 真空 引力 场 ，Weyl 张 量 和 曲率 张 量 相等 , 所 以 上 面 的 讨论 对 曲率 张 量 也 


成 立 . 


退化 真空 引力 场 最 简单 的 例子 是 平面 引力 波 ， 与 电磁 场 的 情况 相似 由 于 


Ryuvagl® = 0, l4l, = 0, 所 以 是 Petrov N 型 的 . 


由 毕 安 基 和 恒等式 , 可 以 导出 退化 场 零 本 征 矢 1+ 的 两 个 简单 性 质 ， 用 上 面 对 


Weyl 张 量 用 过 的 符号 , 毕 安 基 恒 等 式 可 写 为 
Ro? =0 和 和 DER) p= 0. 
Kite Il BA D 型 ($s = 84 = 0,63 4 0) 的 情况 . 由 于 
Viva Mr = hlp, 
代入 式 (4.3.3) 和 (4.3.14), 得 到 
0 = rf Ve 一 《ea = PPV up 
= 2(¢3V 9). — 4p VP luam” — pU VPV ug 
— 4d M l,,.gm". 


用 la RAUA (4.3.16) 并 缩 并 , 我 们 得 到 


(4.3.14) 


(4.3.15) 


(4.3.16) 
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Ve/ la + 2lapm° mh = 3le,aml? = 0, (4.3.17) 


JEB (4.2.19) 式 . 所 以 , 退化 场 的 零 本 征 矢量 场 1* 是 短程 线 矢量 场 . Am. RUA 
(4.3.16) 并 缩 并 , 得 到 


VS ma + laip M? = 3lapM M? = 0, (4.3.18) 


此 即 式 (4.2.25). 此 式 表明 零 本 征 矢 量 场 内 是 无 切 的 (o= 0). 

我 们 对 于 $s = $4 = 0 (IBA D 型 ) 退化 真空 引力 场 证 明了 定理 : 退化 真空 
引力 场 的 零 本 征 矢 构成 无 切 的 短程 线 汇 . 其 他 类 型 的 退化 场 可 用 类 似 方法 证 明 . 这 
一 定理 的 逆 定 理 (Goldberg-Sachs 定理 ) 是 : 如 果 有 一 个 无 切 的 短程 线 汇 真空 解 ( 引 
力 场 ), 则 这 个 解 一 定 是 退化 的 , 且 线 汇 是 本 征 线 汇 . 


第 二 篇 ”广义 相对 论 宇 宙 学 


在 迄今 为 止 人 们 所 知道 的 各 种 力 中 , 引力 是 唯一 不 可 屏蔽 的 长 程 力 . 对 于 分 布 
于 大 范围 空 - 时 中 的 大 量 物质 和 空 - 时 本 身 , 引力 应 是 起 决定 作用 的 力 . 因此 , 引力 
决定 宇宙 动力 学 , 从 而 决定 宇宙 的 演化 ; 任何 定量 的 宇宙 学 理论 必须 以 引力 理论 为 
基础 . 

每 种 引力 理论 都 有 相应 的 模型 , 如 标量 引力 理论 、FSG 理论 等 . 本 篇 只 研究 建 
立 在 爱 因 斯 坦 引力 理论 基础 上 的 宇宙 模型 . 


第 1 章 宇宙 学 原理 和 Robertson-Walker FH 


字 宙 学 是 论述 整个 宇宙 的 , 而 人 类 对 字 宙 的 观测 只 涉及 宇宙 的 一 小 部 分 . 对 这 
一 小 部 分 的 观测 又 只 有 很 短 的 历史 . 对 行星 系 的 观测 有 几 千 年 , 对 其 他 星系 的 观测 
只 有 100 年 . 尽管 如 此 , 人 们 以 观测 资料 为 基础 , 根据 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 , 已 构成 
一 幅 字 宙 演化 的 图 像 . 可 以 证 明 , 这 一 图 像 是 自 洽 的 , 与 至 今 为 止 的 观测 资料 相符 
合 . 按照 下 面 要 介绍 的 宇宙 学 原理 , 人 们 没有 必要 知道 尚未 观测 到 的 空间 区 域 的 任 
何 情况 . 


1.1 宇宙 学 原理 


按照 现代 的 观测 技术 , 可 观测 区 域 已 扩展 到 3 x 10° 光 年 . 为 了 以 这 一 观测 区 
域 的 信息 为 基础 来 研究 宇宙 的 总 体 结 构 , 需要 有 一 些 假设 . 在 可 观测 到 的 区 域内 发 
BR, 在 宇 观 尺 度 上 , 星系 分 布 、 射 电源 数目 和 微波 背景 辐射 等 基本 上 都 是 均匀 的 、 各 
向 同性 的 . 人 们 假设 : 在 宇 观 尺度 上 , 任何 时 刻 三 维 宇宙 空间 是 均 义 的 和 各 问 同 性 
的 , 这 就 是 字 宙 学 原理 . 根据 这 一 原理 , 宇宙 中 一 切 位 置 都 是 等 同 的 . 这 样 一 来 , 在 
宇宙 中 没有 优越 的 位 置 和 优越 的 方向 , 当然 也 就 没有 必要 知道 尚未 观测 到 的 区 域 的 
情况 .宇宙 中 每 一 个 星系 或 者 星系 团 都 是 构成 宇宙 的 平等 元 素 . 根据 宇宙 学 原理 ， 
宇宙 中 任 一 点 和 任 一 方向 都 不 可 能 用 任 一 物理 量 的 不 同 来 区 分 . 但 是 同一 点 的 物 
理 量 在 不 同时 刻 却 可 以 有 不 同 的 值 . 所 以 宇宙 学 原理 允许 宇宙 随时 间 变 化 . 为 了 研 
究 宇宙 随时 间 的 变化 , 不 同位 置 的 观察 者 之 间 要 能 够 比较 他 们 的 观测 结果 , 于 是 就 
必须 有 一 共同 的 时 间 标 准 ; 这 一 时 间 称 为 宇宙 时 . 宇宙 时 的 存在 也 是 宇宙 学 原理 成 
立 的 前 提 . 


1.2 Robertson-Walker 度 规 


字 宙 学 原理 用 几何 术语 表述 为 : 三 维 空间 应 是 具有 最 大 对 称 性 的 空间 , 即 一 个 
具有 常 曲率 但 曲率 可 以 随时 间 变 化 的 空间 . 根据 第 二 篇 的 讨论 , 满足 上 述 要 求 的 四 
维 空 -时 一 定 具 有 Robertson-Walker 度 规 


dr? 
1 — kr? 


ds? = dt? — R?(t) | + r? (d8? + sin? gdy?)| . (1.2.1) 
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因此 , 这 个 均匀 宇宙 模型 的 度 规 实际 上 已 经 由 对 称 性 要 求 所 确定 . AP R(t) 是 时 
间 的 未 知 函数 ,k 是 一 个 常数 , 适当 选择 > 的 单位 , 可 以 使 k 取 值 +1,0 或 -1. 爱 
因 斯 坦 引 力 场 方程 则 作为 宇宙 动力 学 方程 , 确定 宇宙 的 时 间 行 为 (宇宙 的 演化 ), 即 
确定 函数 R = R(t), 并 确定 局 部 空间 性 质 即 的 值 . 这 些 问 题 将 在 本 篇 第 2 章 中 
讨论 . 


引入 变换 , $ D 
r=f (1 + ihr?) , (1.2.2) 
可 将 式 (1.2.1) 改写 为 
2 

ds? = dt? — area + 7? (d8? + sin? @dy?)]. (1.2.3) 

再 作 一 次 变换 , & 
R?(t) = R? (t) (1 + zer?) 5 , 
= 6 

A (1.2.3) 化 为 


ds? = R?(t)[(dt? — dr? — 7° (d0? + sin? 8dy?)] 
= Ř?ds?, (1.2.5) 


R ds? = dé? — dr? — F? (d0? + sin? Ody?) 为 平 直 空 -时 度 规 . 由 此 可 知 , R-W 空 - 时 
和 闵可夫 斯 基 空 -时 是 共 形 的 , 即 R-W 空 - 时 是 共 形 平 直 的 . 


如 果 引 入 记号 
sinx, k= +l; 
f(x)=r=4 x, k =0; (1.2.6) 
shx, k=-1. 
则 R-W 度 规 (1.2.1) 可 改写 为 
ds? = dt? — R?(t)[dx? + f?(x)(dé? + sin? @dy”)]. (i727) 


式 (1.2.7). (1.2.3) 和 (1.2.1)  R-W 度 规 的 三 种 不 同形 式 . 

在 式 (1.2.1) 中 , R(t) MAF RHE (或 宇宙 标 度 因子 ), 标志 空 -时 曲率 .大 = 
+1,0, -1, 分 别 对 应 于 子 空间 M 的 曲率 K > 0, K = 0, K <0. 在 式 (1.2.1) PER 
换 , $ Jkr=7 (4k>0), 得 
R?(t) | dr? 


2_ 4,2 PN) 
ds* = dt i 1 7 


+ 77 (d8? + sin? gag?) . (1.2.8) 
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空间 部 分 可 表示 为 
ds13) 一 ro ao: + 7? (d0? + sin? Ody D (1.2.9) 
由 此 可 得 
Ks) = k/R?(t). (1.2.10) 
三 维 平 直 空间 do? = 6i;dzidzi 中 的 二 维 曲面 jzizi = 二 = RR 就 是 一 个 曲率 为 K 


的 常 曲 率 空 间 . 图 1-1 是 三 种 情况 的 示意 图 . 


wars 


A 1-1 
曲率 为 K 的 三 维 常 曲率 空间 可 以 看 作 包 容 于 四 维 平 直 空间 的 子 空间 M. 


1.3 空间 距离 和 曲率 
1. 固有 空间 距离 
对 于 R-W 度 规 (1.2.1), 由 坐标 时 与 标准 时 的 关系 dr = ygoodt, 可 得 
dr = dt. (1.3.1) 


所 以 在 R-W 空 -时 中 , 坐标 时 即 标准 时 , 也 就 是 本 章 开 头 提 到 的 宇宙 时 . 按照 所 选 
用 的 单位 , c= G = 1, RATA ds = dr = dt. 
考虑 任意 二 恒星 A 和 B, 选择 坐标 轴 的 方向 , 使 > 轴 通 过 AB, WI AA BAY 


空间 距离 为 
l= fa = a \/rijdzídzi 


TB 
= L V 一 9lldr 


= R(t) Cs A (1.3.2) 


WR ra 和 re 固 连 , WA (1.3.2) 表明 , 当 R(t) 是 时 间 + 上 的 增 函 数 时 , 任意 二 恒星 
间 的 空间 距离 都 随时 间 增 大 , 即 宇宙 是 膨胀 的 ; 当 R(t) 是 时 间 + 的 减 函 数 时 , 任意 
二 恒星 的 空间 距离 都 随时 间 减 小 , 宇宙 是 收缩 的 ; 当 R(t) 为 常数 时 , 宇宙 是 静态 的 . 
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2. 空间 的 曲率 


我 们 讨论 上 > 0,k =0 和 大 < 0 的 三 种 宇宙 空间 . 
(1)k>0 的 宇宙 空间 . 在 k > 0 的 情况 下 , 积分 (1.3.2) 给 出 


l= RA) [aresin( Vir) — arcsin(Vkra)]. (1.3.3) 
R (1.3.3) 表明 , VEre <1, Vira < 1 1< “OO, meee. CERRO ( 空 
间 任 意 两 点 ) 间 的 距离 都 是 有 限 的 , 也 就 是 说 , 在 任何 给 定 的 时 刻 , 宇宙 空间 中 不 存 
在 相距 无 限 远 的 两 个 点 . 


PS RE 元 可 以 算出 宇宙 空间 的 体积 


1/Vk 


= | V= = V 一 -dr f sinodo f" dy 
0 
1/Vk 2 

= 4nR(t) | = 
0 


V1 -- kr? 
= n? R3(t)k—9/2, `- (1.3.4) 


任何 时 刻 宇 宙 空 间 的 体积 都 是 有 限 的 . 所 以 , k > 0 的 宇宙 空间 是 有 限 的 . 
(2) k < 0 的 宇宙 空间 . 此 时 积分 (1.3.2) 给 出 


l= R(t), „Vre + V1 -krh (1.3.5) 
a ey ass V—kra + J1—kr4 Bi 
A (1.3.5) 表明 , 任 一 时 刻 AB 间 的 距离 没有 上 限 . 所 以 kk < 0 的 宇宙 空间 是 无 


限 的 . 
(3) 大 = 0 的 宇宙 空间 . 此 时 , 积分 (1.3.2) 给 出 


l= R(t)r. (1.3.6) 


显然 , = 0 的 宇宙 空间 也 是 无 限 的 . 


1.4 粒子 和 光子 的 行为 


现在 我 们 讨论 粒子 (质点 ) 和 光子 在 R-W 空 - 时 中 的 运动 , 采用 式 (1.2.7). 在 
A (1.2.7) 的 坐标 系 中 , 一 个 静止 的 恒星 相对 于 原点 的 固有 ( 纯 空 间 ) 位 移 D 由 式 


D = V-gux = R(t)x (1.4.1) 
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确定 . MRS HKG R 随时 间 变化 , 则 恒星 之 间 以 及 星系 之 间 的 距离 也 将 随时 间 
变化 , 好 像 球面 上 两 个 固定 点 之 间 的 距离 ( 沿 球面 上 的 短程 线 ) 随 着 球 半径 的 变化 
而 变化 一 样 . 由 此 产生 的 速度 户 和 位 移 D 成 正比 


_8D RR 
=> = RD. (1.4.2) 
适当 选择 坐标 轴 的 方向 ， 使 一 个 自由 运动 的 试验 粒子 沿 一 条 径 向 轨道 [x = 


x(s),9 = 常数 , p = 常数 ] 运动 . 这 时 粒子 的 世界 线 是 度 规 


ds? = dt? — R?(t)dy’ (1.4.3) 
的 短程 线 . 由 短程 线 方程 可 以 得 到 守恒 定律 
RAŽ = e = const. (1.4.4) 


设 粒子 的 静止 质量 为 mo, 用 v 表示 速度 RŽ, 用 p 表示 动量 mv = mv/ VI-A, 
则 守恒 定律 (1.4.4) 在 三 维 空间 具有 形式 


pR = const. (1.4.5) 


式 (1.4.5) 表明 , 对 于 自由 运动 的 粒子 , 其 动量 和 字 宙 半径 的 乘积 等 于 常数 . 
对 于 光子 , 人 们 期 望 得 到 一 个 类 似 的 结果 , 即 光子 的 波长 或 频率 和 宇宙 半径 的 
关系 . 
和 导出 式 (1.3.2) 的 情况 一 样 , RAB 两 点 沿 坐 标 r 的 方向 . 4 点 有 一 光源 , 于 
t 二 tA 时 刻 发 出 一 波 面 , 传播 到 B 点 的 时 刻 为 ts. 将 ds = dg = dy = 0 代入 度 规 
(1.2.1) 得 


dr? 
dt? = R*(t) 5 = 0, (1.4.6a) 
分 离 变量 并 积分 , 得 到 
te dt "B dr 
Rad. ATE (1.4.6b) 
男 一 波 面 于 ta + At, 时 刻 自 4 ARH, F tp + Ats 时 刻 到 达 B A. 同 理 可 得 
tp+Ate a 
J a =/ A 一- (1.4.7) 
假设 在 上 述 过 程 中 ra 和 rp aie 两 式 相 减 , 得 到 
tptAte dt te dt 
J RO Ja RO” 
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即 


ta dt tp+Atp dt tp+Atp dt tB dt 
a E Loa) 
Fae R(t) ta R(t) ta R(t) t 巨 十 At R(t) 


tat+Ata dt tB+Atp dt 
J, R(t) A R(t)’ 


式 中 ta < ta < ta + Ata,tg < tp < tp + Atge. 考虑 无 限 近 的 两 个 波 面 ， 即 
Ata > 0, Atg 一 0, RATA 
Ata _ Atg 
R(ta) R(ts) 


根据 积分 中 值 定 理 , 有 


( 当 At, — 0, Atg — 0). 


itis . Atg va _ AB _ Ritz) 
Mohan ve M RO eae 
或 
vR = const. (1.4.9b) 
由 式 (1.4.9a) 可 以 得 到 红 移 z 的 表达 式 
poe AA BE) og (1.4.9c) 


àa R(ta) 
当 R(tp) > R(ta) (宇宙 膨胀 ) 时 , z > 0 (A8); 5 R(tp) < Rta) (宇宙 收缩 ) 时 ， 
z <0 (RB); 4 Rts) = R(t4) (宇宙 为 静态 ) 时 , z = 0 (无 频 移 ). 
如 果 在 比较 短 的 时 间 (t-ta) A R(t) 的 变化 比较 小 , 可 将 R(t) 展开 为 (t-ta) 
的 泰勒 级 数 并 取 其 前 几 项 . 展开 式 为 
R(t) = R(tA) + R(tA)(t — ta) + 3 Rta)(t — ta)? + 
= R(ta) 1+ H(t ta) ~ aH ta) t | : (1.4.10) 


式 中 
H(ta) = R(ta)/R(ta) (1.4.11) 


称 为 哈 勃 (Hubble) 常数 ; 


_ R(ta)R(ta) 


A= R?(t,) 


(1.4.12) 
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称 为 减速 因子 . 
将 式 (1.4.10) 代入 式 (1.4.9c), 得 到 红 移 > 和 光 的 传播 时 间 的 关系 : 


z= H(ta~ta) + (1+2) H?’ (ta — tp) +.… í (1.4.13) 
通常 , 用 红 移 与 光源 距离 的 关系 来 检验 RW 度 规 用 于 宇宙 模型 的 正确 性 . 在 一 级 
近似 下 , 将 式 (1.4.10) 代入 式 (1.4.3)(ds = 0), 积分 得 


=. at ~ tB—ta , H(tp— ta)” 
= 十 一 -一 一 一 十 .…. 1.4.14 
X= Ja R@ ~ Rs) 十 2) = 


应 用 式 (1.4.1) 和 (1.4.2), 得 到 
2=HD+3(q+1)H?D? +. = D+ (D+ Db) +.. (1.4.15) 


A (1.4.15) 表明 , 在 一 级 近似 下 红 移 正比 于 光源 与 观察 者 的 固有 距离 , 或 正比 于 光 
源 速度 D 与 光速 (c= 1) 的 比值 . 这 就 是 哈 勃 定律 . 这 一 定律 是 哈 勃 (1929) 在 总 结 
大 量 观测 资料 的 基础 上 发 现 的 , 它 表 明 宇 宙 中 任何 两 颗 恒 星 (或 星系 ) 都 在 相互 退 
47, 即 宇宙 在 膨胀 
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要 确定 宇宙 的 演化 , 就 必须 确定 R-W 度 规 中 的 宇宙 半径 的 函数 形式 R= R(t) 
和 标志 曲率 的 参量 k 宇宙 动力 学 的 任务 是 根据 宇宙 物质 的 性 质 和 爱 因 斯 坦 引 力 场 
方程 计算 这 两 个 量 . 
2.1 爱 因 斯 坦 场 方程 
理想 流体 的 爱 因 斯 坦 场 方程 具有 形式 


1 
Ry n zImR + Juv À — 8nTuv, 
Tuy = (p T P)UpUy — PGpv: (2.1.1) 


在 随 动 系 中 , un — 62, 对 于 均匀 字 宙 , p Al 只 是 时 间 t 的 函数 . 由 R-W 度 规 可 得 


R?(t) 
= 1 i = 0, — ——— 
goo > 90 911 Ikr? 
g22 = —r°R? (t), 933 = —r? R? (t) sin? 6; (2.1.2) 


Roo = -3R/R, Roi = 0, 
Ri; = (RR + 2R? + 2k)gij/ R°. (2.1.3) 
注意 到 w, = 60, 我 们 有 | 


1 1 
Spy 三 Tuv = Iu TE = zP = P)Guv T (p T P)UpUr, 
1 
Soo = zP + 3p), Soi = 0, 
1 
sj = -por (2.1.4) 


于 是 便 可 组 成 爱 因 斯 坦 场 方程 Rw = 81S... 它 的 0i 分 量 为 一 恒等式 , 00 分 量 和 
ii 分 量 分 别 为 


3R 
R= —4n(p + 3p), (2.1.5) 


RR+ 2R? + 2k = 4n(p — p)R?. (2.1.6) 
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消去 R, 得 到 
R? k 8 
mte =P. (2.1.7) 
同时 , 将 式 (2.1.1) 和 wy = 60 代入 Te = 0 得 守恒 方程 具体 形式 
pR? = SR (p+p), 
即 
(oR?) = —3pR?. (2.1.8) 


式 (2.1.5)~(2.1.8) 中 只 有 两 个 方程 是 独立 的 ， 当 给 定 物 态 方程 p = plp) 时 , 由 式 
(2.1.8) 可 以 确定 函数 p = p(R), 从 而 由 式 (2.1.7) 积分 定 出 R = R(t). MA, F 
宙 动 力学 的 基本 方程 是 爱 因 斯 坦 方程 (2.1.7)、 能 量 守 恒 方 程 (2.1.8) 和 物 态 方 程 
p = p(p). 

以 R-W 度 规 为 基础 , 按 上 述 程序 确定 R(t) 的 宇宙 模型 称 为 弗 里 德 曼 (Fried- 
mann) 模型 , 或 称 标准 宇宙 模型 . 


2.2 ” 弗 里 德 曼 宇宙 模型 


在 不 知 物 态 方程 p = p(p) 情况 下 , 分 析 场 方程 和 守恒 方程 , 也 可 得 到 许多 关于 
弗 里 德 曼 宇 宙 现 在 、 过 去 和 将 来 的 膨胀 情况 . 


由 方程 (2.1.5) 可 知 , 只 要 p 十 3p > 0, 就 有 < 0. 根据 现在 的 观测 事实 , 有 


R/R > 0 (观测 到 红 移 ), R > 0. 由 此 可 画 出 函数 R= R(t) 的 曲线 (图 2-1). 设 曲线 
与 t 轴 的 交点 为 t= 0, 即 


R(0)=0. (2.2.1) A 
此 时 容易 证 明 , 5 t= 0 时 曲率 标量 


6 
R(t) 


1 


ae R(t) 


R(t) + (R?(t) + k)| 一 ov. 
(2.2.2) 
sh (2.2.2) 表明 宇宙 必然 在 过 去 的 某 一 时 刻 为 一 奇 
点 , 从 那 时 开始 “爆炸 ” 开 来 , 膨胀 到 今天 方 有 这 么 
大 的 字 宙 半径 R(to)， 从 宇宙 为 奇 点 到 现在 所 经 历 
的 时 间 to 自然 被 称 为 字 宙 年 龄 , 如 图 2-1 所 示 . E 


如 果 R(t) = 0, 40 <t < to, A R(t) = A = const, R(t) = At. 根据 哈 勃 常数 
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定义 式 (1.4.11): Ho = R(to)/R(to), 由 上 式 得 到 


to=— (R=0, 40<t<to). (2.2.3) 
Ho 
根据 观测 得 到 的 哈 勃 常数 值 Ho = 50km/s-Mpc (1Mpc= 3.08 x 1074cm), 可 知 Hot = 
2 x 1010 年 . 
如 果 Rit) <0(0<t<to), WA 
to < x (2.2.4) 
宇宙 年 龄 的 计算 将 在 2.4 节 中 给 出 . 
顺便 提 一 下 , 上 面 讨 论 的 是 p+3p > 0 的 情况 , 如 果 在 宇宙 早期 有 p+3p = 0, 则 
宇宙 不 存在 初始 奇 点 . 字 宙 早期 以 辐射 为 主 , 因而 有 态 方程 = 2p, 此 式 与 p+3p = 


0 一 起 , 导致 p = p = 0. 此 时 由 式 (2.1.5) 和 (2.1.6) 得 到 È = 0, R? = 一 k(k < 0), 
Mi Ry = 0, 即 宇宙 空 -时 是 Ricci 平 直 的 .此 时 |Réh-0 = ARE. 因此 
3p+p=0 的 宇宙 模型 没有 初始 奇 点 . 

Friedmann 宇宙 的 未 来 是 无 限 膨胀 还 是 收缩 决定 于 空间 曲率 的 符号 . 由 式 
(2.1.8) 可 知 , 只 要 p > 0, 则 d(pR3)/dR < 0, p BA R 增 大 而 减 小 的 速率 至 少 等 于 
R`. 所 以 pR? 一 0 (至 少 正 比 于 R-), RAR (2.1.7) 有 


R?+k— 0. 


WR k= 一 1, 由 于 R? > 0, 所 以 R(t) 必然 继续 增 大 . 由 上 式 可 知 R? 一 —k, Rt. 
因此 , WR k = 一 1, 宇宙 将 无 限 膨胀 , 47 k= 0, M R? 一 0 且 R?2 >0, 所 以 R(t) 
继续 增 大 , 只 是 比 上 增 大 得 慢 ， 因 此 , k = 0 SHH HOCK. 对 于 上 = 41, 式 
(2.1.7) 可 改写 为 

JU 


R? = z PR? ~k = EpR? —1. (2.2.5) 


当 pR 减 至 1 时 R? = 0. 由 于 R(t) < 0, AR 
I) FS, 所 以 此 后 R(t) 减 小 , 最 后 宇宙 必然 在 将 
来 的 一 段 有 限时 间 内 再 次 缩 至 奇 点 (R= 0), 如 
2-2 所 示 . 

大 约 在 弗 里 德 曼 模型 提出 7 年 以 后 , E. P. 
Hubble 于 1929 年 发 现 了 宇宙 红 移 现象 . 这 是 对 
广义 相对 论 宇 宙 学 的 重要 验证 之 一 . 宇宙 红 移 的 
发 现 不 仅 证 明了 广义 相对 论 宇宙 学 特别 是 宇宙 
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ERESHE, 而 且 可 以 通过 对 红 移 的 严格 计算 确定 均匀 、 各 向 同性 宇宙 模型 


中 哪 一 个 更 适合 于 描述 真实 的 宇宙， 原则 上 可 以 由 红 移 [作为 距离 的 函数 ， 见 式 
(1.4.15)] 确定 哈 勃 常数 H 和 减速 因子 q, 从 而 确定 宇宙 的 演化 . 


2.3 ”宇宙 物质 的 密度 和 压强 
ennai H = © 和 减速 因子 q = 代入 场 方程 (2.1.5) 和 (2.1.6), 得 到 


_ 3 k 2 
i. 
Po = = R + H (1 — 2q0)| , (2.3.2) 


式 中 下 标 0 表示 取现 在 的 值 . > 


_ 3HG 


pe = Br (2.3.3) 


由 式 (2.3.1) 可 知 


po > pc = Kk > O, 
po < Pe =k <0, 
Po = Pc = k = 0. (2.3.4) 


取 Ho = 50km/(s- Mpc), 可 得 pe = 5 x 107% g/cem®. 根据 观测 , 可 认为 宇宙 现在 的 
物质 形式 主要 是 非 相 对 论 性 的 , 且 满 足 条 件 


Po < 00. (2.3.5) 
此 时 由 式 (2.3.2) 和 (2.3.1) 得 到 


k= Ri(2qo = 1) Ho, 
Po/ Pe = 290; (2.3.6) 
从 而 有 


=k=0. (2.3.7) 
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宇宙 是 闭合 的 还 是 开放 的 , 按照 式 (2.3.4) 决定 于 po. po < pe, 字 宙 是 开放 的 ; po > 
be, 宇宙 是 闭合 的 . 或 者 按照 式 (2.3.7) 决定 于 减速 因子 go. qo < > 字 宙 是 开放 的 ， 


3 字 宙 是 闭合 的 . po 可 以 通过 测量 星系 质量 (由 测量 光度 得 到 ) 来 确定 , 结果 
为 


z ~ 0.010 ~ 0.028. (2.3.8) 
qo 可 以 由 红 移 -光度 关系 的 观测 确定 , BRA 
qo œl, po 2pc. (2.3.9) 


根据 式 (2.3.8), 宇宙 是 开放 的 ; 根据 式 (2.3.9), 宇宙 是 闭合 的 . 为 了 解决 这 一 矛盾 ， 
可 以 假设 go = 1 是 正确 的 , 再 设法 寻找 普通 星系 之 外 的 质量 , 这 一 至 今 还 未 找到 的 
质量 的 平均 密度 应 为 2 x 10-29g/cm3. 经 过 几 十 年 的 努力 , 在 这 方面 有 了 一 定 的 进 
Fe, 如 黑洞 、 暗物质、 中 微 子 的 静 质 量 .……: , 如 果 存 在 的 话 , 都 会 有 助 于 这 一 问题 
的 解决 . 


2.4 ”宇宙 年 龄 的 计算 


由 2.2 节 中 的 讨论 可 知 , 宇宙 物质 静 质 量 的 能 量 密度 p ~ R, 而 辐射 的 能 量 
密度 pr ~ R. 因此 , 可 以 认为 在 现在 的 宇宙 中 , 已 知 形式 的 辐射 能 量 密度 小 于 静 
质量 的 能 量 密度 . 宇宙 物质 主要 由 非 相 对 论 的 松散 物质 (ER) 构成 . 在 这 个 时 期 ， 
宇宙 动力 学 方程 ( 爱 因 斯 坦 方程 ) 为 式 (2.1.7) 


R? +k = TpR? (2.4.1) 
由 于 p~ R, WA m 
5 = (x) (2.4.2) 
由 式 (2.3.6) 可 得 
k 2 81 2 
Re (2g0 — DHo, Po = 240Ho. 
代入 式 (2.4.1) 和 (2.4.2), 得 到 
, 2 
63 = H [ 一 2qo + 2q0 C3) . (2.4.3) 


积分 式 (2.4.3) 给 出 t 的 表达 式 


1 R/Ro 240 一 1/2 
t = — — 一 一 4. 
ii f (1 2q + 2 ) dz, (2.4.4) 


2.4 ”宇宙 年 龄 的 计算 


代入 R= Ro, 得 到 宇宙 现在 的 年 龄 
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(2.4.5) 


只 要 q > 0, WA to < Hp", 即 式 (2.2.4). 式 (2.4.5) 给 出 的 函数 关系 如 图 2-2 BRA. 


当 qo > 5(k=+1,p0 > pe) 时 , 积分 得 


qo -3/2 | ( 1 ) ~ _ va 
top = — (2go — 1 arccos | — — 1 2 1 ; 
0 Hy go ) qo a qo ) 
RA qo © 1, Hgt! ~ 2 x 10 年 , 得 到 


to © (5 一 1) H x 1.1 x 1010 年 . 


由 式 (2.4.5) 还 可 以 求 出 两 次 R = 0 之 间 的 时 间 间 隔 , BUS AY E”. 


713 x 1010 年 . 


当 go = 5 (k = 0, po = pc) 时 , 积分 式 (2.4.4) 给 出 


A (2.4.9) 表明 R(t) 无 限 增 大 . 代入 Hp) = 2 x 101° 年 , 得 到 
to = =H" =~ 1.3 x 102° =. 
这 一 模型 称 为 Einstein-de Sitter 宇宙 模型 . 
当 0 < g < (k = —1, po < pe) 时 , 积分 式 (2.4.5) 给 出 
to = x ja — 2qo)~* — qo(1 — 2qo)~*/?arcch (= = 1) | 


如 果 取 po 为 星系 内 的 质量 密度 , go ~ 0.014, Bi ~ 2 x 10 年 , WA 


to = 0.96H,! ~ 1.9 x 101° 年 . 


(2.4.6) 


(2.4.7) 


(2.4.8) 


(2.4.9) 


(2.4.10) 


(2.4.11) 


根据 同位 素 衰变 的 方法 和 天 文学 其 他 方法 测 得 地 球 的 年 龄 大 约 为 4.5 x 10° 年 ， 


太阳 系 的 年 龄 大 约 为 5 x 10° 年 , 银河 系 的 年 龄 大 约 为 1.1 x 101° 年 . 
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2.5 粒子 视界 和 事件 视界 


光速 是 所 有 信号 传播 速度 的 上 限 . RE r 处 于 时 刻 发 出 的 光 在 时 刻 t 到 达 
r=0, W) r = 0 处 的 观察 者 在 时 刻 t 只 能 观测 到 来 自 区 域 + <r, 的 信号 , 即 只 能 看 
到 这 个 区 域内 的 粒子 (ER). 

径 疝 光线 的 传播 方程 可 写 为 式 (1.4.6) 


| -f A 2) 
如 果 当 二，0 时 左 端 积分 发 散 ,+ = 0 处 观察 者 能 够 观测 到 宇宙 中 任何 随 动 粒子 
(BR) 在 足够 早 时 发 出 的 信号 ; 如 果 当 t — 0 时 左 端的 积分 收敛 , 则 由 式 (2.5.1) 
可 以 确定 n, 即 存在 一 个 有 限 的 区 域 , > = 0 处 观察 者 在 时 刻 t 只 能 看 到 这 区 域内 
的 随 动 粒子 (星系 ). 这 一 区 域 的 边界 称 为 粒子 视界 . 以 rz (t) 表示 粒子 视界 的 径 向 
Ae, 则 相应 的 固有 空间 距离 为 


rH(t) dr 
Du(t) Ti V 一 9g11d7 = 一 Ro f E 


= R(t) [4 a" (2.5.2) 


由 式 (2.4.3) dt 解 出 , FRA SK (2.5.2) 右 端 被 积 式 中 , 积分 得 到 
当 go > =(k = +1) 时 


Du(t) = net — 1)~1/? arccos 1- (290 — 1) R(t) | 


gqofto 
4g = (k =0) 时 
3/2 
ou-z oj” 
4 go < 5(k = -1) 时 
Du(t) = i Roo ~ 2g0) 1/2arcch i4 Ea ; (2.5.3) 


对 于 一 些 宇宙 模型 , 在 宇宙 的 全 部 演化 过 程 (R = 0 一 Rmax > 0), 空间 一 点 
(r = 0) 的 观察 者 所 能 看 到 的 全 部 事件 也 只 能 在 有 限 范围 内 , 这 一 范围 的 边界 叫做 
事件 视界 . 
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在 积分 (2.5.1) P, 5 t 一 7 (宇宙 寿命 ) 或 上 一 oo 时 , 者 左 端 积 分 发 散 , 则 不 
存在 事件 视界 , 位 于 = 0 的 观察 者 只 要 等 待 有 限 长 时 间 就 能 观测 到 宇宙 中 任 一 事 
件 . EA (2.5.1) 左 端 积分 收敛 , 则 存在 事件 视界 , 此 时 有 


th Ole > f = 一 A (2.5.4) 
式 中 , r 为 宇宙 年龄 或 无 限 大 , 7 为 事件 视界 [到 观察 点 (r= 0)] 的 径 向 坐标 . 对 于 
qo < 3 的 模型 , t 一 co 时 左 端 积分 发 散 , 没有 事件 视界 .go > 5 的 模型 , 左 端 积 


距离 FEI RA 间 
DE(t1) =R(t1) i _ R(t) 


x {2 — arccos 1- ma 上 (2.5.5) 


26 含有 宇宙 因子 的 模型 


我 们 回 到 AA 0 的 引力 场 方程 , 讨论 相应 的 几 种 宇宙 模型 . 
对 于 含有 宇宙 项 的 场 方程 , 代入 R-W 度 规 并 进行 和 得 到 式 (2.1.5) 和 (2.1.6) 
一 样 的 运算 , 得 到 


(24 go — 1)-/2 


2k R? k 
R'E T Ri A = —87p. (2.6.2) 


将 式 (2.6.1) 对 t 微分 并 代入 式 (2.6.2), 得 到 关系 式 
E (pR°) Ep © RS = = 0. (2.6.3) 


这 就 是 式 (2.1.8). FE 2.1 节 我 们 由 守恒 定律 得 到 了 此 式 . 与 那里 的 情况 一 样 , 方程 
(2.6.1)~(2.6.3) 中 只 有 两 个 是 独立 的 . 
对 于 零 压 (p= 0) 的 情况 , HA (2.6.3) 可 知 pR3 = 常数 . 为 了 方便 起 见 , > 


8 
C= = eR’, (2.6.4) 


RAK (2.1.7), 得 到 


R? = Ba AR 一 大 三 F(R,),k). (2.6.5) 
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式 (2.6.5) 称 为 弗 里 德 曼 膨胀 方程 . 由 这 一 方程 可 知 , 如 果 a(t) 是 一 个 解 , 则 将 t 换 
为 # = (+t + const) 之 后 对 应 的 a(t’) 仍 是 一 个 解 , 因此 , 可 以 任意 选择 时 间 坐 标 起 
点 t= 0. 又 因为 R= 0 ABA, 通过 此 点 时 R 不 应 改变 , 所 以 R(t) 不 变 号 . 现在 
R > 0, 于 是 始终 有 R(t) > 0. 作为 例子 , 下 面 讨论 爱 因 斯 坦 宇 宙 和 de Sitter FH. 
1. 爱 因 斯 坦 宁 密 
爱 因 斯 坦 在 建立 场 方程 后 不 久 , 就 试图 用 于 字 宙 学 . 当时 还 没有 发 现 哈 勃 定律 ， 
爱 因 斯 坦 致力 于 建立 一 个 静态 的 宇宙 模型 , 后 来 称 为 爱 因 斯 坦 宇 宙 . 在 上 面 两 个 方 
程 中 令 所 有 的 时 间 导 数 等 于 零 , 并 令 入 = 0 ( 爱 因 斯 坦 开始 建立 的 场 方程 ), 得 到 
k 87 k 
Rig” FB 将 
观测 结果 是 p>0,p~0. 上 式 无 法 与 观测 结果 一 致 . 因此 , 爱 因 斯 坦 在 场 方 程 中 人 
为 地 引入 了 宇宙 项 Agu. 引入 字 宙 项 后 的 静态 场 方程 为 
k À 8r k 


a 


代入 ps 0, 得 到 py = 入 = Amp. 由 于 p>0, 所 以 有 和 > 0, = +1. 因此 , 静态 的 
爱 因 斯 坦 宇 宙 是 一 个 具有 正 的 常 曲率 的 闭合 宇宙 . 此 时 度 规 (1.2.7) 具有 形式 
ds? = dt? — R?(dx? + sin? z(d0? + sin? Gdy?)], R = const. (2.6.6) 


2. de Sitter $F 
这 是 一 个 假想 的 既 无 物质 又 无 辐射 的 宇宙 模型 . 由 含 宇 宙 项 的 场 方程 可 知 , 没 
有 物质 (Tv = 0) 的 空间 也 是 弯曲 的 . 将 p =p = 0 代入 式 (2.6.1) 和 (2.6.2), 得 到 
A= aa (BR? +h), RÈ = Ř? +k = Ei 
积分 上 式 , 对 于 A> 0, 得 到 


1 
e 


1 
R= a Mit, k= —l, 


ch 41t， k = +1, 


R=Ce“t, k=0. (2.6.7) 
AP A, = (A/3)'/2; 
对 于 入 < 0, 得 到 1 
R= cosAzt, k=-1. (2.6.8) 
2 


式 中 A = (一 和 /3)'/2; 
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对 于 入 = 0, 得 到 
R = const, k=0. (2.6.9) 
由 式 (2.6.7)~(2.6.9) 确定 的 字 宙 称 为 de Sitter FH. 该 宇宙 对 应 的 空间 是 具 
有 最 大 对 称 性 的 四 维 常 曲率 空间 . 为 简单 起 见 , 设 R(t) = et, 此 时 Killing 方程 具有 


形式 
oes. 3E 4 , 
oe a vee 
De ae -0 
a ge e i 25;;£°. (2.6.10b) 
这 一 方程 组 的 解 含 有 14 个 参量 (AY 和 BY’) 
E =A? + Bois", 


P . f ; 1 f 
é = At — = Ala = 5 Boe = í kT" T? 


+ 6jk Bich + Biz". (2.6.11) 


Hast (2.6.10b) 可 知 B” 中 只 有 6 个 独立 分 量 , 所 以 实际 上 有 10 个 独立 的 Killing 
RE. 因为 ” 维 空间 最 多 存在 n(n + 1)/2 个 Kiling RÆ, 所 以 de Sitter 空间 是 具 
有 最 大 对 称 性 的 空间 . 这 就 是 说 ， 四 维 最 大 对 称 空间 有 Minkowski 空间 和 de Sitter 
室 间 .在 这 样 的 空间 中 既 不 存在 任何 优越 的 空间 方向 , 也 不 存在 任何 优越 的 时 间 
方向 . 

de Sitter 空间 的 10 个 参量 等 度量 变换 群 正 是 五 维 “转动 ” 群 , 它 保持 元 素 为 
+1 十 1 十 1 十 1 一 1 的 对 角 和 矩阵 不 变 , 这 个 群 称 为 de Sitter Æ. de Sitter 宇宙 虽然 
因为 没有 物质 又 没有 辐射 而 不 能 作为 真实 的 宇宙 模型 , 但 是 任何 入 > 0 的 宇宙 当 
r — oo 时 都 过 渡 到 de Sitter 宇宙 . 

3. Lemaitre $F 


Lemaitre F 1927 年 提出 一 个 比 爱 因 斯 坦 宇 宙 具 有 更 多 物质 的 宇宙 模型 . 膨胀 
方程 (2.6.5) 中 的 常数 C > 0,k = +1. 由 式 (2.6.5) 确定 的 R-t 曲线 可 知 标 度 因子 
R(t) 自 t= 0 开始 增 大 , 宇宙 膨胀 , 随后 膨胀 变 慢 . 在 R 等 于 某 一 常数 R. 时 膨胀 
速率 达 极 小 值 , 此 后 膨胀 又 加 快 , 最 后 趋 于 de Sitter 宇宙 解 (2.6.7). 这 一 模型 的 特 
点 是 持续 膨胀 , 但 中 间 一 段 膨胀 曲线 有 拐点 . 这 是 一 种 自 初 始 奇 点 R(0) = 0 出 发 
无 限 膨 胀 的 模型 . 


2.7 宇宙 早期 结构 和 背景 辐射 


原则 上 讲 , 直接 观测 遥远 的 恒星 可 以 得 到 字 宙 过 去 的 信息 , 但 是 宇宙 起 源 于 类 
空 奇 点 , 对 应 于 无 限 大 的 红 移 . 在 宇宙 诞生 后 的 一 段 时 间 里 仍然 有 很 大 的 红 移 ， 
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此 实际 上 看 不 到 遇 远 的 天 体 . 于 是 , 人 们 只 能 观测 离 地 球 较 近 的 星 , 根据 它们 现在 
的 情况 和 局 部 演化 规律 来 推断 宇宙 早期 的 状态 . 

所 有 的 观测 和 计算 都 表明 , 早期 宇宙 (大 约 107° 年 以 前 ) 和 今天 的 宇宙 很 不 相 
同 . 早期 宇宙 物质 处 于 高 密 状 态 , 基本 粒子 的 相互 作用 起 决定 性 作用 , 这 时 时 间 尺 
度 也 要 有 所 改变 . 人 们 注意 到 , 时 间 概 念 本 身 是 没有 绝对 意义 的 , 时 间 的 测量 总 要 
和 物质 的 性 质 联系 在 一 起 . 弗 里 德 曼 的 坐标 时 间 (世界 时 ) t 是 宇宙 大 量 元 素 的 固 
有 时 间 . 从 现在 的 宇宙 来 看 , 一 个 星系 就 是 一 个 很 好 的 钟 , 但 在 宇宙 早期 只 有 基本 
粒子 和 它们 的 相互 作用 起 决定 作用 , 所 以 只 能 以 它们 的 相互 作用 和 转化 作为 钟 . 用 
这 样 的 相继 发 生 的 一 系列 物理 过 程 测量 时 间 , 即使 是 宇宙 早期 , 距 R= 0 也 是 无 限 
遥远 的 . 因此 人 们 又 分 出 一 个 “宇宙 极 早 期 ”. 


1. 字 宙 演化 简 史 


现在 宇宙 物质 的 能 量 -动量 张 量 , 其 主要 部 分 由 星系 物质 构成 ,辐射 部 分 是 极 
其 微小 的 . 人 们 推断 宇宙 早期 是 以 辐射 为 主 的 . 这 样 的 物 态 方程 可 写 为 


p = 3/p, (2.7.1) 


其 能 量 -动量 张 量 可 形式 地 用 理想 流体 的 能 量 -动量 张 量 (2.1.1) 表示 , 将 这 一 物 态 
方程 代入 式 (2.6.1) 和 (2.6.2) 的 相 容 条 件 
p 3R 


积分 得 到 
pR* = A = const. (2.7.3) 


而 将 零 压 尘埃 的 能 量 -动量 张 量 Tv = puru, 代入 式 (2.7.2), 积分 得 
pR? = M = const. (2.7.4) 


比较 式 (2.7.3) 和 (2.7.4) 可 以 看 出 , 当 宇宙 半径 R 减 小 时 , 辐射 能 量 密度 比 尘 埃 能 
量 密度 增 大 得 更 快 , 当然 , 辐射 温度 也 会 升 高 , 量子 辐射 将 转变 为 高 能 辐射 , 粒子 对 
将 大 量 产生 . 由 此 可 以 推断 早期 宇宙 的 演化 模型 . 

宇宙 早期 , 物质 开始 处 于 一 种 高 温 ( 约 1012K) 高 密 状态 . 所 有 基本 粒子 (包括 
它们 的 反 粒 子 ) 都 被 束缚 于 热力 学 平衡 态 . 随 着 宇宙 的 迅速 膨胀 , 温度 降低 , 平衡 
向 有 利于 稳 态 粒子 产生 的 方向 移动 , 电子 、 质子、 较 轻 的 原子 核 、 中 微 子 和 光子 从 
束缚 态 释 放出 来 . 随 着 宇宙 的 继续 膨胀 和 冷却 , JET RAR AR: 光子 不 再 有 足够 的 
能 量 形成 正 反 粒子 对 , 也 不 再 把 能 量 给 予 别 的 粒子 ; 同时 , 光子 气 的 能 量 密度 比 其 
他 物质 的 能 量 密度 减 小 得 更 快 , 它们 不 再 影响 以 后 的 膨胀 . 当 温 度 大 约 为 10"K 时 ， 
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中 子 和 质子 聚变 成 较 重 的 核 , HFEA Het 以 及 其 他 元 素 组 成 的 电离 气体 ; 按 质 
量 计 大 约 含 有 27% WA. 此 后 光子 、 中 微 子 和 反 中 微 子 气 继续 自由 膨胀 , 一 直到 
T =~ 4000K 时 氧 的 复合 为 止 .在 103K 和 105K 之 间 的 某 一 温度 , 光子 、 中 微 子 和 反 
中 微 子 的 能 量 密度 开始 小 于 氨 和 氢 的 静 质 量 密度 , 宇宙 进入 物质 为 主 的 时 期 . 
近年 来 , 建立 在 大 统一 理论 基础 上 的 暴 胀 宇宙 学 已 经 涉及 t 2 10-36s 的 极 早 
期 (EKA, 2000 及 其 参考 文献 ). 那 时 宇宙 己 开 始 出 现 正 反 粒 子 数 的 不 对 称 . 
2. 微波 背景 辐射 
从 光子 和 物质 退 耦 时 开始 , 光子 气 单独 满足 守恒 方程 7 名 = 0. RAA (2.7.2), 
得 到 
py, Rt = A. (2.7.5) 
与 式 (2.7.3) 不 同 , py, 不 支配 R(t) 的 变化 . 由 普 朗 克 辐 射 定律 有 
所 以 , 随 着 半径 R(t) 的 增 大 , 宇宙 温度 T 按 规 律 
T ~ R} (t) (2.7.7) 


降低 . 
1965 年 , A.A.Penzias 和 R.W.Wilson 完成 了 对 To (现在 的 宇宙 背景 温度 ) 的 测 
E, 发 表 了 题 为 《在 4080MHz 处 剩余 天 线 温度 的 测量 》 的 论文 , 公布 了 测量 结果 


Ty = 3.5K + 1K. | (2.7.8) 


观测 结果 和 理论 预言 相符 合 . 这 一 发 现 是 自从 哈 勃 定律 以 来 广义 相对 论 宇 宙 学 获得 
的 最 大 成 功 . 此 后 又 有 重复 观测 , 均 得 到 一 致 的 结果 . 宇宙 演化 到 现在 , 残留 的 辐射 
是 各 向 同性 的 , 其 频谱 对 应 于 温度 To = 2.7K 的 黑体 辐射 . 

宇宙 温度 约 为 4000K 时 光子 和 其 他 物质 已 经 退 耦 . 由 式 (2.7.8)、(2.7.7) 和 
(1.4.9c) 可 以 得 到 那 时 的 红 移 


z = 3 — 1 ~ 1480. (2.7.9) 


因此 , 宇宙 背景 辐射 使 我 们 能 够 追溯 到 更 早期 的 宇宙 历史 , 比 观测 遥远 天 体 所 
涉及 的 时 间 早 得 多 , 甚至 可 以 追溯 到 宇宙 诞生 后 的 几 秒 钟 . 观测 到 的 这 种 辐射 的 高 
度 各 癌 同 性 表明 , 直到 现在 , 宇宙 还 是 类 弗 里 德 曼 的 , 地 球 相对 于 宇宙 物质 整体 的 
静止 系 以 极 小 的 速度 运动 . 
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除 本 篇 第 2 章 讨 论 的 几 种 宇宙 模型 外 , 还 有 一 些 不 同 的 宇宙 模型 . 实际 上 , + 
宙 模 型 就 是 能 够 正确 描述 观测 到 的 宇宙 性 质 的 引力 场 方程 的 严格 解 . 虽然 只 有 一 个 
真实 的 宇宙 , 但 由 于 观测 到 的 数据 是 有 限 的 , 而 且 有 些 观 测 结果 还 很 不 确定 (如 减 
速 因子 的 数值 ), 故 只 要 能 够 和 现 阶段 观测 结果 相符 , 那些 在 宇宙 奇 点 附近 不 同 的 模 
型 都 应 该 是 同等 有 效 的 . 有 些 已 知 的 宇宙 解 在 t= 0 附近 是 高 度 不 均匀 的 和 各 问 异 
性 的 , 然后 逐渐 趋 于 弗 里 德 曼 宇宙 , 所 以 仍然 和 现在 的 观测 结果 一 致 . 换言之 , 所 有 
能 够 导致 观测 到 的 红 移 和 微波 背景 辐射 的 模型 都 不 会 被 淘汰 ， 甚 至 有 些 宇宙 解 不 
能 解释 现在 观测 到 的 宇宙 现象 , 人 们 也 要 去 研究 . 这 是 因为 任何 一 个 模型 都 是 对 真 
实 的 宇宙 做 了 大 量 的 简化 才 得 到 的 , 只 有 通过 大 量 模型 的 研究 才能 确定 哪些 简化 是 
允许 的 , 哪些 是 假定 是 必需 的 . 


3.1 Bianchi-] 型 宇宙 


按照 混沌 宇宙 模型 (Misner, 1973), 宇宙 早期 可 能 是 各 向 异性 的 . 本 节 讨 论 的 
就 是 比 均匀 各 向 同性 空间 的 对 称 性 差 一 些 的 空间 一 一 均匀 各 向 异性 空间 , 在 这 类 
空间 中 只 有 与 平移 交换 相对 应 的 三 个 Kiling 矢量 Ef (i = 1,2,3). 假设 Ee? = oF, 
以 空间 度 规 


dl? = y,;dx'dz’, 
Vij = 一 gj (3:11) 
表示 的 三 维 空间 的 Killing 方程 为 
Mija + ER ET Vik + ER Er Yki = 0. (3.1.2) 
考察 关于 Ci 的 一 阶 微分 方程 组 
G= ET =0, (3.1.3) 
可 知 这 一 方程 组 有 三 个 解 C 利用 这 些 矢量 可 以 证 明 , 方程 (3.1.2) 的 解 具 有 形式 


ig (t, 2") 一 nn 人 cm(z)C (7™). (3.1.4) 
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式 中 CmCi = 6m. 可 以 证 明 , 场 方程 共有 9 种 独立 类 型 的 解 . 这 样 , 按照 空间 的 三 参 
数 运动 群 可 将 空间 分 为 9 类 , 分 别称 为 Bianchi I~IX 型 . 其 中 最 简单 的 是 Bianchi 
I 型 , 即 E = ot. 总 可 以 选择 适当 的 坐标 系 , 使 这 三 个 Killing 矢量 具有 形式 

e! = (0,1,0,0), € = (0,0,1,0), & = (0,0,0,1). (3.1.5) 


此 时 度 规 只 依赖 于 时 间 坐 标 zo = t. 作 变换 w0 = zolzo),zi = zi 十 fi(z0), 可 将 度 
规 变换 成 
ds? = dt? — gi; (t)dztdz’. (3.1.6) 
可 以 看 出 , t = const 的 三 维 空间 是 平 直 的 . 
由 式 (3.1.6) 可 将 场 方程 Ru — 上 Rgw = Kpuu 写 为 


2 
Ee LOY 
<9 9% +=(=) = a7 
zid” + 5 (2) Kp, (3.1.7) 
i /一 09; 
= m . al; 
R; SÖR- 2 99° á. g= 5 Simp = 0 (3 8) 


守恒 定律 具有 形式 i = 0. 由 此 可 知 , 场 方程 的 可 积 条 件 可 写 为 


kpv 一 0 = M = const. (3.1.9) 
将 式 (3.1.8) 缩 并 , 得 到 i 
3 
qa (V—9) = zM. (3.1.10) 
积分 得 
Vg = “imt +A). (3.1.11) 


AH A 为 常数 . 应 用 式 (3.1.9), 对 式 (3.1.8) 作 一 次 积分 , 得 到 


Mt as” 
Jij = V3 + vag (3.1.12) 


式 中 a? 为 常数 . 在 空间 中 任 选 一 点 , 建立 直角 坐标 系 , EAE ar 是 对 角 的 . 
由 式 (3.1.12) 可 知 , 度 规 在 任何 时 刻 都 保持 是 对 角 的 . 由 式 (3.1.11) 和 (3.1.12) 得 


4M 4 2P,\A 
3M+A t(Mt+A)}’ 


式 中 Pi 为 常数 . 积分 式 (3.1.13), 得 到 


PA= Sat (3.1.13) 


911 = 911 | 3 


2P; 
gu. = B(Mt + A)*/8 ( Y : ) ， (3.1.14) 
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AP B 为 常数 . 类 似 地 可 以 得 到 goo 和 gas. 于 是 得 到 所 求 的 度 规 


ds? = dt? — gl1dzx? — goody” — g33dz?, 


933 = (一 9)13 Gas ;) . (3.1.15) 
由 场 方 程 (3.1.7) 和 (3.1.8) 可 知 , 常数 已 必须 满足 条 件 
P+PB+PB=1, P2+ P2+ P? =1. (3.1.16) 
由 场 源流 体 的 四 维 速度 wr = (0,0,0,1) 可 得 


ul, = Suv (3.1.17) 
因此 , 场 源 是 沿 短程 线 运动 的 无 转动 流体 (尘埃 ), 其 膨胀 速度 为 
2Mt+A 
前 切 速度 
oi; = SP -1) (对 i 不 取 和 ). (3.1.19) 


可 见 常数 4 是 切 速度 的 量度 , P, 表征 切 速度 的 方向 . 

度 规 (3.1.15) 描述 一 个 均匀 、 各 向 异性 的 膨胀 (或 收缩 ) 的 宇宙 . 由 式 (3.1.16) 
可 知 , 不 可 能 有 已 = Py = P3, 所 以 在 随 动 系 中 尘埃 粒子 间距 离 的 变化 和 方向 有 关 . 
总 可 以 选择 时 间 轴 的 方向 , 使 A > 0; 从 t > 0 一 t= 0 时 度 规 变 为 奇异 的 . 

在 一 般 情况 下 有 Ps < 0. 由 式 

g33 _ 4Mt/3-+2PA 


pee prescient MA cas HA2 
933 t(Mt + A) (3-120) 


可 知 , t 很 小 时 z 方向 的 距离 变化 是 负 的 , 即 宇宙 沿 z 方向 收缩 ， 这 种 收缩 直至 
t = —3P3;A/2M 时 停止 并 转 为 膨胀 . FRE zx Ay 方向 是 持续 膨胀 的 . 如 果 宇 宙 
在 时 刻 t(t > 0) 为 一 球 , 则 随 着 + 的 增 大 将 变 成 一 个 沿 z 方向 拉 长 了 的 椭 球 ; 当 
t 一 +0 时 成 为 一 条 直线 , 具有 圆 简 状 的 奇异 面 . 

Bianchi I 型 宇宙 有 一 特点 , 即 质量 M 不 影响 上 一 0 时 宇宙 的 演化 行为 . 度 规 
(3.1.15) 可 以 近似 地 用 真空 解 代替 


ds? = dt? — (tid? + t?P2dy? + t2P dz?), 


3.2 五 维 Bianchi-V 型 宇宙 1 


P, + P+ P=1, P? + P? +P}=l1, (3.1.21) 


这 正 是 Kasner BERL ( 见 第 一 篇 第 1 章 1.5 节 ). 
在 P =1,P2 = P = 0 的 特殊 情况 下 , 我 们 有 


gi _ 4Mt/3+2A 922 四 933 _ 4M 
in. TMi m a WMA eo 
当 + 40 时 只 在 s 方向 出 现 奇异 性 . 一 个 t(t > 0) 时 刻 的 球 将 变 成 一 个 椭 球 , 最 


BHA RE a FH. 


3.2 五 维 Bianchi-V 型 宇宙 


近年 来 , 不 少 人 讨论 了 高 维 宇宙 模型 (EKA, 2000 及 其 参考 文献 )，Ishihava 
给 出 了 五 维 R-W FAR 本 节 讨 论 五 维 Bianchi-V 型 宇宙 解 , 这 一 解 描述 早期 宇 
A, 当时 间 趋 于 无 限 大 时 该 模型 趋 于 均匀 、 各 向 同性 的 膨胀 宇宙 . 

五 维 Bianchi-V 型 度 规 具 有 形式 


ds? = dt? — 42(t)dz2 — B?(t)e~2*dy? — C2(t)e -2dz? + D?(t)e~2"d¢?. (3.2.1) 
宇宙 早期 , 设 态 方程 为 p = 4p. 选取 Cartan 正 交 标 架 cx(/ = 0,1, 2, 3,5) 
o? =dt, o! =A(t)dz, øo? = B(t)e “dy, 
a? =C(t)e-*dz, o° = D(t)e~*d¢. (3.2.2) 
又 引力 常数 上 = 1, 由 外 微分 方法 , 可 以 将 场 方程 写 为 
AA~' + ËB- + CC"! + DD™ =—p, 
AA + AA~1(BB-! + CC! + DD!) — 3477= p, 
BB + BB-1(AA-! + GC"! + DD’) -34A7? = Ep, 
CC! +C0C7'(AA“' + BB" + DD—") - 340 zp, 
BD" + DD-\(AA~! + BB + CC“) -347 = Zp, 
BB-!+CC—! + DD! -—3AA“ =0. (3.2.3) 
FT TH = 0 给 出 


p = po(ABCD)~*/*, po = const. (3.2.4) 
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令 dn = dt/4, 得 到 场 方程 的 解 


A’ = ash3n + bch3n 一 = Pom: (3.2.5) 
B = BoAexp (a [aan] ; (3.2.6) 
C = CoAexp (o faan) i | (3.2.7) 
D = DoAexp (4s / 473) ; (3.2.8) 


式 中 go:… ga, Bo, Co, Do,a MI b 均 为 常数 , 且 满 足 关 系 
6(o — b?) + (qig2 + g293 + q3q1) + = pal = 0. (3.2.9) 
引入 哈 勃 常数 H(i = 1, 2,3) 


A B 6; 
W=3, Ha= 5, Bg (3.2.10) 


当 n 一 00 时 有 
Hi 一 Hə Ho = H3 
一 人 ih + 
所 以 随 着 时 间 的 增加 度 规 将 趋 于 各 向 同性 . 
F b= = po, 由 式 (3.2.5) 可 知 n =0 为 奇 点 . 
由 式 (3.2.5) 和 (3.2.6) 可 得 


0. (3.2.11) 


B? = B3A3 1+ Choy = 3.2.12 
0 b 2 j ( ig ) 
类 似 地 得 到 
C? = 03A3 1+ aa | 3.2.13 
0 b 2 ( iz ) 
D? = DÌ 43 1+ AA e 3.2.14 
9 b 2 ` ( ae ) 


如 果 a 二 5 二 Z pogo, 则 43 = a(e3" — 1). 代入 dt = Adn, 积分 得 


t= f Ady = ya fe — 1)!/3dn 


= vat (e” = 1y 3 lin(e™ - 1) +1] 


3.3 Gödel 宇宙 - 123 - 


~ 5 In[(e™” — 1)?/3 — (e37 — 1)1/3 + 1] 


3 2 1 
+ 4V3arctan -万 en 一 1)1/3 一 J \ (3.2.15) 


& A= 6(a? — b?) + =d, A (3.2.9) 可 将 解 的 奇异 性 用 表 3-1 给 出 . 


表 3-1 
qı q2 q3 n=0 
a a a B C D a 
A>0 
>0 >0 >0 / / / ) 
0 0 0 (A <0) 
A>0 
<0 <0 <0 / / / ( ) 
CC oo oo r(A <0) 
> 0 > 0 <0 0 0 oo a 
> 0 <0 >0 0 Co 0 a 
<0 >0 >0 oo 0 0 a 
>0 <0 <0 0 oo Co B 
<0 <0 >0 Co oo 0 B 
<0 >0 <0 oo 0 co B 
3.3 Gödel F # 


Gödel (1949) ( LPKU BA, 1981) 提出 一 个 均匀 、 各 向 异性 的 宇宙 模型 . 这 一 
四 维 空 间 度 规 具 有 形式 


ds* = C? (ae 十 ezdz) — da? + sey? + az (3.3.1) 
式 中 C ARM, 该 空间 有 5 个 Killing RB, 可 分 别 写 为 


¿i = (0, 0, 10), & = (0, 0, 0, 1), és 一 (1,0, 0, 0), 


& =(0,1,-y,0), €E = (-26*,y "ion 5Y, 0) À (3.3.2) 
设 场 源 为 满足 条 件 
p=1/kC?, 2»=-1/2C? (3.3.3) 
的 尘埃 , 则 能 量 -动量 张 量 具有 形式 


Hat 
ie 1 py , Ulu 


= mR” + KOT eae) 
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采用 随 动 系 有 

u” = (0.0.0) (3.3.5) 
由 旋 速 度 的 定义 可 知 w? = wut” /2 = 25 = dap. 设 试验 粒子 初速 度 沿 zl 方向 
在 C > 1 的 情况 下 , 运动 方程 具有 形式 
ZL = vr’ + Asin ee : 


) 0 
a? A (cos = = 1) (3.3.6) 


AP 4 为 常数 . 在 随 动 系 中 观测 , 自由 运动 成 了 转动 . 如 果 惯 性 系 定义 为 自由 运动 
为 直线 运动 的 坐标 系 , 则 惯性 系 以 角速度 w 相对 于 随 动 系 转动 . 这 表明 , 如 果 以 一 
局 部 惯性 系 为 准 , 则 遥远 的 恒星 系 在 转动 . 

Gödel 宇宙 模型 与 弗 里 德 曼 宇宙 模型 不 同 , 它 含 有 转动 物质 , 还 有 闭合 的 类 时 
世界 线 , 即 一 个 观察 者 可 以 影响 他 自己 的 过 去 . 

在 我 们 已 经 讨论 过 的 各 种 宇宙 模型 中 , 物理 上 合理 的 模型 是 弗 里 德 曼 模型 和 
Bianchi 型 宇宙 模型 . 它们 的 演化 有 一 个 共同 特点 : 在 过 去 某 一 时 刻 存 在 一 类 空 奇 
点 , 即 宇宙 i 有 一 个 起 点 或 者 说 有 一 个 原始 “大 爆炸 ”. 那些 物理 上 不 合理 的 模型 ( 爱 
因 斯 坦 宇 宙 , de Sitter 宇宙 和 Gadel FH) 都 不 具有 上 述 奇 点 (它们 都 含有 宇宙 项 )， 
这 些 模型 或 者 物 态 方程 不 合理 , 不 能 给 出 已 观测 到 的 红 移 , 或 者 违背 因果 律 . 


3.4 WN HE 


对 作用 量 
(6) 7 = f RV-gdsz 


应 用 变 分 原理 , 便 得 到 六 维 引力 理论 的 真空 场 方程 : 
(Ge = Re — 6 R/2 = 0, (3.4.1) 


式 中 Re 是 Ricci Kit, R 为 标 曲 率 , 它们 都 由 六 维 宇宙 的 度 规 张 量 gas 构成 . gu 
是 z0,zl,…… ,zs 的 函数 . 下 面 我 们 约定 , 拉丁 指标 代表 0, 1,… ,6; 希腊 指标 代表 
0,1,2,3; (6)G8 是 混合 爱 因 斯 坦 张 量 . 
OG 可 分 为 三 个 函数 : OGG, HG 和 Ig, 它们 分 别 对 应 于 时 空 、 质 量 和 电荷 ， 
即 
OGZ = GG + Hg + If. 
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式 中 几何 量 H9 和 is 将 揭示 四 维 宇 宙 的 物理 性 质 . 我 们 把 -H 看 作 宏观 物体 的 
能 量 -动量 张 量 MTS (或 写 为 8xG(™T8/c), 把 -19 看 作 电 磁场 的 能 量 -动量 张 
E (mT8 (或 写 为 8xG(emT8/c4). 这 里 我 们 不 把 它们 看 成 新 增 维度 的 能 量 -动量 
KE, 因为 此 概念 还 没有 建立 起 来 ; OG? (a > 5 或 b> 5) 仅 当 解 方程 OG = 0 时 
才 考 虑 . 四 维 宇宙 的 场 方程 可 写 为 


“qe = -H3 — 19 =(™ Te +e Te. (3.4.2) 


这 里 划分 爱 因 斯 坦 张 量 的 过 程 实际 上 是 四 维 引 力 理论 和 五 维 引力 理论 中 划分 
爱 因 斯 坦 张 量 过 程 的 推广 , 且 这 种 划分 方法 是 唯一 的 , 因为 过 程 一 开始 并 没有 涉及 
物理 内 容 , 只 是 数学 上 的 做 法 . 我 们 还 没有 给 z5 和 zs 以 物理 意义 质量 和 电 
荷 . 实际 上 , 在 六 维 宇宙 中 , 2° 和 xs 都 是 纯 数 学 量 , 甚至 我 们 开始 把 它们 看 作 是 两 
个 独立 的 坐标 . 但 如 果 从 物理 上 来 分 析 , 它们 又 可 以 与 物理 量 相 符合 . 这 和 我 们 由 
牛顿 近似 分 析 爱 因 斯 坦 方程 得 出 数学 量 gwv 为 引力 势 的 过 程 是 一 样 的 . 经 过 这 样 
的 分 析 , 我 们 又 把 c5 和 zs 与 质量 和 电荷 联系 起 来 了 . 

按照 上 面 的 观点 , 我 们 可 以 从 两 个 方面 来 分 析 : 一 是 考察 物理 量 (如 质量 和 电 
荷 ) 的 来 源 , 二 是 分 析 自 然 现象 , 如 状态 方程 、 电 磁场 的 起 源 . 后 面 我 们 将 这 些 分 析 
应 用 于 早期 宇宙 . 六 维 宇宙 的 度 规 可 写 为 


ds? = dz” — (dal 十 dz2 + dz3 ) 十 ekdz5 十 endz6 ， (3.4.3) 


AP v, à, p,n 是 zuz5,z6 的 函数 . 
将 式 (3.4.3) 代入 真空 场 方程 (3.4.1), 得 到 


Goo = — 3A(A + h + )/4 — hht — e” HBA” 4+ 3N2 + 1” + 7/2 

+3 (—p! + n!)/2 — pn /2]/2 -er-?[3Xe* +32 + +42 /2 

+3\(H—N)/2— LN /2)/2= 0, (3.4.4) 
(8) Gos =3N /2 + 77/2 + BAN /4 + im /4 = v' (3A + )/4— (3 +7')=0, (3.4.5) 
Gog =3 /2+H/24+3AX/44 kh /4 — (3A + p)/4—H(3A+H)/4=0, (3.4.6) 
G1, =G =© Casa = —e*—” [À + 37/4 + ü/2 + fo?/4 + 79/2 + 1977/4 

+o + e+) /24+ ali + 9)/4 — 09/4] + eea" /2 + 2/44 入 

+ 3N2 /4 +47" /24+77/44N(v' op +1/)/2+ vp +97')/4 

— wn /4) + e[t /2 + 07/44 入 +3 和 2/4 +H /2+%?/4 

+À +h- N)/2+ 0A- n)/4-— An /4] = 0， (3.4.7) 
(6)G55 = — e” [3Ä/2 + 32/2 + 7/2 + 02/4 + BA(—v + 9)/4 — 07/4] 
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— [332/44 30 (v! + n')/4 + V/A -en /2 +. 07/443 /2 


十 3X2/2 十 3 和 位 一 人 /4 一 27 /4] = 0， (3.4.8) 
(Gse =0'/24+3\ /2+v'v /443N \/4— Mv +3N)/4 
~ n/ (0 +3 )/4 =0, (3.4.9) 


©) Gog = — [BAU + ATH) +È h /4—e7-"[3\ + 302 + ü + ġ?/2 
+ 3\(—v + pr) /2 — vf /2]/2 — eP" +u? /24 3d" + 3d? 
+3 (v! — p')/2 — vp! /2]/2 =0, (3.4.10) 
式 中 (.)、() 和 (*) 分 别 表 示 对 x°, z5 和 z6 取 偏 导数 . 我 们 目前 暂 不 能 推断 出 六 
维 宇宙 的 物理 状态 或 能 量 -动量 张 量 , 仅 考虑 六 维 真 空 宇宙 . 这 样 做 的 目的 是 看 看 


第 五 维和 第 六 维 对 四 维 宇宙 有 什么 样 的 几何 效应 . 
我 们 得 到 一 个 简单 的 真空 解 : 


e” = Co[f (2°)]?[f (2°) + g(z5) + h(a!) + Kol? (3.4.11) 
eò = [f(x°) + g(z5) + h(x®) + Ko]*¥®/3, (3.4.12) 
e = Cslg’(25)]?[f (2°) + g(a) + h(a®) + Ko]? “5, (3.4.13) 
e" = Co[h(x®)]*[F(2°) + g(z5) + h(x®) + Kol?*¥%, (3.4.14) 


式 中 的 f(x), g(z5) 和 h(x®) 分 别 是 1,15, Al zs 的 任意 函数 ; Co, Cs, Ce 和 Ko 都 
是 常数 . 在 g'(z5) = h(z5) = 0 的 条 件 下 , 六 维 宇宙 退化 为 四 维 宇宙 , 这 时 第 五 维 
和 第 六 维 坐 标 无 须 存 在 . 如 果 上 述 条 件 严 格 满足 , ME Gm/c? 和 eG'/?/c? 将 是 常 
数 ; 如 果 上 述 条 件 只 是 近似 地 满足 , 即 第 五 维和 第 六 维 收缩 到 只 是 目前 不 能 观测 到 
的 程度 , 则 这 两 个 量 不 再 是 常数 (尽管 它们 的 梯度 可 能 很 小 ). 

引进 宇宙 时 , 度 规 的 时 间 部 分 可 变 为 下 面 的 形式 : 


er ~ T(6+4V6)/15. (3.4.15) 


这 个 解 的 指数 中 取 (+) 号 代表 一 个 正在 膨胀 的 四 维 宇宙 , 取 (一 ) 号 表示 正在 收缩 
的 宇宙 . 这 个 解 与 辐射 宇宙 的 解 有 一 个 微小 的 差异 , 这 是 第 六 维度 影响 的 结果 . 
为 当 第 五 维度 收缩 后 , 五 维 宇宙 的 解 可 以 严格 地 退化 为 四 维 辐 射 宇宙 解 . 
六 维 宇宙 中 试验 粒子 的 时 迹 可 以 用 六 维 短程 线 来 描述 . 短程 线 方 程 具有 形式 
2 大 i 9 
aa + 1— = =0 (i,j,k =0,1,->+,6). (3.4.16) 

当 上 == 1,2,3 时 , 我 们 有 | 

d V6 dz z 

ae (4 dE) = 0, 


ds 
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或 1 
于 4, ATVS/3. (3.4.17) 
s 
d 土 V6/3 dx? = 
ds (4 Pp aes 
或 
dx? 干 V6/3 
Ps -一 ty A ; (3.4.18) 
d +v6/3 dz _ 
ds (4 ds jJ 0, 
或 , 
= t, AFV6/3. (3.4.19) 
式 中 


A= f(x?) +g(z5) + h(x®) + Ko, 
tz, ty, tz = const. 


当 大 = 0 时 , X (3.4.16) BH 


d?z° 2° \? 
T +j +F vod GIE) 
= h da dz 
+ (2 v6)" ds + (2+ V6)7 ds ds 
g! 


0 
2 a. 2 Jo 
Z V6 dz dz 
F Vea = ne a) +(Z) (5) 
2 
— (2+ V6)Csq’?/2Cof A (=) 
2 
— (2 + V6)Cs h?/2Cof A (=) =O, (3.4.20a) 


AP f,g,h 分 别 是 f(r°), g(x*), h(x®) 的 缩写 . 
= k= 5,6 时 , WE (3.4.16) 可 写 为 


TF -eF Doja (HE) + (2x vO sate 


ricepow OMO] pe 


+ [E + e= Vg /24] (=) + (2F VOR /A de 
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2 
— (2 V6)Ce h?/205Ag' (=) =0 = (3.4.21) 


= <= — (2 + V6)Cof?/2CeA (wey +e Oja EE 
cea 人 人 
7 2 + a (= l + (2 7 v6)g'/A (=) (=) 


(= ) = 0. (3.4.22) 


a 


7 Lae (2+ V6)h/2A 
由 式 (3.4.21), (3.4.22) 和 (3.4.20) 可 以 得 到 

asg = = oj + Q4-2+V6， 
aun, (3.4.24) 


(3.4.23) 


*d 
Co = = Of + BA- 
a, 3 = const. 


考虑 到 方程 (3.4.3), 我 们 进一步 得 到 
poe 一 一 (BCs + arCg)A~2+v6 


/(CoCs + CoC6 + CsCe) + R, (3.4.25) 


式 中 
-{ CsCe(A-2+V5 十 A-2£V6/342) 


Co(CoCs + CoCs + CeCe) 
= [(a = B)*CoCsCe + (B2Cs 十 a2Ce)CsCe] A-4+2V6 1/2 
Co(CoCs + CoCg + CsCe)? l 


AP t = t2 +t? +t. 
把 式 (3.4.25) 代入 式 (3.4.23) 和 (3.4.24), 得 到 
,dz5 [(a—B)Co +aColA + | CoR 
9 ds CoCs + CoCse + CsCe = “GN To (3-426) 


* dz |(B-—a)Co + 6C5]4-2+Y6 CoR 

| Na 
由 式 (3.4.26), (3.4.27) 和 (3.4.25), 可 以 得 到 坐标 z5 和 zs 对 时 间 的 变化 率 . 这 里 虽 
然 不 能 得 出 函数 g(z5) 和 hzs) 的 具体 形式 , 但 可 以 预测 到 , g(z5) 和 h(t) 一 定 有 


极 值 . 


3.4 WHS - 199. 


当 第 五 维和 第 六 维 收缩 到 2° = z& Al a = 2%, BY, 即 当 z5 和 zs 分 别 取 确 
定 值 zs 和 zs 时 , 可 得 y(z5) = 0,j(zs) = 0. 此 时 六 维 字 宙 也 就 变 为 五 维 , 再 变 为 
四 维 宇宙 了 . 这 时 式 (3.4.20a) 变 为 


20 r . O\ 2 
“+ 上 + 2(2$ Dja ($) 
+ v6t2A73+2V6/3/6Cof = 0, (3.4.20b) 
式 中 
Ac = (ze) 十 g(ze) 十 jzc) 十 Ko. 


方程 (3.4.17)~(3.4.19) 和 (3.4.20b) 即 为 四 维 宇宙 的 运动 方程 (其 中 A = A). 

当 注 意 到 第 五 和 第 六 维度 分 别 表示 质量 和 电荷 时 ,上面 的 运动 方程 可 能 导致 经 
典 麦克 斯 韦 方程 , 因为 方程 中 含有 包括 定 值 Gm/2 和 eG12/c2 的 常数 A.. 

我 们 将 看 到 , 所 得 到 的 六 维 宇 宙 真 空 解 可 以 用 来 研究 四 维 宇 宙 物 理性 质 的 起 
源 . 下 面 我 们 从 几 个 方面 来 讨论 . 

1. 早期 宇宙 

1) 度 规 

前 面 我 们 已 给 出 六 维 宇宙 的 一 个 简单 的 真空 解 


e’ = Cof? A2F VS, eò = Atv6/3. 

e” = Og? A?FV6, en = Ce h? ATS, 
A= f (2°) + 9(2°) + h(2°) + Ko, 

Co, Cs, Ce = const. 


4g =h=O0M, 我 们 得 到 了 四 维 宇宙 . 这 表明 四 维 宇宙 被 嵌 在 六 维 宇宙 的 某 
个 地 方 ; 在 那里 , g(z5) 和 h(x) 取 极 值 , 变量 z5 = Gm/c? 和 z! = eG12/c2 不 再 变 
化 (成 为 常数 z5 和 z6). 这 就 是 四 维 宇宙 的 诞生 . 
2) 宏观 物体 的 能 量 -动量 张 量 
宏观 物体 的 能 量 -动量 张 量 由 第 五 维度 的 几何 量 决定 . 
Te =3e— Aj /4e 十 3e—+(A +X -ÀA /2)2 
=(—3 + V6) /2C0A4FY® + (5 + 2V6) /205A4F YE. (3.4.28) 
(WT =m 72 =M) T3 = er (H +:2/2 + Ape — ùh/2)/2 
+e P(T +E?/2+2 A 4312/24 0\—-AM—-vE/2)/2 
=(—12 + 5V6)/6Cy A4FY* + (—3 + V6) /605A4F Y5, (3.4.29) 
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能 量 -动量 张 量 的 一 般 形 式 为 


(mT = (p +e)y%ug — 58 (3.4.30) 

由 式 (3.4.29) 可 得 能 量 密度 c 和 压强 p 
e = (—3 + V6)/2CyA*tY* + (5 + 2V6)/2C5A*F YS, (3.4.31) 
p = (12 + 5V6)/6Cy Att YE + (3 = V6)/6C5A4FY®. (3.4.32) 


c Al p 都 是 z0,z5 和 zx6 的 函数 . 早期 四 维 宇宙 的 状态 方程 为 
p _ _(12+5V6)Cs + (3 + V6)Co_ (3.4.33) 
e  3[(-3 + V6)Cs + (5 F 2V6)Co} B 
我 们 在 得 到 宏观 物体 的 状态 方程 的 过 程 中 , 并 没有 增加 与 压强 和 能 量 密度 有 关 
的 其 他 方程 . 这 就 是 说 , 第 五 维度 的 几何 量 在 四 维 宇宙 的 诞生 和 自然 现象 的 起 源 问 
题 上 都 起 着 重要 作用 . 
3) 电磁 场 的 能 量 -动量 张 量 
电磁 场 的 能 量 - 动 量 张 量 和 第 六 维度 的 几何 量 有 关 
(eTO =e (3Àù + jar) /4c2 + e-#(7 +02/2+3\n /2 
— aN /2)/2 + e™"[3Ä +3)? + ü + 2/2 
+ 3A(j4 — h)/2 — fay /2)/2 
=(2 干 V6)/2Co44fv5 + (—5 + 2V6)/2C5A*FY®. 
(em) 7) =(e™) TZ 一 (em) T3 = e” (Hj + 97/2 + A + hh/2 
— wn/2)/2c + etn +17/2 4 AN+0N /2 
— EN /2)/2 + e"o + 7/2 + 2h + 3d2/2 + ji 
+ 2 /2+ NO + i- ù) + olh — 9) /2 — fay /2)/2 
=(3 + V6) /6C0A4FY® + (3 + V6)/6C5.A4F YS. (3.4.34) 
值得 注意 的 是 方程 (3.4.29) 和 (3.4.34) 只 含有 常数 Co 和 Cs, AA Co. 这 表明 
第 五 维度 的 物理 意义 比 第 六 维度 更 普遍 . 既然 人 们 认为 引力 是 4 种 相互 作用 中 最 
早 诞生 的 , 那么 我 们 就 有 理由 把 第 五 维度 看 作 是 有 物理 意义 的 一 一 代表 质量 , 而 
给 第 六 维度 以 电荷 的 意义 . 由 ("Te 可 得 Co = (2 = V6)Cs/2, 因此 这 个 场 是 各 问 
同性 辐射 场 , 宇宙 中 充满 了 电磁 辐射 . 
电磁 场 的 能 量 -动量 张 量 还 可 以 用 电磁 场 张 量 表 示 


1 
(omg = 4 (FO Fg, + FYFE/4). (3.4.35) 
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由 式 (3.4.34) 还 不 能 解 出 式 (3.4.35), 即使 电磁 场 张 量 由 四 维 势 4 定义 为 Fap = 
4p:a 一 Åa;p, 由 现在 的 度 规 也 不 可 能 得 到 它 的 解 . 


不 难 发 现 ， 
Tg =™ TZ +(e™) Te 
满足 守恒 条 件 
Te 
由 Co 和 Cs 的 关系 式 , 可 以 把 状态 方程 写 为 
= = 二 (9 + 2V6). (3.4.36) 


在 四 维 宇宙 中 , 我 们 选择 一 个 适当 的 时 间 ~, 标 度 因子 ex 可 以 写 为 
eò = {[( 一 2 干 2V6)/Cs]M2(4 土 V6)(r + K)/5} O#4V9/28. 


常数 K 包含 z5 和 xz6. 由 于 我 们 的 宇宙 正在 膨胀 , 所 以 ex 表达 式 中 应 均 有 上 面 的 
符号 . 状态 方程 为 
= = = ~ 2V6) ~ 0.2, 


这 表明 宇宙 充满 了 热气 体 . 由 此 我 们 得 出 结论 , 电磁 辐射 和 热气 体 是 早期 宇宙 的 两 
个 主要 成 分 . 
宇宙 标 度 因子 还 显示 Cs 应 取 负 号 , 因此 第 五 维 坐标 是 类 空 的 . 


2. 球 对 称 引 力 场 


为 了 说 明 上 自然 现象 的 起 源 , 我 们 把 上 述 观点 运用 于 球 对 称 引 力 场 . 
1) 度 规 
度 规 的 一 般 形 式 为 


ds? = erdz0 一 exdr2 — r2(db2 + sin? gdp2) 一 ekdz5 — endz6 ， (3.4.37) 


式 中 v, A,n 是 x0,z1(= 7),z5 和 zs 的 函数 , z? Mo? 分 别 为 9 和 p， 由 前 面 的 
讨论 可 知 , 第 五 维 、 第 六 维 应 是 类 空 的 , 不 为 零 的 爱 因 斯 坦 张 量 有 12 个 , 它们 是 
(5) GO (6) Go, 6) GP (6) Go 6) Gi ©) G}, (6)Gi (6) G2(=(®) G3) G3, GB (6) G$). 目前 
还 没有 找到 真空 场 方程 OG = 0 的 解 , 下 面 的 讨论 将 给 出 这 个 可 能 解 必须 满足 的 
一 些 条 件 . 

2) 宏观 物体 的 能 量 -动量 张 量 

宏观 物体 的 能 量 -动量 张 量 在 五 维 引 力 中 的 形式 已 在 Wang (2006) 中 讨论 过 . 
六 维 引力 理论 中 所 有 张 量 方程 都 与 五 维 的 不 同 , 这 里 只 给 出 球 对 称 引力 场 的 状态 
方程 


Den. (3.4.38a) 
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3) 电磁 场 的 能 量 -动量 张 量 
电磁 场 能 量 -动量 张 量 的 不 为 零 分 量 为 


bgt a Ri lied ee D 1 1 1 
mT =a et Ale” -e i 区 + Gn? +a A + Zn 


1 «x l] i 入 * * 
— eH 二 72 a; — pL 
7e bh +50 ina 


és 1 o o l oco oo o 
-fit a+ 30e + SRG +g) 


Lea oi 1 1 = 

ù - 50 ail 一 [30 + ut + le P 
1 | +** 1 +5 l > *.* =j 
IE +5” iile ; 


DE E: KORE SERE, EEN NER 
Pog -mit + Ga + iA- vle 


a: i E ee ee t ae IS 
5 ln ton taen tzn 一 入) 十 z9|e 


xx | x 1 
i +5 “十 二 


* * 1 * k * 
= = = -u 
5 z AN+S MY i)| 


oo 0 . 1a, 3 Ly 
Pa Rais 507 + 384 a2) + 0a 


Mit — ù) + TG = i) e7", (3.4.39) 


HAE (3.4.35) 可 以 得 到 
Fo, = 0, Fo3 = 0, F? Foz = ~F"? F33, 
F? Foo — F® Fog + FY? Fig — FF = 0, 


(em) 70 = _(em)p1 = = (—F°? Foo + F Fia); 


It 
(em) 70 一 (F Fa + F” F3), 
emra —(em) 73 — Q, (3.4.40a) 
一 个 可 能 的 球 对 称 解 应 该 满足 式 (3.4.40a). 
从 推广 的 麦克 斯 韦 方程 可 以 得 到 四 维 矢量 Je, 它 满足 连续 性 方程 
J% =0. 
” 它 的 各 分 量 为 
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Jo T cos 0 Foge” 
E r2 sin @ 
yp _ CosOFi2e 
r2sing ’ 
J2 _e OF o2 $ (À aa ù) Foge” 7 e OF 4 (入 一 v')Fy2e 
r ôr? 2cr2 r? Ox} 2r2 i 
3 e” OFos (A 一 ù) Foge” 
~ (rsin)? dx° 2c(r sin 6)? 
E ; e 一 和 OF13 ey — v’) Fige’ (3 í 41) 
(rsin@)? Ox! 2(r sin 6)? éj 


当 我 们 取 Fos = Fis = 0 时, WE (3.4.40) BH 

Fea = 4nr2e’(em™) TO ; 

F} = 4nr2ee™ To i 

[MARP = AA mT]. (3.4.40b) 
由 于 v, à u,n BRE z0,zl,zs 和 zx 的 函数 , 与 zz 和 x3 CR, 所 以 能 量 - 动 量 张 
BTS 也 只 是 z0, zl,z5 和 zs 的 函数 . 于 是 这 个 场 一 定 是 球 对 称 的 . 方程 (3.4.40b) 


通过 ("m79 也 代表 了 一 个 围绕 球 对 称 物 质 的 电磁 场 . 
由 能 量 动量 守恒 定律 还 可 以 得 到 一 些 关 系 式 . 由 Téa = 0 得 到 


oT? 1; sa bd be 3 1 2 
过 
由 Te. = 0 得 到 
OT? 1 : OT} y’ 2 1 L ð 2 2 
a ietan + E + (S42) ri, -ivr -2rg=0o. (3442) 


3. 结论 
上 面 的 讨论 说 明 , 第 五 、 第 六 维度 的 数学 量 可 以 解释 四 维 宇宙 中 的 物理 性 质 . 
第 一 段 讨论 使 我 们 有 可 能 研究 一 些 物 理 量 的 起 源 , 第 二 段 讨论 使 我 们 能 够 研究 
自然 现象 的 起 源 . 我 们 把 OG 分 为 OG + H5 +I, 把 (6)G6 分 为 MGS + HE + IS, 
再 由 OG? = 0 得 到 关系 式 
Ga a 2Gs = LOGS, 
H2 = -HŠ + 3H@. (3.4.43) 
Wang (2003) 已 指出 , 式 (3.4.43) 可 导致 和 式 (3.4.38a) 一 致 的 状态 方程 


e€ — 3p = He — 3H. (3.4.38b) 
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X} OGE A OGE 有 约束 关系 
Ip = 39, (3.4.38c) 


此 式 导 致电 磁场 能 量 -动量 张 量 是 零 迹 的 , 即 
pl 


RRA (3.4.38a)~(3.4.38c) 也 许 能 在 四 维 宇宙 的 物理 性 质 和 引力 -电磁 场 的 状态 方 
程 中 得 到 体现 . 在 特殊 情况 下 , ee = ex = 1,0(= 一 和) = o(= À) = 0, 度 规 (3.4.37) 
是 静态 的 , 此 时 四 维 史 瓦 希 解 的 六 维 模拟 解 满足 方程 OG = 0. 在 同样 情况 下 , 四 
HE R-N 解 的 六 维 模拟 解 满足 OG = 0(a > 5,b > 5), 但 不 满足 OG = 0. 

为 了 研究 引力 和 电磁 力 , 我 们 引入 第 五 维和 第 六 维 坐 标 时 带 了 G 和 e, 就 像 爱 
因 斯 坦 引 入 第 四 维 时 间 坐 标 时 带 了 常数 c 一 样 . 


3.5 Ejinstein-Kartan 宇宙 


本 节 讨 论 在 Einstein-Kartan 理论 中 的 Fridmann 宇宙 模型 . 讨论 这 一 模型 相 
对 于 宇宙 常数 入 和 空间 曲率 变化 的 结构 稳定 性 , 研究 保守 系 和 非 保守 系 (考虑 黏 滞 


性 ) 的 情况 . 
R-W 度 规 为 
ds? = dt? — a(t) | ; a + r? (d8? + sin? gag?) | (3.5.1) 
设 引 力 场 源 是 有 旋 理 想 流体 , WA 
E (3.5.2) 
A 2a 1? k 2aà 
p-=A-—- 5-44, (3.5.3) 


式 中 a EAR AA (滑动 黏 滞 系 数 不 考 虑 , 因为 宇宙 是 各 向 同性 的 ), A = 429202 /4, 
So 和 oo 是 现在 宇宙 的 参量 . 采用 单位 系 c= 1,6 = SE -1 

HASHR p= Ye,0 < 7 <1, 则 上 面 二 式 可 化 为 振动 方程 

& — aż — D? Az/3 + D(D — 1)kz1-2/P — D(3 — D)Ax!-®/? /3 = 0, (3.5.4) 
A z = aP™, D =3(1 + 7)/2. 

WE (3.5.4) 在 相 空间 (2,2) 中 构成 动力 学 方程 组 


È =y, 
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ý =D24z/3+oay — D(D —1)kx!~?/” + D(3 — D)Agz)~§/?/3. (3.5.5) 


对 于 我 们 所 研究 的 特殊 情况 (辐射 D = 2 和 人 尘埃 D = 3/2) 上 述 方程 组 分 别 具 有 
形式 
辐射 D = 2: z=y， 


ý = 4Ax/3 + ay — 2k+2Ar 2/3; (3.5.6) 
人 尘埃 D = 3/2: c= y, 
ý = 341/4 + ay ~ 3kr 3/4+3Ar 3/4. (3.5.7) 


我 们 借助 于 定性 分 析 动 力学 系统 的 方法 , 来 研究 式 (3.5.6) 和 (3.5.7) 相对 于 4 
项 和 空间 曲率 的 结构 稳定 性 . 假定 所 研究 的 微分 方程 组 中 的 参量 有 一 个 微小 的 扰 
动 , 并 要 求 相 的 几何 形状 的 拓扑 不 变性 . 

a =0 时 , st (3.5.5) 具有 哈密 顿 


H(z, y) = —y?/2+ D* Az? /6 — D?kz?-?/P /2 — D? Az?-8/P /g, 
这 个 哈密 顿 的 相 曲 线 A(x, y) = const 对 应 于 式 (3.5.5) (a = 0) 的 第 一 积分 
y /2 二 (—D? Az? /6 + D*kx?-?/P /2 + D? Az?-8/P /6) = C. 


我 们 在 相 平面 上 描述 平 直 宇宙 (k = 0) 中 系统 的 解 . 对 于 4 > 0 [图 3-1 中 的 
(a)] 
t= y, 
y= D? Ax/3 + D(3 — D)4zl-6/213; 
D=2: y*/2= C +24Azr?°/3—2Ar7!/3, 
D =3/2: y?/2 = C + 34zr?/8 — 3Ax-?/8: 
对 于 A=0 [图 3-1 中 的 (b)] 
t=y, 
y = D(3— D)Az'~§/9 /3; 
D=2: y'/2=C-2Az 1/3, 
D=3/2: y?/2=C—3Azr~?/8. 
对 于 4<0 [图 3-1 PH (c) 


T=Yy, 
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ý = —D?|A| 2/3 + D(3 — D) Ax! ®” /3; 
D=2: y*/2=C—2|A| 27/3 — 2Ax7!/3, 
D=3/2: y?/2=C —3|A| 27/8 — 3Ar /8. 


y y y 


(a) (b) (c) 
图 3-1 


HA 3-1 中 可 以 看 到 , 在 平 直 宇 宙 的 情况 下 , 宇宙 常数 的 变化 引起 相 平面 结构 
的 本 质变 化 . 值 4 = 0 是 参量 的 相 值 , 我 们 得 到 结论 , 在 4 的 零 值 附 近 宇 宙 模 型 相 
对 于 小 的 变化 具有 结构 不 稳定 性 . 

现在 讨论 弯曲 效应 . 当 A A 0, 很 容易 证 明 , 相 的 形象 与 平 直 模型 没有 区 别 . 对 
于 闭合 宇宙 (k= +1), 当 4=0 [图 3-2 中 的 (cj] 时 


t=y, 
y = —D(D—-1)z'~?/9 + D(3 — D)Aa!- 8/9 /3; 
D=2: y*/2=C—2z-2Az7'/3, 
D=3/2: y?/2 =C — 92/3 — 3Azr~?/8. 
对 于 开放 的 宇宙 (k= 一 1), 4 A= 0 [图 3-2 中 的 (b)] 时 
t= y, 
ý = D(D — 1)z' ?2/? + D(3 — D)Ax!-®/P /3; 
D=2: y*?/2=C+22-2Az “1/3, 
D=3/2: y?/2=C+927/3/8 — 3Ar 2/8. 


因此 , 当 4= 0 时 , 弯曲 效应 改变 了 相 平面 的 结构 . 换言之 , 平 直 模型 相对 于 空 
间 曲 率 的 变化 是 结构 不 稳定 的 . 

现在 讨论 考虑 体 黏 滞 系 数 的 宇宙 系统 的 一 些 解 . 方程 组 (3.5.5) 是 非 线性 的 , 具 
有 复杂 的 奇 点 . 对 于 闭合 宇宙 (k = +1), 在 4 =0 的 情况 下 , 允许 应 用 线性 化 程序 . 

对 于 辐射 (D = 2) 
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y=ay—2+2Ar /3. 


在 具有 物理 意义 的 区 域 zx > 0, FAE 


To = A/3. 
线性 化 方程 
Z— at + 4%./A/3/3 =0 
ARE 


x = Cye™! + Coe", 
y = CyKe™* + Czk, 
AP à 和 Ao 是 特征 方程 
A? — ad + 41/3/A =0 
的 根 , sx: 和 ko 是 “分 布 系数 ”方程 
k2—ak+4V3/A=0 


的 根 . 
对 于 相 平 面 上 的 解 , 可 以 考虑 下 面 的 情况 (图 3-2). 


y y 


(a) (b) (d) 


图 3-2 
1. Ay 和 和 2 AFH, 且 同 号 
Aya = (a + (a? — 16,/3/A]"/?)/2, 
a 满足 4 > Aa = 768/04. 这 时 有 Ai > Ao > 0, 且 存 在 新 的 变量 (En), 使 $ = 


ME, SL = dons = CEe,a = do/ Ar. 初始 坐标 是 不 稳定 节点 类 型 的 奇 点 
方程 组 的 通 解 [图 3-2 中 的 (a]] 为 


a(t) = zo + Cle + Coe". 


. 138 - 第 3 章 ”其 他 宇宙 模型 和 奇 点 定理 


2. HRA, Fe Ao AAHAS 
当 0 < A< Ag, Aa = 768/a4 时 出 现 这 种 情况 , 此 时 有 


M2 = ; la + i(—a? + 16\/3/A)'/?| =a +ib. 


奇 点 (0,0) 是 不 稳定 的 焦点 . 由 于 当 z,y 是 实 的 时 上 5 和 n BRIG, 故 可 引入 中 间 
变换 


Ay =a, +ib}, Ag=ay- ibi, 


E=ut+iv, n=u-—i, 


在 极 坐 标 系 中 我 们 得 到 对 数 螺 线 簇 


当 过 渡 到 相 平 面 (z,y) 时 , 螺 线 变形 [图 3-2 中 的 (b)]. 通 解 为 


a(t) = zo 十 Ce" sin(bit + c1), 
al = Reà, bı = ImA. 


3. 4 A= Aa = 768/04, 临界 点 是 不 稳定 的 节点 
通 解 为 
a(t) = zo + exp(at/2)(Cyt + C2). 
在 尘埃 的 情况 下 , 奇 点 ro = 43/8. 线性 化 方程 为 


冯 一 az 十 25V1/4=0. 


特征 方程 
X? — aA +2/1/A =0 
的 根 为 
À1,2 = la = ms (a? = 8y 1/4)!/?]. 

相 的 形象 类 似 于 辐射 的 情况 (Aa = 64/04). 

现在 讨论 当 t 一 oo 时 系统 的 渐 近 行为 . 正如 由 相 的 形象 看 到 的 , 当 4 < 0,a = 
0, 在 闭合 宇宙 的 情况 下 系统 是 周期 性 的 , 不 具有 渐 近 行为 . 当 t 一 oo 时 具有 A> 
0,a = 大 =0 的 动力 学 系统 由 方程 

d?r 


2 
qa ~? Az/3=0 
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描述 , 而 渐 近 由 下 式 表述 : 
z(t) = Ci exp( y D24/3t) + C2 exp( 一 VD24/3t). 
相应 地 , 当 4 = 0,a = k =0 时 , 系统 由 方程 


d?r 
a i 
描述 , 渐 近 为 


x(t) = Cyt + Co. 
“4A=a=0,k=-1N, 由 方程 
d27 
az = 
描述 , 渐 近 为 
a(t) = (t — to)?. 
现在 , 对 于 恒定 体 黏 滞 系 数 a = const, 我 们 建立 奇 点 的 相 图 . 半 平 面 (4,a) 上 
任 一 点 对 应 一 个 宇宙 模型 , 式 中 
768(D — 1)’ 
Be oe 
KR a> 0 对 应 于 不 稳定 的 节点 (曲线 1 的 上 方 ) 和 焦点 (曲线 1 和 轴 OA 之 间 )， 
a < 0 的 区 域 对 应 于 稳定 的 节点 (曲线 2 FH) 和 焦点 (曲线 2 和 轴 OA 之 间 ). 奇 
点 的 种 类 由 系统 的 线性 化 矩阵 的 本 征 值 确 定 . 如 果 二 
体 黏 浦 系数 是 某 个 参量 6 (比如 态 方程 中 的 y) 的 a PST, 
函数 , 则 5 的 变化 引起 线性 化 矩阵 行列 式 的 变化 . 
由 图 3-3 可 见 ， 当 参量 5 取 某 些 值 ( 相 图 的 大 小 ) 
时 , 曲线 由 一 种 类 型 奇 点 的 区 域 过 渡 到 另 一 种 类 型 
奇 点 的 区 域 . 由 图 可 见 , 结构 稳定 性 的 要 求 导致 研 
FLIES Ba AA EE. 因此 , 在 这 类 解 中 , Ri 
系数 是 稳定 性 的 要 素 . 
对 本 节 的 讨论 作 一 小 结 : 
(1) 所 讨论 的 模型 对 于 宇宙 的 变化 (在 4 = 0,a = 0) 是 结构 不 稳定 的 . 
(2) RA k = 4 = 0 的 模型 对 于 空间 曲率 k 的 变化 (在 a = 0) 是 结构 不 稳 
定 的 . 
(3) 宇宙 常数 是 相 图 参量 . 这 说 明 即 使 宇宙 项 很 小 , 对 于 比较 不 同 的 理论 模型 
和 真实 宇宙 也 起 着 重要 作用 . 因此 , 在 研究 真实 宇宙 时 , 必须 考虑 非 零 的 宇宙 项 . 
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3.6 Dirac 假 设 
把 自然界 中 的 常数 作 一 些 组 合 , 按 数量 级 有 如 下 关系 : 


FM 


~ 10%, (3.6.1) 


AP RA M 分 别 为 现在 的 宇宙 半径 和 相应 的 宇宙 总 质量 . Dirac 认为 这 些 数值 关 
系 不 是 偶然 的 , 是 宏观 量 和 微观 量 之 间 存 在 某 种 联系 的 结果 . 这 实际 上 可 认为 是 马 
赫 原 理 的 推广 . 就 是 把 以 局 部 物理 规律 为 基础 的 惯性 系 作 为 宇宙 普 适 参考 系 . 
比如 膨胀 宇宙 , R 随时 间 变 化 . 由 式 (3.6.1) 第 一 式 可 知 , 如 果 设 微观 常数 不 变 ， 
则 引力 常数 G 就 要 随时 间 变 化 : G ~ R-1; 如 果 假 设 G 不 变 , 则 e~ R14. 若 e 随 
时 间 变 化 , 则 宇宙 过 去 的 原子 光谱 的 精细 结构 就 会 改变 . 由 于 铀 等 重 原 子 核 的 静电 
能 及 a 衰变 概率 不 同 , 所 以 原子 核 的 衰变 方式 和 寿命 也 会 改变 . 这 样 , 用 放射 性 元 
素 综 合 确 定 宇宙 年 龄 的 方法 就 会 与 用 其 他 方法 测 得 的 结果 不 一 致 . 如 果 G 随时 间 
变化 , 则 对 恒星 年 龄 有 一 定 影响 . 现在 还 没有 足够 证 据 来 否定 这 些 可 能 的 变化 . 


3.7 FAEH 


在 3.3 节 中 已 指出 , 物理 上 合理 的 宇宙 模型 ( 弗 里 德 曼 宇宙 和 Bianchi 型 宇宙 ) 
都 存在 类 空 奇 点 . 通常 人 们 是 不 喜欢 有 奇 点 的 模型 的 . 因此 总 要 设法 避免 奇 点 . 那 
么 , 是 否 可 以 通过 与 高 度 对 称 性 的 偏离 或 其 他 途径 避免 奇 点 呢 ? 了 解 下 面 的 定理 是 
有 益 的 . 

根据 第 一 篇 式 (3.11.24). 有 


1 
Ups = Wpv + Opv + 3 Agu + UpUy) — typ. (3.7.1) 
将 式 (3.7.1) 代入 恒等式 
(Sawer — Urral w = 一 putu (37-2) 


并 利用 场 方程 , 我 们 得 到 


dé 6? uy HP ye 
T = 3 — Op T = k(3p 十 p) 十 Wiuv i + Uys (3.7.3) 


假设 p+ 3p > 0, 则 当 旋 速度 和 加 速度 等 于 零 时 由 式 (3.7.3) 可 得 


d /1 1 
—{-}2-. yy 
dr (5) 3 Oo) 
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由 此 可 知 , 车 9 > 0, 则 9-! 在 过 去 的 某 一 时 刻 为 零 ; Bo < 0, 则 5-: 在 将 来 的 
某 一 时 刻 为 零 . 由 于 膨胀 速度 0 是 体积 相对 变化 的 量度 , 因此 我 们 得 到 定理 : 在 场 
源 物 质 无 旋 、 无 加 速 且 满足 式 (3.7.4) 的 模型 中 一 定 存在 奇 点 . 在 弗 里 德 曼 模型 中 
9 = 3R/R, 这 一 奇 点 怡 与 R=0 对 应 . 

如 果 物 质 本 身 有 旋 , 但 宇宙 空间 中 存在 无 旋 的 类 时 短程 线 簇 , 仍 能 得 到 类 似 的 
结论 . 我 们 熟知 , 两 个 指向 未 来 的 类 时 单位 矢 w 和 vr, 总 满足 uo, < 1. 由 此 根据 
场 方 程 得 到 

Rav” > k(p + 3p) /2. (3.7.5) 
根据 满足 这 些 条 件 的 短程 线 , 同样 得 到 不 等 式 (3.7.5). 物理 上 试验 粒子 行为 的 奇异 
性 对 应 于 数学 上 空间 的 奇异 性 . 

作为 上 述 定理 的 推广 , 可 以 证 明 , 如 果 宇 宙 在 某 段 时 间 内 是 均匀 的 (具有 一 个 
空间 运动 群 ), 对 应 的 初 值 问 题 在 初始 曲面 上 有 唯一 解 , 且 所 有 类 时 (或 零 ) 矢量 v 
都 满足 条 件 Ruutu” > 0, 则 宇宙 一 定 存在 一 奇 点 . 


3.8 ”暗物质 和 上 暗 能 量 


1. 宇宙 动力 学 方程 和 临界 密度 


宇宙 学 原理 告诉 我 们 , 在 宇宙 学 尺度 上 宇宙 是 均匀 各 向 同性 的 . 其 四 维 时 空 为 
Robertson-Walker 度 规 所 描述 : 


dr? 
— kr2 


ds? = dt? — a° (t) (i + r7d6? + r? sin? Ody ae (3.8.1) 


AF a(t) 为 宇宙 标 度 因子 , k 为 一 常数 . 适当 选择 7 的 单位 , 可 以 使 k= +1,0,-1, 
分 别 对 应 于 正 曲率 空间 、 零 曲率 空间 和 负 曲 率 空 间 , 即 分 别 对 应 于 闭合 的 、 平 直 的 
和 开放 的 宇宙 . 

宇宙 物质 的 能 量 -动量 张 量 通常 写成 理想 流体 的 形式 


(p T p)U,UL + PIuv, (3.8.2) 
AF p Al p 分 别 为 宇宙 物质 密度 和 压强 , U, 为 四 维 速度 
U’ =1, (3.8.3) 


u* =0. - (3.8.4) 


守恒 定律 表述 为 
TH;y =0. (3.8.5) 
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当 =i Hf, A (3.8.5) 显然 成 立 ; 4 u= 0 时 , 式 (3.8.5) 成 为 


dla (p+D)] = adp， (3.8.6) 
或 者 
d(pa*) = —pd(a’). (3.8.7) 
对 于 最 简单 的 状态 方程 
p = wp, (3.8.8) 
能 量 密度 和 宇宙 标 度 因 子 的 关系 是 
pra ste), (3.8.9) 
对 于 辐射 、 物 质 和 真空 分 别 有 
辐射 p= ap p~a!; (3.8.10) 
物质 p=0，p~a，; 
真空 p=-p, p= 常数 . (3.8.11) 


由 Robertson-Walker 度 规 出 发 , 根据 广义 相对 论 , 我 们 可 以 得 到 Ricci 张 量 的 
非 零 分 量 


Roo e ~3, 
+ "2 
Ricci 标量 为 a 
R=-6 € rm =) (3.8.13) 
爱 因 斯 坦 场 方程 
Ruy 一 T: = 8"GT pyu (3.8.14) 
的 0-0 分 量 就 是 弗 里 德 曼 方程 : 
å? k 8rGp 
z + = ABE PI. (3.8.15) 
场 方程 的 i-i 分 量 是 


a a k 
27 + z2 + a = —8nGp. (3.8.16) 
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方程 (3.8.7), (3.8.15) 和 (3.8.16) 由 Bianchi 恒等式 相 联系 , 这 三 个 方程 中 只 有 两 个 
是 独立 的 , 由 方程 (3.8.15) 和 (3.8.16) 可 以 得 到 一 个 能 直观 表示 宇宙 膨胀 加 速度 的 


方程 a 4nG 


我 们 知道 现在 宇宙 在 加 速 膨胀 , 即 & > 0, 这 就 要 求 p+ 3p < 0, 从 而 我 们 知道 ， 
宇宙 加 速 膨胀 的 条 件 是 物 态 方程 参数 w < 一 1/3. 
宇宙 膨胀 的 速度 由 哈 勃 常数 描述 , 它 是 这 样 定义 的 : 
Ha. (3.8.18) 


a 


哈 勃 常数 其 实 并 非常 数 , 而 是 随时 间 变 化 的 . 哈 勃 常数 Ho 是 哈 勃 常数 的 当前 值 . 
弗 里 德 曼 方程 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


k _ Pp 
Wa = 7 1, (3.8.19) 
3H? 


由 式 (3.8.19) 可 见 , 宇宙 空间 的 曲率 完全 取决 于 密度 . 若 密度 大 于 临界 密度 pe, 则 
k 是 正 的 , 宇宙 空间 是 弯曲 且 有 限 的 ; 车 密度 小 于 pc, Wk 是 负 的 , 宇宙 空间 是 弯曲 
且 无 限 的 ; EERST po k SPS, 宇宙 空间 是 平 直 的 、 无 限 的 . 

我 们 定义 一 个 无 量 纲 密度 参数 


2 = 上， (3.8.21) 


则 弗 里 德 曼 方程 可 写 为 


eer) E (3.8.22) 
H2a? 
显然 , ?2 >1,0=1 Ñ R <1 分 别 对 应 于 k>0,k=0 和 kk<0. 
2. 暗物质 
1937 年 , 弗 里 效 。 札 维 奇 (Fritz Zwicky) 发 现 大 星系 团 中 的 星系 具有 极 高 的 运 
动 速度 . 要 束缚 住 这 些 星系 , 星系 团 的 实际 质量 应 该 是 观测 到 的 恒星 总 质量 的 100 
多 倍 . 即 有 大 量 的 暗物质 存在 .为 了 简化 , 下 面 我 们 用 牛顿 引力 理论 讨论 旋涡 星 


系 的 质量 计算 . 假定 星系 质量 分 布 是 球 对 称 的 ， 设 半径 为 r 的 球面 以 内 的 质量 为 
M(r), 则 距 中 心 r 处 的 恒星 的 轨道 速率 为 


u(r) = y T, (3.8.23) 


O 随 着 距离 球 心 的 距离 r 的 增 大 . 发 光 物质 变 得 很 稀少 了 , 这 时 应 该 可 以 认为 M 
近 于 一 个 常量 , 速度 就 应 该 随 半 径 >-# 下 降 . 然而 实际 的 观测 与 此 恰恰 相反 , 转 


` 144 . 第 3 章 ”其 他 宇宙 模型 和 奇 点 定理 


动 曲线 在 距 星系 中 心 很 远 处 并 不 下 降 , 而 是 维持 一 个 恒定 的 速度 . 据 此 我 们 可 以 推 
知 , 一 定 有 我 们 所 看 不 见 的 暗物质 晕 在 贡献 其 引力 , 维持 旋转 速度 . 


0 5 10 15 20 25 [kpc] 
图 3-4 7 个 洲 涡 星系 的 旋转 曲线 , 它们 在 距离 星系 中 心 很 远 的 地 方 依然 维持 恒定 的 速度 ， 
说 明星 系 被 一 个 巨大 的 暗物质 时 所 包围 


根据 天 文 观测 数据 , 经 过 简单 的 计算 得 到 , 发 光 物 质 对 密度 参数 的 现在 值 2 
的 贡献 
Nor © 0.5%. (3.8.24) 


人 们 用 类 似 的 牛顿 动力 学 方法 , 对 星系 团 进 行 观测 , 假定 维 里 定理 成 立 , 应 用 
式 (3.8.23), 得 到 星系 团 对 2 的 贡献 为 


10% < Nog < 30%. (3.8.25) 


此 式 与 式 (3.8.24) 比较 , 表明 星系 团 中 除 发 光 物 质 以 外 还 有 大 量 暗 物质 . 

20 世纪 80 年 代 提 出 的 宇宙 暴 胀 理论 认为 2 = 1. 后 来 的 测量 和 计算 都 支持 
这 一 结论 , 宇宙 暴 胀 理论 已 得 到 公认 , A (3.8.25) 表明 星系 团 中 的 发 光 物 质 和 暗 物 
质 的 总 和 对 Qo 的 贡献 也 只 有 20% 左右 , 与 fo ~ 1 比较 , 人 们 认为 除了 星系 团 之 
类 的 成 团 物质 之 外 , 还 有 80% 的 物质 不 成 团 , 甚至 均匀 分 布 于 宇宙 中 . 这 问题 我 们 
在 下 面 一 小 节 再 继续 讨论 . 

正 是 暗物质 促成 了 宇宙 结构 的 形成 . 如 果 没 有 上 暗物质 就 不 会 形成 星系 、 恒星 和 
行星 , 也 就 更 谈 不 上 今天 的 人 类 了 . 字 宙 尽管 在 大 尺度 上 表现 出 均匀 和 各 向 同性 ， 
但 是 在 小 一 些 的 尺度 上 则 存在 着 恒星 、 星 系 、 星系 团 、 巨 洞 以 及 星系 长 城 . ZAR 
度 上 主宰 物质 运动 的 力 只 有 引力 . 但 是 均匀 分 布 的 物质 不 会 产生 引力 , 因此 今天 所 
有 的 宇宙 结构 必然 源 自 于 宇宙 极 早期 物质 分 布 的 微小 涨 落 , 这 些 涨 落 会 在 宇宙 微波 
背景 辐射 (CMB) 中 留 下 痕迹 . 然而 普通 物质 不 可 能 通过 其 自身 的 涨 落 形成 实质 上 
的 结构 而 又 不 在 宇宙 微波 背景 辐射 中 留 下 痕迹 , 因为 在 宇宙 极 早 期 普通 物质 还 没有 
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从 辐射 中 退 耦 出 来 . 而 暗物质 不 与 辐射 耦合 , 其 微小 的 涨 落 在 普通 物质 退 耦 之 前 就 
放大 了 许多 倍 . 在 普通 物质 退 耦 之 后 , 已 经 成 团 的 暗物质 就 开始 吸引 普通 物质 , 进 
而 形成 了 我 们 现在 观测 到 的 结构 . 这 一 初始 涨 落 的 振幅 非常 非常 的 小 . 这 样 的 物质 
就 是 冷 暗物质 , 它 是 无 热 (低速 ) 运动 的 非 相对 论 性 粒子 , 因此 称 为 冷 暗 物质 . 

对 于 先前 提 到 的 小 扰动 ( 涨 落 ), 为 了 预言 其 在 不 同 波长 上 的 引力 效应 , 小 扰动 
谱 必 须 具 有 特殊 的 形态 . 为 此 , 最 初 的 密度 涨 落 应 该 是 标 度 无 关 的 . 也 就 是 说 , 如 
果 我 们 把 能 量 分 布 分 解 成 一 系列 不 同 波长 的 正弦 波 之 和 , 那么 所 有 正弦 波 的 振幅 都 
应 该 是 相同 的 . 暴涨 理论 的 成 功 之 处 就 在 于 它 提供 了 很 好 的 动力 学 机 制 来 形成 这 
样 一 个 标 度 无 关 的 小 扰动 谱 (其 谱 指 数 n = 1). WMAP 的 观测 结果 证 实 了 这 一 预 
言 , 其 观测 到 的 结果 为 n = 0.99 土 0.04. 

现在 已 经 知道 了 两 种 暗物质 — 中 微 子 和 黑洞 . 但 是 它们 对 暗物质 总 量 的 贡 
献 是 非常 微小 的 . 最 被 看 好 的 暗物质 是 低温 无 磁 接 暗物质 (CCDM), HALT RAE 
命 长 ,温度 低 、 无 磁 撞 的 特性 . 寿命 长 意味 着 它 的 寿命 必须 与 现今 宇宙 年 龄 相当 , 其 
至 更 长 . 温度 低 意 味 着 在 退 耦 时 它们 是 非 相 对 论 性 粒子 , 只 有 这 样 它们 才能 在 引力 
作用 下 迅速 成 团 . 由 于 成 团 过 程 发 生 在 比 哈 勃 视 界 ( 字 宙 年 龄 与 光速 的 乘积 ) 小 的 
范围 内 , 而 且 这 一 视界 相对 现在 的 宇宙 而 言 非 常 的 小 , 因此 最 先 形成 的 暗物质 团 块 
或 者 暗物质 晕 比 银河 系 的 尺度 要 小 得 多 , 质量 也 要 小 得 多 . 随 着 宇宙 的 膨胀 和 哈 勃 
视界 的 增 大 , 这 些 最 先 形成 的 小 暗物质 晕 会 合并 形成 较 大 斥 度 的 结构 , 而 这 些 较 大 
尺度 的 结构 之 后 又 会 合并 形成 更 大 尺度 的 结构 .其 结果 就 是 形成 不 同体 积 和 质量 
的 结构 体系 , 这 是 与 观测 相 一 致 的 . 相反 的 , 对 于 相对 论 性 粒子 , 如 中 微 子 , 在 物质 
引力 成 团 的 时 期 由 于 其 运动 速度 过 快 而 无 法 形成 我 们 观测 到 的 结构 ， 因 此 中 微 子 
对 暗物质 质量 密度 的 贡献 是 可 以 忽略 的 . 在 太阳 中 微 子 实验 中 对 中 微 子 质量 的 测 
量 结果 也 支持 了 这 一 点 . 无 碰撞 指 的 是 暗物质 粒子 (与 暗物质 和 普通 物质 ) 的 相互 
作用 截面 在 暗物质 党 中 小 的 可 以 忽略 不 计 . 这 些 粒 子 仅仅 依靠 引力 来 束缚 住 对 方 ， 
并 且 在 暗物质 晕 中 以 一 个 较 宽 的 轨道 偏心 率 谱 无 阻碍 地 做 轨道 运动 . 

CCDM 被 看 好 有 几 方 面 的 原因 . 第 一 , CCDM 的 结构 形成 数值 模拟 结果 与 观 
测 相 一 致 . 第 二 , 作为 一 个 特殊 的 亚 类 ,， 弱 相互 作用 大 质量 粒子 (WIMP) 可 以 很 好 
地 解释 其 在 宇宙 中 的 丰 度 . 如 果 粒 子 间 相 互 作用 很 弱 , 那么 在 字 宙 最 初 的 万 亿 分 之 
一 秒 它们 是 处 于 热平衡 的 .之 后 , 由 于 沽 灭 它们 开始 脱离 平衡 . 根据 其 相互 作用 
截面 估计 , 这 些 物质 的 能 量 密度 大 约 占 了 宇宙 总 能 量 密度 的 20%~30%, 这 与 观测 
相符 . 


3. 瞳 能 量 


自从 1929 年 哈 过 发 现 宇宙 膨 胀 以 来 , 人 们 一 直 以 为 宇宙 是 减速 膨胀 的 . 因为 
主宰 宇宙 物质 运动 的 力 是 引力 , 在 引力 作用 下 膨胀 只 能 减速 . 如 同 地 面 上 一 个 坚 直 
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上 抛 的 物体 , 在 重力 作用 下 只 能 减速 . 然而 1997 年 12 A, 作为 大 红 移 超新星 搜索 
小 组 成 员 的 哈佛 大 学 天 文学 家 R. 基 尔 希 纳 的 观测 结果 显示 , 宇宙 膨胀 不 是 减速 而 
是 在 加 速 . 1998 Æ, S. 玻 尔 穆 特 和 B. 史 密 特 两 个 小 组 利用 Ia 型 超新星 作 标准 烛 
光 , 精确 测量 距离 - 红 移 关系 , RS RK. 这 一 事实 告诉 我 们 , 宇宙 中 除 
了 普通 物质 之 外 , 还 有 一 种 一 直 未 被 人 们 发 现 的 能 量 , 这 种 能 量 会 产生 斥 力 , 从 而 
推动 宇宙 加 速 膨 胀 . 芝加哥 大 学 的 M. 特 纳 给 这 种 能 量 起 了 个 名 字 , 叫 暗 能 量 . 后 
来 更 多 的 天 文 观测 , 如 新 的 超新星 探测 , 斯 隆 数 字 巡 天 得 到 的 宇宙 大 尺度 结构 , 威 
尔 金森 宇宙 微波 背景 辐射 各 向 异性 探测 器 WMAP (Wilkinson microwave anisotrope 
probe) 的 观测 , 都 证 实 了 暗 能 量 的 存在 , 并 且 使 它 成 为 了 标准 宇宙 模型 的 一 部 分 . 

S. 玻 尔 穆 特 和 B. 史 密 特 观测 到 的 宇宙 微波 背景 辐射 的 各 同 异 性 和 黑体 谱 , 进 
一 步 支 持 了 标准 宇宙 模型 , 获得 了 2006 年 诺 贝 尔 物理 学 奖 . 

暗 能 量 是 一 种 不 可 见 的 巨大 的 能 量 , 在 宇宙 总 物质 中 约 占 73%, 足以 主宰 宇宙 
的 运动 . 它 与 普通 物质 和 暗物质 都 有 本 质 的 不 同 , 它 产 生 负 压强 而 且 均 匀 分 布 于 宇 
宙 中 . 普通 物质 和 暗物质 的 压强 都 是 非 负 的 . 

暗 能 量 是 近年 来 宇宙 学 研究 中 一 个 具有 里 程 碑 意义 的 重大 成 果 . 支持 暗 能 量 主 
要 证 据 有 二 : 一 是 观测 发 现 宇宙 在 加 速 膨 胀 . 按照 爱 因 斯 坦 场 方程 (3.8.17), Ew 
AREER p/p < 0, 导致 具有 负 压 强 的 暗 能 量 . 二 是 由 WMAP 给 出 的 宇宙 中 物质 总 
密度 的 精确 测定 结果 : 普通 物质 和 暗物质 加 起 来 只 占 27%, HA 73% 的 短缺 . 这 一 
短缺 的 物质 就 是 暗 能 量 . 

由 于 WMAP 的 精密 数据 和 超 新 量 Ia 的 观测 数据 , 人 们 确认 以 下 观测 结果 : 

(1) 宇宙 总 密度 参数 fo = 1.02 +0.02, 即 宇宙 几 近 平 直 ; 

(2) 宇宙 年 龄 是 137 土 2 亿 年 ; 

(3) "SHR Ho ~ 0.71 + 0.01km/s/Mpc; 

(4) 宇宙 总 质量 (100%) ~ 重子 + BF (4.4%) + 热 暗 物质 (< 2%) + 冷 暗 物质 
( 20%)+ 暗 能 量 (73%). 

暗 能 量 的 一 个 很 重要 的 参数 ,就 是 它 的 物 态 方程 参数 w, HAF (3.8.17) 可 
知 ， 只 有 当 p+3p < ON, 才 会 得 到 加 速 膨胀 , 即 a > 0, 此 时 对 于 物 态 方程 
p = wp, HER w < -1/3. 因而 各 种 暗 能 量 模 型 都 必须 满足 w < -1/3 的 
条 件 , 同时 由 观测 确定 的 w 的 值 又 成 为 检验 各 种 暗 能 量 模 型 的 标准 . 例如 , 利用 
WMAP 和 SNLS(supernova legacy survey) 可 以 给 暗 能 量 的 物 态 方 程 参 数 一 个 很 强 
的 限制 : w = 一 0.967+0.973. 

主要 的 暗 能 量 候 选 者 有 如 下 几 种 : 

1) 宇宙 学 常数 

爱 因 斯 坦 根据 广义 相对 论 构建 第 一 个 宇宙 模型 时 , 人 们 尚 不 知道 宇宙 膨胀 这 一 
事实 , 因而 爱 因 斯 坦 引 入 了 宇宙 学 常数 . 试图 构建 一 个 静态 的 宇宙 模型 . 引入 宇宙 
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一 


学 常数 后 , 场 方程 变 为 如 下 形式 : 
Rw 一 =dwR — Aguy = 8xGT pv- 


将 Agu 项 移 到 方程 的 右边 , 可 以 看 出 , FH 学 常数 其 实 提供 了 一 个 等 效 的 能 量 - 动 
量 张 量 . 它 的 能 量 密度 和 压强 分 别 是 


(3.8.26) 


Pe = -BanG (3.8.27) 


由 此 可 知 , 相应 的 物 态 方程 参数 w = -1. 实际 上 用 宇宙 常数 构造 的 静态 宇宙 
是 不 稳定 的 , 只 要 变 大 一 点 就 会 导致 斥 力 增 大 和 引力 减 小 , 从 而 使 膨胀 加 速 . 这 恰 
好 符合 现在 观测 到 的 宇宙 加 速 膨胀 的 事实 . 

然而 , 用 宇宙 学 常数 解释 字 宙 的 加 速 膨胀 尚 有 两 个 疑难 问题 . 第 一 个 问题 是 宇 
SHR, 第 二 个 问题 称 为 巧合 (coincidence) 问题 . 由 量子 场 论 可 以 计算 真空 能 ， 
所 得 到 的 形式 与 宇宙 学 常数 给 出 的 能 量 -动量 张 量 相同 , 因此 可 以 把 二 者 作为 等 效 
的 字 宙 学 常数 或 等 效 真空 能 处 理 . 但 是 由 WMAP 给 出 的 等 效 真 空 能 为 


pobs = 10747 GeV‘, (3.8.28) 
理论 预言 值 为 
pth = 1074GeV?， (3.8.29) 
两 者 相差 上 百 个 数量 级 . 
所 谓 巧 合 问 题 , 是 指 的 今天 的 物质 密度 与 真空 能 密度 恰好 处 在 同一 个 量 级 . 由 
于 两 者 随 宇宙 膨胀 的 演化 规律 不 同 , 所 以 需要 在 极 早期 对 宇宙 的 初始 条 件 进 行 精细 
的 微调 (fine-turning). 


2) Quintessence 


Quintessence 是 通过 引入 一 个 标量 场 来 构造 的 暗 能 量 模型 . 它 的 拉 氏 量 为 
2 = V= (30000 - vo, (3.8.30) 
式 中 v(¢) 是 势 . 度 规 取 平 直 的 R-W 度 规 . 由 拉 氏 量变 分 就 可 得 到 Quintessence 
的 运动 方程 
È +3Họġ + V'(¢$) =0, (3.8.31) 
EHS o 求 导 . 由 理想 流体 的 能 量 -动量 张 量 形式 , 得 到 Quintessence 


的 能 量 密度 和 压强 分 别 是 
pa = 58 +V, (3.8.32) 
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l. 
Pq = 50° — V. (3.8.33) 


由 此 我 们 可 以 得 到 它 的 物 态 方程 参数 


l., 
por 


1, i 
一 0 
coe 


(3.8.34) 


WwW = 


势 函数 VO 取 不 同形 式 , M w 可 在 0 到 -1 之 间 变 化 . 并 且 一 般 来 说 , w 不 再 是 
一 个 常数 , 而 是 变化 的 . 作为 一 个 动力 学 模型 , Quintessence 可 以 解决 巧合 问题 . 这 
是 一 个 几 被 公认 的 候选 者 , 可 意 为 继 夸 克 、 轻 子 、 中 间 玻 色 子 和 非 重子 暗物质 之 后 
的 第 五 原 质 . 

除了 Quintessence 以 外 , 还 有 一 些 不 同 的 暗 能 量 候选 者 , 下 面 介 绍 两 种 . 

3) Phantom 

Quintessence 虽然 能 够 实现 w < 一 1/3, 从 而 解释 宇宙 加 速 膨 胀 , 但 是 观测 表明 ， 
w 也 很 有 可 能 是 小 于 -1 的 . 因此 Caidwell F 2002 年 提出 Phantom. Phantom 也 
引入 了 一 个 标量 场 , 但 与 Quintessence 不 同 的 是 , 它 的 动能 项 是 负 的 . Phantom 的 
拉 氏 量 是 


2 = V=5|-30,00"0- V0), (3.8.35) 
它 的 能 量 密度 和 压强 分 别 是 
pa = -39 +V, (3.8.36) 
PQ = -29 —V. (3.8.37) 
因而 它 的 物 态 方程 参数 为 
dhs 
—¢? -V 
w= 一 2 一 一 (3.8.38) 
ave +V 


很 明显 地 , 与 Quintessence 相 比 . Phantom 可 以 实现 w < —1. 由 于 w < 一 1 Phantom 
具有 很 有 趣 的 性 质 , 如 Phantom 的 能 量 密度 是 随 着 宇宙 膨胀 而 增加 的 . 还 有 一 种 
新 的 宇宙 结局 的 可 能 性 “Big Rip”. 哈 勃 膨胀 只 是 星系 退行 , 作为 引力 束缚 体 的 星 
系 本 身 是 并 不 膨胀 的 . 然而 Phantom 导致 的 “Big Rip” AT UKER, 恒星 、 行 星 
等 引力 束缚 体 全 部 破坏 . 

4) Quintom 

Quintessence 和 Phantom 虽然 可 以 分 别 实现 w > -1 和 w< -1, 但 是 却 不 能 
实现 w 穿越 -1. 为 了 解决 这 个 问题 Quintom 被 提 了 出 来 . 
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Quintom 实际 是 由 Quintessence 和 Phantom 两 场 构成 的 , 它 的 拉 氏 量 是 
L = -g -33u84 + 50h06 — V(¢1, ¢2)| , (3.8.39) 


它 的 物 态 方程 参数 为 i i 

-5 43 中 5% — V (ġ1, $2) 
-54 + 543 + V(ġ1, ¢2) 
可 见 Quintom 可 以 实现 物 态 方程 参数 w Fit -1. 


w = 


(3.8.40) 


> Ba AY ae Ak 
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1.1 标准 (大 爆炸 ) 宇宙 模型 的 成 就 和 困难 


大 爆炸 宇宙 模型 成 功 地 解释 了 自 t= 10“?s( 轻 核 形成 ) 至 t = 10'°y( PE) F 
宙 演 化 阶段 的 观测 事实 . 其 中 包括 元 素 的 起 源 ( 氢 丰 度 测量 )、 星系 光谱 的 宇宙 学 红 
移 、3K 微波 背景 辐射 星系 计数 、 宇 宙 大 尺度 的 均匀 各 向 同性 等 . 因此 , 大 爆炸 宇 
宙 模 型 是 普遍 被 人 们 所 接受 的 . 与 其 他 宇宙 模型 相 比 , 它 是 最 成 功 的 宇宙 模型 , 所 
以 人 们 称 之 为 标准 宇宙 模型 . 

然而 , 大 爆炸 宇宙 模型 也 有 它 的 困难 . 就 是 在 t = 0( 大 爆炸 奇 点 ) 到 t = 10-10s 
这 一 极 早期 演化 阶段 中 的 4 个 问题 : 奇 点 问题 、 视 界 问题 、 平 直 性 问题 、 磁 单 极 
问题 . 

第 一 个 问题 是 奇 点 问题 . 正如 第 二 篇 第 3 章 最 后 一 节 所 论证 的 , 根据 爱 因 斯 坦 
引力 理论 和 宇宙 学 原理 ,以 及 哈 勃 定律 和 强 能 量 条 件 p+ 3p > 0, 必然 导致 一 个 结 
论 : 宇宙 必然 存在 一 个 内 豪 的 过 去 类 空 奇 点 (t = 0, R = 0). 在 奇 点 处 , 温度 、 能 量 
和 物质 密度 都 等 于 无 限 大 , 这 是 没有 物理 意义 的 , 是 物理 学 家 最 讨厌 的 . 这 一 问题 
(宇宙 的 创 生 ) 我 们 留 在 本 篇 第 2 章 (量子 宇宙 学 ) 详细 讨论 . 

后 面 三 个 问题 (视界 问题 、 平 直 性 问题 、 磁 单 极 问 题 ) 都 可 以 由 宇宙 暴 胀 (in- 
flation) 的 引入 而 得 到 解决 . 

为 了 说 明 这 三 个 问题 的 内 容 , 我 们 首先 对 极 早 期 宇宙 作 简 单 的 讨论 . 

我 们 考虑 1070s >t > tp ~ 107s 这 一 宇宙 演化 的 极 早期 , 这 时 对 应 的 宇宙 
温度 为 Tp ~ 10°°K >T > 10K, 相应 的 能 标 为 mp ~ 10!8GeV > E > 10?GeV. 这 
时 宇宙 处 于 辐射 为 主 的 时 期 , 与 极端 相对 论 粒子 的 情况 相同 , 都 有 

p 


p=3; P~ [REO]. (1.1.1) 
由 此 可 得 
p ~ [R(t)] 一， p[R(t)|* = A = const. (1.1.2) 
由 于 TR(t) = const, 可 知 
p~T*. (1.1.3) 


考虑 到 极端 相对 论 粒 子 的 静止 质量 为 零 , 由 量子 统计 得 到 


p NDE. (1.1.4) 


~ 30 
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RP N(T) = N+ Np, Ns 和 Ny 分 别 为 玻 色 子 和 费 米子 的 本 征 态 数目 . 粮 密 度 为 


s= Sp/T = ZE N(T)TS, (1.1.5) 
粒子 数 密度 为 
n= e (™ 十 +7) T”, (1.1.6) 


st ¢(3) 为 R-Z 函数 . 由 第 二 篇 的 式 (2.6.5) 和 (1.1.1) 得 到 


R(t) „2 8r k 8x 入 
积分 得 
1/4 
R(t) = (=) pa, (1.1.8) 


考虑 到 式 (1.1.3), 将 式 (1.1.4) RAA (2.6.5), 得 到 


和 +e(T)T’ = A NITT“, 
ok [22N(T) 
类 似 于 得 到 式 (1.1.8), 由 式 (1.1.9) 得 到 
1/4 
T= a | pu (1.1.10) 


下 面 我 们 说 明 标 准 宇宙 模型 在 宇宙 极 早 期 存在 的 三 个 问题 . 
1. 视界 问题 


我 们 现在 (图 1-1 中 的 O 点 ) 所 接收 到 的 宇宙 中 过 去 的 信息 , 都 只 能 来 自我 们 
的 过 去 光 锥 之 内 . 如 图 1-1 所 示 , 我 们 接收 到 的 来 自 相 反方 向 的 两 个 辐射 信号 只 能 
发 自 图 中 的 M 和 N 两 个 时 空 点 , 这 两 点 的 过 去 光 锥 并 不 相交 . 由 于 信息 有 一 个 最 
大 传播 速度 (真空 光速 c), 所 以 在 大 爆炸 起 源 的 宇宙 内 , 在 时 刻 t, 任意 两 点 (如 二 
星系 ) 间 的 距离 大 于 D = 2ct. 这 两 点 在 小 于 上 的 时 间 内 从 未 发 生 过 因果 联系 . 


D = 2ct (1.1.11) 
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O bincacenes ca nuibaneben iaai t~ 1017s (现在 ) 


粒子 视界 
se ee t~10s (光子 退 耦 ) 
eb og oF >| eas 
图 1-1 


叫做 视界 距离 . 由 于 视界 距离 D 正比 于 时 间 t, 而 宇宙 半径 RR 正比 于 t, 故 在 宇 
宙 极 早期 (t<1AD<R. 即 视界 距离 小 于 宇宙 半径 . 例如 , 4t~10-%s 时 有 
| = ~ 1029, (1.1.12) 

这 就 是 说 , 当 上 ~ 10-39s 时 , 宇宙 中 至 少 存在 107 个 无 因果 联系 的 区 域 . 

考虑 方向 相反 的 两 个 微波 天 线 , 接收 到 了 发 自 上 ~ 1012s 时 的 两 个 辐射 源 的 微 
波 信号, 由 于 宇宙 大 尺度 的 均匀 各 问 同 性 , 这 两 个 辐射 源 之 间 的 距离 应 为 视界 距离 
的 90 È. 这 当然 是 不 可 能 的 . 所 以 , 在 宇宙 极 早期 , 宇宙 大 尺度 的 均匀 各 向 同性 是 
和 视界 的 存在 不 相 容 的 . 这 就 是 大 爆炸 宇宙 模型 的 第 二 个 困难 一 一 视界 问题 . 


2. 平 直 性 问题 (te EXE) 
引入 参量 2 = 2go, 根据 第 二 篇 2.3 节 的 计算 , 有 


PO _ SIP = 4x3 N(T)T? 
Wa a =a ae (1.1.13) 


po 为 现在 的 宇宙 物质 密度 . 由 目前 观测 资料 有 


0.1<2<4, px 10& (1.1.14) 
在 极 早期 , FH URGES RR TOTAL PS aT. A, AL 
So = So R? (to) = 2 NTO) Rstto)78， To © 2.7K 
BY LAR SY 
So > 10%. (1.1.15) 
又 由 式 (1.1.13) 可 得 


45 | k f (1.1.16) 


p 4n3N(T)T? | R2(t)T? 
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考虑 到 t ~ tp 时 宇宙 的 物质 状态 情况 , N(T) ~ 102, 利用 式 


k _, [2n? NT) A 
RT? — E S i 
可 以 得 到 普 朗 克 时 期 宇宙 物质 密度 p 满足 
|p — Pel 
p 


(1.1.17) 


eh [| (1.1.18) 


这 表明 p ~ pc, 即 宇宙 极 早 期 已 非常 平 直 . 事实 上 , 由 于 有 了 式 (1.1.15), FAR 
(1.1.18), BOR SS ER PR RETRANS BARA. 那么 , 为 什么 宇 
宙 在 极 早 期 就 已 经 非常 平 直 了 呢 ? 或 者 说 , ATACRMENSHARAAKH ME? 大 
爆炸 宇宙 模型 给 不 出 任何 理由 . 这 就 是 所 谓 平 直 性 问题 , th BR ASE EE. 

3. 磁 单 极 问题 

特 哈 夫 特 和 玻 利 亚 利 夫 ('tHooft-Polyakov) 曾 证 明 , 任何 一 个 单 群 [SU(5)] 自 
发 破 缺 到 SU(3) x SU(2) x U(1) 时 一 定 要 出 现 磁 单 极 ( 非 阿 贝尔 磁 单 极 )， 可 以 证 
BA, 磁 荷 


m ~ 1016GeV ~ 10-8g, 


式 中 gna 和 ga 分别 表 示 非 阿 贝 尔 磁 单 极 和 阿 贝 尔 磁 单 极 的 磁 荷 . 
磁 单 极 是 联结 不 同 希 格 斯 (Higgs) 场 真 空 平均 值 的 拓扑 结 (拓扑 孤子 ). 这 表示 
真空 简 并 或 出 现 畴 状 真空 (真空 泡 ) 时 , 在 不 同 真空 泡 的 交接 处 要 出 现 磁 单 极 . 
每 个 真空 泡 ( 畴 ) 的 线 度 ! 应 该 不 大 于 因果 关联 区 的 长 度 D 


IS D = 2c. (1.1.19) 
由 此 可 知 , 磁 单 极 密度 nm 应 满足 
(1.1.20) 
现在 , t = to, 代入 式 (1.1.20) 得 到 


n f " 
> > 1071, n,~4x 103/cm?, 
了 


1 
Mm 2 4x 10-9/cnm3 res 
m3, 


于 是 得 到 磁 单 极 的 质量 密度 


Pm = Nm :mm > 4 x 107!"g/em’, 
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Pm 10. (1.1.21) 
Pe 
但 是 实际 观测 的 结果 是 


Nm <2~x A i (1.1.22) 
ny 


而 且 


0.1 < a < 4. (1.1.23) 


理论 与 观测 不 一 致 , 这 就 是 大 爆炸 宇宙 模型 的 第 四 个 困难 问题 一 一 磁 单 极 问题 . 
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1. 大 统一 相 变 


1980 年 , 麻 省 理工 学 院 的 古 什 (Guth) 提出 了 一 个 暴 胀 宇宙 模型 : 1982 年 , 林 
德 (Linde) 等 又 作 了 改进 . 暴 胀 字 宙 模型 解决 了 1.1 节 所 讲 的 大 爆炸 宇宙 模型 的 三 
个 困难 问题 . 这 一 模型 和 大 爆炸 模型 的 区 别 在 于 , 它 认 为 宇宙 极 早期 经 历 了 一 个 非 
常 短暂 而 又 非常 迅速 的 膨胀 阶段 . 这 一 暴 胀 阶段 只 持续 了 大 约 10-30s. 在 这 段 时 间 
里 宇宙 增 大 了 1030 倍 . 为 什么 会 出 现 这 样 的 暴 胀 呢 ? 由 于 暴 胀 宇宙 是 对 原 有 的 大 
爆炸 宇宙 模型 的 改进 , 所 以 我 们 还 是 从 大 爆炸 模型 说 起 . 

按 大 爆炸 宇宙 模型 ， 在 宇宙 的 极 早期 (10- 包 ~ 10-35s)， 宇 宙 处 于 超 高 能 状 
AS (1019 ~ 1015GeV), 粒子 物理 学 中 的 三 种 基本 相互 作用 GR HARK. 55) 应 统一 
为 一 个 只 含 一 个 耦合 常数 的 基本 相互 作用 , 这 就 是 大 统一 理论 (GUT). 当 能 标 为 
1019 ~ 1015GeV AY, SU(5) 大 统一 理论 成 立 ; 当 能 标 ~ 10!5GeV 时 (t ~ 10-35s， 
T ~ 108K), SU(5) 对 称 性 破 缺 为 SU(3) x SU(2) x U). EFIR EM SkA A 
因 , 规范 场 理 论 认为 关键 在 于 真空 . 场 方程 的 对 称 性 总 是 保持 的 , 真空 的 对 称 性 破 
i (真空 简 并 , 不 唯一 , 出 现 畴 状 真空 ) 引起 不 可 观测 到 的 物理 规律 的 对 称 性 破 缺 . 

理论 上 , 用 一 个 标量 场 2( 希 格 斯 场 ) 的 基态 来 描述 真空 . 考虑 到 真空 涨 落 ( 单 
图 ) 和 温度 效应 后 , 宇宙 的 有 效 势 ( 希 格 斯 有 效 势 ) 如 图 1-2 Bras. 

暴 胀 宇宙 模型 的 主要 思想 是 , 宇宙 在 大 统一 时 间 (t~ 1073s) 附近 发 生 的 对 称 
性 破 缺 相 变 是 一 级 相 变 . 如 图 1-2 和 1-3 Bras, EFR (T = 0) 时 ,2 = o,V(y) 有 一 
个 整体 极 小 , 这 是 一 个 对 称 真 空 一 一 真 真空 . 对 于 现在 , 非 零 温 (T 2.7K) 时 , F 
宙 这 一 标量 场 围绕 真 真空 值 有 一 微小 的 涨 落 (< 10-GeV). 有 效 势 V 和 宇宙 常数 
入 之 间 存 在 关系 式 

入 = 87V (0). (1.2.1) 
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Viv) Co) 
0 p 
. 1-2 


由 于 现在 入 很 小 , 所 以 可 设 Vic) = 0. 另外 , T = 0 的 有 效 势 还 有 一 个 局 部 极 小 
V|le=o, 这 是 一 个 假 真空 . 

设 发 生 一 级 相 变 的 温度 为 T, 即 当 了 > TT 时, Vlo) 有 一 整体 极 小 ; 当 卫 一代 
时 , 在 y £0 处 出 现 一 个 极 小 , 其 有 效 势 的 值 与 假 真 空 的 相近 , ÆT = T, 时 这 两 
个 极 小 是 简 并 的 . FET «KT. 的 情况 下 , 自发 对 称 破 缺 (yp = c) 的 极 小 为 有 效 势 的 
整体 极 小 . SU(5) 大 统一 理论 的 有 效 势 恰好 具有 上 述 性 质 . 这 就 是 说 , 4T > T 
时 , p = 0 为 有 效 势 的 整体 极 小 ; 温度 继续 降低 , 一 直到 TT > T 之前, 宇宙 一 直 处 
于 yp = 0 的 假 真空 态 , 并 按 大 爆炸 模型 (R ~ t2) 演化 . 4T <T, 时 , 对 称 破 缺 
的 真 真空 态 对 应 的 极 小 (p = o) 远 小 于 假 真 空 态 对 应 的 极 小 (p = 0), 真空 能 量 密 
度 远 大 于 辐射 能 量 密度 , 于 是 宇宙 处 于 假 真 空 过 冷 状态 ( 亚 稳 态 ), 最 后 因 低温 破 缺 
态 的 泡 的 自发 形成 而 衰变 , 借助 于 量子 隧道 效应 , AHS, 宇宙 由 假 真 空 态 跃迁 
到 真 真空 态 , 放出 潜能 po, 实现 一 级 相 变 . 当 Ty <T < TARP Ta = H/2xk 是 
Hawking 辐射 温度 ) 时 , 可 证 明 真 空 能 密度 p 远大 于 辐射 能 密度 p, 宇宙 物质 密 
BE p = put py © py = const. 此 常数 值 即 V(0), 由 大 统一 理论 确定 . 略 去 曲率 项 ， 
弗 里 德 曼 方程 为 


= (8nGp,/3)*/?, (1.2.2) 
积分 得 
R(t) ~ ew 
H = (8nGp,/3)'/?, (1.2.3) 
m 即 当 处 于 亚 稳 态 的 假 真 空 时 ， 宇 宙 按 指数 规 
律 暴 胀 (过 冷 的 暴 胀 阶段 ). 


由 连续 性 方程 
p= —3(p+p)H (1.2.4) 
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p= —p®—pv. (1.2.5) 


将 式 (1.2.5) RAR (2.1.5), 可 知 六 > 0. 正 是 由 于 负 压 强 的 贡献 超过 了 正 能 密度 的 
贡献 (引力 起 了 斥 力 的 作用 ), 使 得 膨胀 速度 R 随时 间 增 大 . 这 和 大 爆炸 模型 的 情况 
相反 , 那里 的 p 和 p 都 是 正 的 , 致使 膨胀 速度 随时 间 减 小 . 

2. 慢 滚动 相 

4 T x Ty 时 , 宇宙 由 假 真空 向 真 真空 发 生 量子 跃迁 , 继续 以 指数 形式 暴 胀 . 
跃迁 (处 于 真 真空 ) 的 宇宙 线 度 ~ 10-%em, 经 过 滚动 相 阶段 (r ~ 1073s) 后 ， 
R > 1028cm， 即 达到 目前 可 观测 的 宇宙 半径 .这 就 是 说 ,只 需要 要 求 滚动 相 时 空 
T > 107s, 真空 泡 的 半径 就 大 于 目前 可 观测 宇宙 的 半径 , 即 目前 我 们 的 可 观测 宇 
宙 位 于 一 个 真空 泡 ( 畴 内 ). 这 样 , 磁 单 极 问题 就 得 到 了 解决. 

在 滚动 相 后 , 希 格 斯 场 在 对 称 性 破 缺 的 稳定 真 真空 p = c 处 发 生 振荡 , 出 现下 
列 转化 : 

希 格 斯 粒子 一 规范 粒子 , ET, 重子 数 不 守 恒 , y 光子 

真空 能 一 物质 能 (辐射 为 主 ) 

指数 暴 胀 (R ~ eHt) 一 标准 膨胀 (R ~ t1/2) 

随 着 真空 能 转化 为 物质 能 , 宇宙 被 重新 加 热 ( 潜 热 释放 ), 宇宙 温度 由 Tmin Ft 
至 T, = Tour. 以 后 宇宙 以 辐射 为 主 , 按 标 准 模型 (大 爆炸 模型 ) 演化 . 


3. FEW 
由 前 面 的 讨论 可 知 , 暴 胀 前 和 暴 胀 后 (被 重新 加 热 ) 的 温度 差不多 都 接近 于 Te, 
因此 暴 胀 前 后 宇宙 的 炉 密 度 之 间 存在 关系 
Sı ~ S2. (1.2.6) 
由 于 R ~ ZR, WS = R35, 所 以 有 
S2 = zS (12:7) 


这 样 , WU BURKS A RU 51 ~ 1, 那么 只 要 Z > 1028( 实 际 上 没有 上 限 ) 就 可 
OZER So 满足 

So = S2 > 10%. (1.2.8) 
ARRIE BULB A Fe RL, 10° 还 大 这 一 事实 ， 也 就 是 说 Star 
总 箭 几乎 全 部 来 源 于 由 假 真 空 态 向 真 真空 态 跃迁 直到 重新 加 热 的 非 绝热 过 程 
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B t = 10-39s( 罕 宙 极 早期 ), 可 得 


3 
(=) = 10-8373 ~ 10?, (1.2.9) 
即 视 界 距 离 大 于 宇宙 半径 , 成 功 地 解决 了 视界 问题 ; 整个 宇宙 内 各 部 分 之 间 都 可 以 
存在 因果 联系 . 

Wt=t, = 10-4s( 暴 胀 前 ), 可 得 


eI «107%, (1.2.10) 


可 见 宇宙 在 极 早期 (1 = tp) 并 不 平 直 , REAR RS) 后 宇宙 才 变 得 
很 平 直 , 于 是 平 直 性 困难 得 到 解决 . 
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上 一 章 我 们 讨论 了 暴 胀 宇宙 模型 的 整体 图 像 , 本 节 将 对 这 一 图 像 的 一 些 细 节 和 
一 些 相关 问题 做 一 补充 讨论 . 


2.1 'tHooft-Polyakov 磁 单 极 
设 背景 时 空 为 1 十 也 维 Minkowski 时 空 


ds? = dz” — mikdzidzk ， ii k= 1,2,- ,D. (2.1.1) 
4 D = 3 时 , 对 于 希 格 斯 场 (标量 场 )yp。(z) 和 Yang-Mills H A” (x) 相互 作用 ， 
拉 格 朗 日 具有 形式 


L 1 j A m?\? 
L = -7f Fapv T 9 Pana ~ 4 Yaa 一 一 ’ (2.1.2) 


式 中 
Fapv = Apa, 一 Ava,p F CEgbcApbAve; 
Yarn = Yay + CE abcApb Yc: 


由 于 m? > 0, 所 以 SU(2) 或 SO(3) 的 对 称 性 是 自发 破 缺 的 ， 与 上 式 对 应 的 场 方 
程 为 


Piva 二 eEabc(FuvoAc 二 Pb;u Pe), 


Pilu = CEabePo;pAe + M Pa 一 Apap’. (2.1.3) 


方程 (2.1.3) 的 拓扑 孤子 解 ， 称 为 'tHooft-Polyakov 磁 单 极 解 ， 此 解 可 写 为 球 对 称 
形式 


epa = g(r), 
A =0, eA? = Cait “zll ~h(r)]. (2.1.4) 
将 式 (2.1.4) 代入 场 方程 (2.1.3), 得 到 微分 方程 


r?g rr = g(r)[2h? (r) — m?r? 十 09g2(r)/e 
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T?h rr = h(r)[h?(r) — 1 + g°(r)]. 
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(2.1.5) 


A (2.1.5) 的 严格 解 至 今 尚未 找到 . Actor(1979) 经 分 析 指 出 , “4 r 一 co 时 , 此 方程 
组 的 解 应 满足 边界 条 件 


当 了 一 0 时 有 


h(r) 一 A(m, å, e)re", B= (F 


e 


g(r) 一 (=) r+ D(m, Neje-V5mr; 


h(r) + 1+ eB(m, X, e)r?; 
g(r) — eC(m, d, e)r?; 
A? 一 —€ainTnB(m, A, e); 


Ya > C(m, À, e)ra, 


(2.1.6a) 
(2.1.7a) 
(2.1.8a) 


(2.1.9a) 


(2.1.6b) 
(2.1.7b) 
(2.1.8b) 
(2.1.9b) 


式 中 A,B,C, D 均 为 常数 . 
规范 场 理 论 指出 , 与 规范 势 A 的 无 质量 分 量 G, 对 应 的 Maxwell 张 量 为 


Fw = Pa Pap = Gua — Gi — Cate PaPoyuPen (2.1.10) 
式 中 
Gu = Pa AZ, Pa = i P = (Papa). (2.1.11) 
由 式 (2.1.4) 得 到 
G,=0, $a=fa, (2.1.12) 
代入 式 (2.1.10), 得 到 Maxwell 张 量 的 各 分 量 和 磁场 强度 
Fo, = 0， (2.1.13) 
Fij = — eabefafb fos (2.1.14) 
而 


2.2 SU(5) 大 统一 理论 和 有 效 势 . 163 . 


所 以 
A E (2.1.15) 
由 式 (2.1.14) ~ 式 (2.1.15) 得 到 


ee ai. (2.1.16) 


这 正 是 磁 荷 9 = T 的 静止 磁 单 极 在 处 产生 的 磁场 强度 . 与 狄 拉克 (Dirac, 1931) 


磁 单 极 的 磁 荷 
Wi (2.1.17) 
比较 可 知 , 'tHooft-Polyakov 磁 单 极 的 最 小 磁 荷 g 为 狄 拉克 磁 单 极 磁 荷 的 2 倍 . 
引入 磁 流 J, 


J, = Ë”, (2.1.18) 
式 中 Pr 为 Pe 的 对 偶 张 量 则 显然 有 
Ju =0, (2.1.19) 
即 存在 积分 守恒 量 ( 磁 荷 ) 
r-ds 
pa if = = - iin. (2.1.20) 


AF n 为 积分 路 径 环 绕 rv = 0 W “RAR. 这 一 守恒 量子 数 叫做 数 或 拓扑 荷 . 

BE n #0 的 闭合 面 连续 变 小 , 如 果 面 内 一 直 没 有 拓扑 奇 点 则 闭合 面 将 缩 为 一 
点 , 这 显然 是 不 可 能 的 . 可 见 'tHooft-Polyakov 磁 单 极 位 于 拓扑 奇 点 或 拓扑 缺陷 处 ， 
实际 上 这 就 是 不 同 SU(2)[ 或 SO(3)] 真空 之 间 的 拓扑 结 . 


2.2 SU(5) 大 统一 理论 和 有 效 势 


20 世纪 六 七 十 年 代 , 理论 物理 学 家 提出 了 一 类 统一 理论 , 把 弱 相 互 作用 , 电磁 相 
互 作 用 和 强 相互 作用 纳入 了 一 个 统一 的 理论 框架 ， 这 类 理论 称 为 大 统一 理 
论 (GUT). 

按照 规范 场 理 论 , 一 切 现 有 的 相互 作用 都 是 规范 相互 作用 . 即 用 一 个 单 群 来 描 
述 一 个 场 论 的 内 部 对 称 性 , 它们 在 规范 变换 下 具有 不 变性 . 如 果 群 参数 与 时 空 有 关 
(把 规范 变换 局 域 化 ), 要 使 场 论 保持 原 有 对 称 性 , 就 必须 引入 与 群 的 生成 元 个 数 相 
同 的 规范 场 , 这 些 规范 场 就 是 传递 对 应 相互 作用 的 中 间 玻 色 子 场 . 在 拉 氏 量 中 规范 
场 不 能 含 质 量 项 (为 了 保持 规范 不 变性 ), 所 以 在 这 类 理论 中 还 必须 引入 一 类 希 格 
斯 场 , 以 使 规范 对 称 性 破 缺 , 从 而 与 我 们 观察 到 的 物理 现象 相符 . 


- 164- 第 2 章 FHR 


与 电磁 相互 作用 、 弱 相互 作用 和 强 相互 作用 相对 应 的 对 称 群 分 别 是 U (1), SU(2) 
和 SU(3). 弱 、 电 磁 统 一 理论 是 通过 规范 群 


SU(2) x U(1) (2.2.1) 


实现 的 . 20 世纪 60 年 代 末 , 人 们 把 强 相互 作用 纳入 了 SU(3) 规范 场 理 论 , 通过 规 
范 群 
SU(3) x SU(2) x U(1) (2.2.2) 
建立 了 粒子 物理 中 的 标准 模型 理论 . 
20 世纪 70 年 代 , Georgi 等 提出 将 单 群 SU(5) 作为 规范 群 的 大 统一 理论 . 由 
于 SU(5) 群 的 秩 是 4, 恰好 等 于 群 (2.2.2) WR, 所 以 可 将 式 (2.2.2) 的 规范 群 嵌 入 
SU(5) P; 或 者 说 在 一 定 能 量 标 度 时 ，SU(5) 的 对 称 性 可 以 破 缺 到 式 (2.2.2) 的 对 
称 性 . 
在 规范 场 论 中 , 由 于 对 称 性 自发 破 缺 所 出 现 的 不 对 称 真空 的 势能 要 低 于 对 称 真 
空 的 势能 , 这 时 将 导致 相 变 . 下 面 将 指出 , 这 是 一 种 一 级 相 变 , 在 相 变 过 程 中 将 放出 


以 标量 场 为 例 , 生成 泛 函 为 
Z(J) = i) Diyle’*, (2.2.3) 


s=s(y,J) = | dalL) + J(e)oC@)} 


H n 点 格林 函数 
G)(1,2,--+ ,n) = GP oh T 24-0 | 
= (0|Ty(z1) --- ¢(zn)|0) (2.2.4) 
By 
a ke By eT ... ni 
21) = 2 J dtz; - -< dt(zn)J(21}--- J (2n) (2.2.5) 
n=0 ` 


4 Z(J) =e), M WJ) 就 是 连通 格林 函数 G 的 生成 泛 函 , 即 


SPW (J) 


GW = (-i)” e bea) -0 (2.2.6) 


故 有 


iW(J) = 5 ii finata `- -d£n J (£1)J (22) +++ I(tn)G™ (£1 … an). (2.2.7) 


n=0 


2.2 SU(5) 大 统一 理论 和 有 效 势 


令 0 
可 以 证 明 
Flp) = W(J) - J d4zjJ(z)p(z)i 
0lol0y7 
pa, J) = SEN; 
6T(p) _ oy, 
dp(z) wer 


由 式 (2.2.10) 可 知 , Tlo) 正 是 考虑 到 所 有 量子 改正 后 的 有 效 作 用 量 . 
我 们 定义 有 效 势 Ver: 
当 = const Hf, 
r(g) = | dsl-Vea(p)] 
BAI T(E) = | Parlor, BOY o = const 时 有 
Ver = 一 -Zef. 
例如 , 在 Apt 场 论 中 ， 
L= TN +m?) 一 Eagt, 
Vet = — Lo -A = -mp - Eag + V(9). 
在 SU(5) 大 统一 理论 中 , 希 格 斯 场 有 24 个 分 量 , 拉 氏 量 为 


L = (Vr)aiy"(Dyu)oa( VR)S + (Yr)aviy"(Dy)ad,a'e X (PL)arw, 


式 中 
dy 
d2 
Ve = d3 ; 上 标 C 表示 HB ay SE ME, 
a 
一 ZE ü 
0 us —u uù d 
1 一 4 0 us Uo dz 
Vy, 一 V2 Us 一 4 0 u3 d3 
—U, U2 —U3 0 ef 
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(2.2.8) 


(2.2.9) 


(2.2.10) 


(2.2.11) 


(2.2.12) 
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分 别 是 SU(5) 的 [5] 维和 [10] 维 表示 , 一 个 代 (generation) 中 的 15 个 夸克 和 轻 子 
就 可 以 填充 在 上 述 表 示 中 . A (2.2.12) 中 的 D, 为 


D,=0,+igAyprTe (k=1,2,...,24), 


T, BI 24 个 生成 元 , 在 拉 氏 量 的 第 一 项 中 采用 五 维 表示 (Ti)ao, 在 第 二 项 中 采用 十 
维 表示 (Tk)abarw'.Ap,x B 24 个 规范 场 , 其 中 有 12 个 A,,W, Z°, g (i = 1,2,.… ,8); 
12 个 2,(4/3), Za(4/3), Ya(1/3), Ya(1/3)(a = 1,2,3) 是 色 指 标 . g 为 大 统一 耦合 常数 
g = V4r/45. c BAN ATI BERS. 

按照 科 尔 曼 - 温 伯 格 (Coleman Weinberg, C-W) 模式 , 引入 把 SU(5) 破 缺 到 
SU(3) x SU(2) x U(1) 的 希 格 斯 场 


Volass = aot, (2.2.13) 
则 有 效 势 可 写 为 、 ea 
Ver = ae + By* (in = =) . 
dVer 4 
由 = 0 确定 入 = 88B, 代入 上 式 得 


dy 


ve 


. 
Ver = Bọ’ (ns = z) (2.2.14) 


A (2.2.14) 就 是 采用 C-W HN, 平 直 时 空 零 温 SU(5) 大 统一 理论 的 单 圈 有 效 势 . 
当 256<<1 时 (6=1/T), 有限 温度 下 SU(5) 的 单 圈 有 效 势 可 写 为 (C-W) 
75 nz 


-2 
(BT 一 pad ine an 257 — —— 


一 般 可 忽略 6-4 项 而 仅 保留 9-? 项 , 这 相当 于 在 温度 改正 项 中 出 现 一 个 依赖 于 温 
度 的 改正 项 


(2.2.15) 


Ta si ToT 2g? g. 
这 一 项 的 作用 是 把 零 温 单 图 有 效 势 中 5 = 0 处 的 极 大 变 为 极 小 . 当 了 >T. 时 , 这 
是 一 个 整体 极 小 ( 真 真空 ); 5T <T 时 , 它 仍 为 局 部 极 小 , 成 为 一 个 亚 稳 态 ( 假 


真空 ). 


2.3 ”由 假 真 空间 真 真空 的 跃迁 


由 2.2 节 的 讨论 可 知 , 当 温 度 T > T. 时 , 有 效 势 有 一 个 整体 极 小 , 即 对 应 于 一 
个 对 称 的 和 稳定 的 基态 或 真空. 当 温度 T EE T a T, 时 , 上 述 真空 仍然 存在 , 但 不 
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再 稳定 , 称 为 假 真空 . 这 时 , 处 于 “过 冷 ” 状态 的 宇宙 以 指数 形式 膨胀 , 即 暴 胀 . 但 是 
由 于 量子 涨 落 (或 量子 隧道 效应 、 热 涨 落 效应 ), 宇宙 将 由 假 真 空 向 真 真空 跃迁 , 此 
后 即 发 生 一 级 相 变 . 我 们 将 计算 单位 时 间 的 跃迁 几率 r. 


一 个 不 稳定 的 波幅 可 表示 为 
W(t) = W(O)eir®, 
E =a + iĝ; (2.3.1) 


| V(t)? = [¥(0)e7"*, 


衰变 几率 为 
r = $limE|, (2.3.2) 


即 衰变 几率 由 假 真空 能 量 的 虚 部 给 出 . 设 初 态 为 |p1), KEX lo), 则 有 
(pole ET P) 
一 》 (pln) (nle“#7/"|m) (m|y1) 


= Se 27/7 pa |n){n|yr). 


令 此 时 的 y1) = |0), Ra RA, WA 
Eo = —ħ lim In (0je-¥7T/]0}, (2.3.3) 


此 即 假 真空 的 能 量 . 
由 路 径 积 分 表述 ， 


(pale -ET pi) = N f D(¢) exp[-Se()/h] 


一 exp(—SEeg/ħ) = exp(—S Eclass/ ñ) ' exp(— Sgae oop): 


对 于 欧 氏 时 空 标量 场 的 运动 方程 
pt = V'(9). (2.3.4) 
可 以 证 明 
一 1/2 
exp(—SZone—loop/ ft) = (1 an) ; (2.3.5) 
从 而 有 


(g2| exp(—HT/h)|1) 
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一 1/2 
=exp[ 一 Se(p)/ 用 I | | (2.3.6) 
AF An 为 本 征 值 
Apn = —O,Oppn + U" (Yn) = An¥n- 
在 4 的 自身 表象 中 有 
At 
入 2 
A= , 
An 
As 
A~? a: : 
A 
所 以 
~1/3 
(TI sn) = (det A)~/? = [det(—0,0, + U"). (2.3.7) 


实际 上 , 若 设 5 为 方程 (2.3.4) 的 解 ( 瞬 子 解 ), 则 可 在 此 解 附近 把 Sp(w) 展开 


5Sp( 
T 


Se(p) =Se(9) + f ata FHS lola) - pla) 


4 14 62SE(F) 一 (rr 
+ Í dandy ray) VO 一 5 


[p(y) — Py] +. 


注意 到 59 
tn 二 -Uy + ig 0, 
ô? SE : n" 
alas) 一 [一 6(z = y)OpOn =, P(x)(—O,0, +U )]; 
得 到 


Sele) =S(9) +5 | dalele) - Bo-0u0s +U”) 
-ee) 一 Bo 二 
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再 采用 式 
Jpwem(-jprhe] = (aet a)”, 
便 得 到 
N f D(¢)exol-Secin/Al-exp |-5 f aeto- oae- 0) 
=N exp[—SEclass /A [ow 
‘exp -3 f d*z(p — Z)A(y 一 ®)| 
=N (det 4)-12 exp(—SEclass/h). 
将 式 (2.3.7) 代入 式 (2.3.6) 得 到 


(p2| exp(—HT/h)|~1) = K exp(—B/h), (2.3.8) 


AH K = N{det[—d,0, + U" (p) F1, B = Sely) 叫 衰变 系数 . 
x T — oo 时 , 可 以 证 明 


N{det{-8,0, + U” (p) 2/2 = (y * eT /2, (2.3.9) 
AF w? =U" (yp). 由 此 可 得 

(palemp(-ET/NIpD = (5) eteen, (2.3.10) 
设 在 -5 | 和 体积 V 内 存在 n NRE, ENP HB PATE, 这 样 便 


可 作 稀 朴 气体 近似 . 注意 到 每 一 个 瞬 子 解 的 贡献 由 式 (2.3.10) 给 出 , 可 以 证 明 , 当 
T > œ, V 一 co,n > œ 时 有 


(pz| exp(—HT/h)|¢1) 


= (=) T exp(—wIV/2) > or exp(—n.B/h)K”. (2.3.11) 
n=0 ` 
又 由 式 (2.3.3) 得 到 (4 T — oo) 
Eo =-7 E in —yr (2 - Fe- 
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再 采用 式 


_ 1 {det{—apd, + U” (9+) 
ImK = 5 { det"|-0,0, + U" (E) , (2.3.12) 


AP det? 表示 去 掉 零 本 征 值 后 的 行列 式 , py 表示 假 真空 , p 表示 经 典 瞬 子 解 ,U 是 
有 效 势 , 最 后 得 到 单位 体积 、 单 位 时 间 的 衰变 几率 . 


I -B { Sade + FE) (2.3.13) 
V det?” [3 ð, + U” (p)] l 


下 面 讨论 量 子 隧 道 效 应 后 y 场 的 演化 . 
若 欧 氏 时 空中 的 瞬 子 方程 (经 典 运动 方程 ) 


0,0. =U" (p) (2.3.14) 


存在 一 个 O(4) 不 变 解 , 则 此 解 的 作用 量 Sg 要 小 于 非 O(4) 不 变 解 的 作用 量 . 类 似 
地 , 若 闵 氏 时 空中 的 运动 方程 


8,0, = —U' (p) (2.3.15) 


存在 一 个 O(3,1) 不 变 解 , 则 此 解 的 作用 量 要 小 于 非 O(3, 1) 不 变 解 的 作用 量 . 与 式 
(2.3.14) 对 应 的 解 称 为 瞬 子 解 (或 反弹 解 ), 与 式 (2.3.15) 对 应 的 解 称 为 泡 解 . 我 们 
只 需 考 虑 O(4) 不 变 瞬 子 解 和 O(3, 1) 不 变 泡 解 . 
四 维 欧 氏 空间 度 规 可 写 为 
ds? = dé? + p° (6)d123， 
dN? = dz? + f?(x)dN?, (2.3.16) 


式 中 p?(€) = t? — r? 表示 四 维 空间 间隔 . 采用 O(4) 不 变 瞬 子 拉 氏 量 , 有 


TEA / dz gs [lg 669 + Uy) + (2k)! R} 


一 an? fag G (5? = v) + (pp + fo 中 (2.3.17) 
由 此 得 瞬 子 方程 ae f 
eR FY Gt 1 ee. 3 
Ye a oR (2.3.18) 


欧 氏 引 力 场 方 程 具有 形式 


1 1 7 
2_ 4 = -kp hart Seer . 
p 3AP (že v) 
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设 我 们 处 在 真 真空 泡 中 , 真空 能 密度 (宇宙 因子 项 ) AS, WA 
U(p-)=0, U(y+) =e, 
th op 为 真 真空 泡 , p+ 为 假 真空 背景 . 当真 真空 泡 形 成 时 , RA p> s( 薄 壁 近 
ALL), 则 由 有 瞬 子 方程 可 以 得 到 


B= ape + 2n*fs1. 
衰变 系数 B 取 极 值 时 泡 形式 由 = -0 得 到 , 泡 的 半径 
~__ 128 __ fo 
phe + 3ks? 1+ (po/2A)? 
Bo 
[1 + (fo /2A)?|?’ 


AP Bo 是 无 引力 时 的 衰变 系数 , io = 381 /e 是 无 引力 时 泡 的 半径 ， 


E-120 


W 


nee J dpf2lbo(p) — Uo(es)]}/2 ~ o(Uomax)"’?, 
Uo(p-) = Uo(p+), 
U(v) = Vole) — =(p - 0), 


—1/2 
入 = (=) 5 k 一 8nG. 


p = 0 在 欧 氏 空间 中 对 应 于 y = yp*, 即 表示 真空 泡 的 边界 ( 泡 壁 ), 在 闵 氏 空间 
中 p= 0 对 应 于 ttr = 0, 即 表 示 泡 壁 沿 光 锥 运动 . 在 所 讨论 的 情况 下 , 引力 的 出 
现 使 真空 泡 出 现 的 概率 增 大 , 使 泡 半径 减 小 . 

以 上 的 讨论 是 半 经 典 的 . 结果 表明 , 真 真空 泡 由 隧道 效应 产生 , 并 以 光速 膨胀 . 
要 引入 量子 修正 , 只 需 在 式 (2.3.18) 中 将 经 典 势 U 换 成 有 效 势 Veg, 产生 的 效应 是 
使 振幅 衰减 得 快 一 些 . 


2.4 WRIS (Linde) 等 的 工作 


古 什 (1981) 认为 宇宙 由 假 真空 间 真 真空 的 过 渡 只 能 通过 量子 隧道 效应 . 为 了 
解决 磁 单 极 问题 、 平 直 性 问题 和 视界 问题 ,就 要 求 泡 的 产生 率 较 低 ， 以 使 在 泡 与 泡 
发 生 磁 撞 之 前 , 泡 就 已 经 足够 大 . 但 是 泡 的 产生 率 如 果 这 样 低 , 就 会 导致 一 个 不 合 
理 的 结果 一 一 使 得 热 化 过 程 延 迟到 重子 和 核 合 成 时 期 . 古 什 还 认为 , 宇宙 尺度 按 


sP 第 2 章 ”宇宙 的 暴 胀 


指数 增长 只 出 现在 泡 形 成 之 前 . 真 真空 泡 形 成 之 后 , 泡 壁 以 光速 膨胀 , 真空 能 转化 
为 泡 壁 的 动能 . 泡 与 泡 之 间 的 碰撞 是 热 化 的 唯一 机 制 . 这 一 观点 也 遇 到 了 困难 ， 
为 宇宙 在 假 真 空 阶段 按 指数 增长 而 真 真 空 泡 不 按 指数 增长 ,这样 必 然 存 在 小 于 可 
观测 宇宙 的 泡 . 在 可 观测 宇宙 内 泡 的 碰撞 将 破坏 宇宙 物质 分 布 的 均匀 性 , 而 且 会 使 
'tHooft 磁 单 极 大 量 出 现 , 与 观测 结果 不 符 . 

林 德 1982 年 对 古 什 的 模型 做 了 修改 , 他 认为 在 泡 出 现 之 后 的 一 段 时 间 + ~ T 
A, 宇宙 仍 按 指 数 规律 膨胀 . 下 面 我 们 介绍 林 德 的 工作 . 

按照 林 德 理论 的 要 求 ， 需 要 一 个 与 希 格 斯 势 形状 不 同 的 有 效 势 . C-W 势 基本 


上 符合 这 一 要 求 , 有 效 势 曲线 如 图 2-1 所 示 . 
dyef 


令 一 一 Tae = 0, 得 到 
p=0 
2 2 2 2 
E a i 
ns= oa =O (4T <T,). (2.4.1) 


图 2-1 


A (2.4.1) 有 两 个 解 ,第 一 个 解 对 应 于 y x o, 代表 真 真空 ; 第 二 个 解 对 应 于 势 健 
的 最 高 点 处 p = Om. 我 们 采用 SU(5) 大 统一 理论 中 的 g, B,C W. 在 所 有 情况 下 
Tg <o, 再 考虑 到 


2 
m 
In | > 1, (2.4.2) 


sap, es | (2.4.3) 
我 们 得 到 


4 2 
yi Pm Pm 1 2C p7 T? < Pm Pm 
oft (Pm)/ po = 274 i (in -3 B ais o N o 


由 于 有 效 势 比 po 小 几 个 数量 级 , 所 以 有 效 势 在 p <o 时 是 很 平坦 的 . 在 期 间 


pm <0 <0, 标量 场 o 要 经 历 一 段 足 够 长 的 滚动 相 (- 由 zx): 
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如 图 2-1 所 示 , 当 y = yp* 之 o 时 , 泡 形成 . 此 后 , 在 任 一 固定 空间 点 , MRA 
略 引力 作用 , 则 可 采用 闵 氏 时 空 的 经 典 运动 方程 (2.3.15). 假设 在 一 个 泡 内 y ET 
间 均 匀 的 , 此 时 有 
8? 
aY — Pm) 一 一 Yeg(P — Pm) 


1 d? 
= 一 了 -Te 


考虑 到 


d oor 2 R,,2 p? 2 m2 
VT —2(6By?in& 4+ 4By2CT | < 0, 
dy? Vett (6 Ce nen z Pm 
1 d? 


d 
-zap ef 


p (P~ Pm) © ICT (P — Pm), 


积分 , 得 
plt) ~ pev 区 )， (2.4.4) 


即 遂 道 效应 后 , 泡 在 平坦 区 的 演化 方程 (忽略 重力 ) 泡 仍 按 指数 规律 膨胀 .只 
要 泡 形 成 时 的 大 小 为 10-20cm, 经 过 时 间 r > 102H-1, 泡 的 大 小 便 可 增 至 R(7) > 
1028cm,， 即 大 于 现在 可 观测 宇宙 的 半径 1028cm; 整个 宇宙 处 于 一 个 泡 内 . 此 后 , 场 
绕 着 真 真空 做 阻尼 振荡 , 真空 能 量 耗 散 , 指数 膨胀 停止 , 宇宙 按 标 准 模型 演化 . 希 格 
WHE p = c 附近 的 阻尼 振荡 相当 于 粒子 的 产生 . 真空 能 量 在 相 变 时 作为 潜能 释 
放出 来 , 使 宇宙 重新 加 热 至 了 x Te KB, 热 化 的 机 制 不 再 解释 为 泡 壁 的 碰撞 , 而 
解释 为 (Hawking, 1982) 阻尼 振荡 中 产生 的 粒子 之 间 的 相互 作用 . 
Hawking(1984) 考虑 到 引力 和 和 希 格 斯 场 的 耦合 , 采用 了 更 普遍 的 有 效 势 


1 
Yef(P) =5(m* + ER +CT’)? 十 Ta 


2 2 
(in A 一 5 十 rs) + zogi 一 img, (2.4.5) 
AH po 是 平 直 空间 零 温 下 Voeg(ypo) = 0 的 期 望 值 , m? M 是 重 整 化 参量 , a = 
59?/81,07/4 = B. 这 一 有 效 势 比 平 直 时 空 有 限 温度 下 的 C-W 势 多 了 几 项 , 包括 含 
m 的 项 和 y 场 与 曲率 的 耦合 项 . 

由 于 de Sitter 时 空中 R = 12H?, WH ER = 48n Ek? H 代表 霍金 温度 TH 对 
有 效 势 的 贡献 . SWERE T x Ty 时 , 质量 项 已 可 忽略 , 有 效 势 退化 为 C-W 势 
此 时 势 垒 很 低 , 量子 涨 落 或 热 涨 落 就 足以 使 y 场 从 对 称 真 空 过 渡 到 不 对 称 真空 
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引力 和 希 格 斯 耦合 场 方程 存在 一 个 唯一 的 均匀 解 


ds? = dt? 一 H7? cos h? (Hy t)(dax3 + sin? zd122)， 


m ao? \ 17? 2 8n Ver(¥1) 
| 


AP pl 对 应 于 V 的 局 部 极 大 值 . 
如 果 令 


3 ] Po Pe Ny Coa 
B= 5 Tp [Vee (0) -Væ (Pp1)] ~ <3 (m*H = [in ( we )] ' 


则 上 述 均匀 解 可 解释 为 宇宙 以 几率 
T = (m? + €R)* exp(—B/h) 


跃迁 至 yp = pl 处 , BASER F, 一 直到 达 y = o 处 , 滚动 相 以 后 的 演化 和 泡 解 
相同 . 

在 前 面 讨论 的 暴 胀 宇宙 论 中 , 实际 上 假定 了 初始 的 标量 场 只 取 一 个 特定 值 (p = 
0). 1983 年 , Linde 提出 , 更 自然 地 y 在 初始 时 刻 应 该 可 以 取 一 系列 值 , 即 在 一 定 
条 件 下 取 任 何 值 , 考虑 到 量 纲 的 要 求 , 对 极 早期 o 的 取 值 有 一 定 限制 , 如 哈密 顿 量 
中 动能 项 和 势能 项 均 不 能 大 于 普 朗 克 质 量 M, 的 四 次 方 M$. 以 yt 场 为 例 , 即 要 求 


9,(p)? < Má, Zot < Mf. 这 样 , 在 空间 不 同 区 域 p 可 以 取 土 Mo/ 和 V4 之 间 的 任 
p 场 运动 方程 


l 1/2 
6+3Hp=-—drAy®, H= (5m) yp? /Mp 


的 通 解 为 
p = po exp{—[A'/?Mp/(6x)*/?}t}. 


由 此 可 以 看 出 , 场 y 需要 时 间 
Jen 
VAMp 
才能 有 足够 的 衰减 . 因此 , 4A <1, E At >t 时 间 内 字 宙 按 指数 规律 膨 
Pp 
Ik. 膨胀 后 宇宙 半径 为 


At~ 


R(At) ~ Roe" ~ Roexp(2np8/M?). 
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要 使 膨胀 后 的 宇宙 大 于 可 观测 宇宙 , 就 要 求 exp(H At) > exp(65); 于 是 按 上 式 和 量 
纲 限制 条 件 应 有 
yo > 3M,, A<107?. 


这 表明 , yp 场 在 宇宙 的 不 同 空间 区 域 具 有 混沌 的 初始 值 yo, 任 一 满足 po > 3Mp 
的 空间 区 域 (空间 畴 ) 都 将 作 指数 膨胀 , 经 At 后 形成 一 个 比 可 观测 宇宙 大 的 微 宇 
宙 泡 . 我 们 生活 的 宇宙 就 是 其 中 某 一 个 微 宇宙 泡 演 化 来 的 , 这 个 模型 称 为 混沌 暴 胀 
模型 . 

混沌 暴 胀 模型 的 男 一 个 特点 是 它 不 要 求 宇宙 早期 的 高 温 修正 . 一 般 说 来 , 对 有 
效 势 的 高 温 修正 实际 上 是 给 y 增加 了 一 有 效 质量 项 


Ar (T) = CT’, 


AF C 是 一 个 常 系数 . 这 一 项 的 作用 是 使 原来 的 9 场 (自发 破 缺 的 ) 由 负 质 量变 
为 正 质 量 , 从 而 导致 对 称 性 恢复 . 我 们 考虑 C ~ 1 的 情况 , 这 时 高 温 修 正 的 影响 需 


要 一 个 弛 瑰 时 间 i i 


~ Am?(T) T 
考虑 到 宇宙 极 早 期 物质 以 相对 论 粒 子 为 主 , 能 量 密度 主要 是 它们 的 贡献 , 以 及 一 般 
典型 大 统一 模型 N ~ 200, 则 可 算得 宇宙 时 
1 Mp 


t~ ——2 


50 T2 
高 温 修正 效 应 在 t 时 刻 起 作用 的 必要 条 件 是 


M, 
t>r, T< 2. 
Tm Bh 50 


此 式 表 明 , 空间 畴 的 指数 膨胀 要 比 温度 降 至 a 来 得 早 . 这 样 , 因 空 间 畴 的 指数 膨 


胀 将 导致 畴 内 温度 指数 下 降 . 所 以 高 温 修正 效应 始终 不 存在 , BHE t> r, 指数 形式 
的 急剧 下 降 也 将 超过 高 温 修 正 的 影响 . 于 是 得 到 结论 , 在 每 个 畴 暴 胀 前 , 不 会 发 生 
高 温 相 变 . 

这 一 模型 认为 , 每 个 畴 暴 胀 后 都 可 形成 一 个 微 宇 宙 , 只 需要 要 求 局 部 微 宇 宙 满 
足 均 习 和 各 问 同性 条 件 , 不 需要 要 求 这 一 条 件 是 整体 的 . 按 此 模型 , 我 们 现在 的 可 
观测 宇宙 仅 是 这 些微 宇宙 中 的 某 一 个 . 也 就 是 说 , 我 们 的 宇宙 是 由 极 早 期 宇宙 中 某 
一 微小 的 空间 畴 暴 胀 起 来 形成 的 . 


混沌 暴 胀 模型 仍 存在 一 个 困难 ， 就 是 得 不 到 能 量 密度 涨 洲 的 合理 量 级 ~ 10-4, 
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2.5 ”量子 涨 落 和 密度 扰动 的 演化 


1978 Æ, Bunch 和 Davies 求 得 了 宇宙 暴 胀 过 程 中 的 真空 平均 值 


3H* 
0) = ror 
由 此 式 可 见 m? 0 时 (p?) 一 oo, 这 是 由 于 宇宙 作 指 数 膨胀 , 当 m? 一 0, (yp?) 与 
在 de Sitter 空间 中 反常 大 波长 密度 涨 落 有 关 . 在 涨 落 量 |K| < H 时 , Vilenkin 等 
导出 了 对 (yp?) 的 主要 贡献 


(2.5.1) 


es H2—-4m? /3H? k2dk 


Oe ) emery a 
AA Am2(T) 是 温度 效应 对 质量 的 贡献 ，Am?(T) ~ o(g?T?). 4T OOM, R 
(2.5.2) 可 写 为 


(2.5.2) 


H2-4m? /3H? H k2dk B 3H4 
Qn o k3-4m?/3H? — 8a2m2’ 


RAK (2.5.1). 当 了 六 五 时 ,上述 反 常 贡献 消失 , 此 时 有 


(p?) = 


T? 
2 一 


这 正 是 Minkowski 空间 的 结果 . 当 0 < T < HW, 由 于 宇宙 暴 胀 , 和 Am?2(T) 按 指数 
规律 减 小 , 此 时 式 (2.5.2) 可 写成 


(2 ) = fı -exp |e 二 to) } , (2.5.3) 


82m? 
式 中 如 是 与 m2(T) = 2H? 对 应 的 时 刻 . 24 t — to < 3H/2m? 时 , 式 (2.5.3) 成 为 
H? 
(P ) ~ gat- to); (2.5.4) 


即 场 的 涨 落 与 时 间 成 线性 关系 , 4 t- to > 3H/2m? 时 , 有 


4 
~ oa exp [UTE ear 


此 时 (yp?) 按 指数 规律 增长 . 
考虑 到 场 的 量子 涨 落 , 暴 胀 过 程 就 不 是 严格 均匀 的 , 这 将 对 暴 胀 后 的 能 量 密度 
扰动 产生 影响 , 从 而 有 可 能 解释 物质 和 星系 的 起 源 问 题 . 场 初始 分 布 的 不 均匀 会 使 
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宇宙 暴 胀 过 程 中 场 的 不 同 区 域 的 势 达 到 最 小 值 需要 不 同 的 时 间 , 但 最 后 将 升 至 相同 
的 重 加 热 温度 . 这 不 同 的 时 间 正 表现 出 暴 胀 后 的 密度 扰动 . 古 什 曾 计算 出 这 一 扰动 


6p(k) 1 H? 
a an oe h+ aen) aS 


AP y, 是 动量 k. = HH 时 的 V 值 , Tk. 与 具体 势 有 关 . 当选 取 Cw AM, 
得 到 

和 ~ 50, (2.5.5) 
这 和 观测 到 的 微波 背景 辐射 不 符合 . 霍金 等 采用 将 空间 分 成 不 均匀 的 和 均匀 的 两 部 
分 , 并 引入 与 空间 位 置 有 关 的 时 间 延 缓 因子 , 得 到 暴 胀 结束 时 有 


ôH 1 [g? 
注意 到 了 全 ~ H, 得 到 
rig 
F 37 4n 
又 由 p ~ T4, 得 到 
0 4ôT uF 
ed 2 (2.5.7) 


这 一 结果 虽然 比 古 什 的 结果 小 了 三 个 量 级 , 但 仍 比 观 测 到 的 微波 背景 辐射 密度 涨 落 
‘p ~ 10-5 BK. 下 面 将 看 到 , 超 对 称 字 宙 早期 理论 的 预言 与 观测 结果 相符 合 . 
1986 年 , Ruiz-Altaba 等 提出 了 N = 1 的 超 对 称 宇宙 早期 模型 , 其 标 势 为 
0 


V = ẹl*l2 oP 
Š | Od 


AP P 就 是 超 对 称 的 超 势 . 
如 果真 空 处 于 本 征 超 场 bo, 则 为 了 使 相应 的 宇宙 常数 为 零 , 必 有 V(do) = 0. 
若 该 点 超 对 称 不 破 缺 , 则 有 


十 oP 


2 
三 P) ， (2.5.8) 


= 0. (2.5.9) 


P= (=) ($ — $0), (2.5.10) 


M = Mp/V8T = 1, 
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A 是 质量 参数 ， 
mg ~ l’, (2.5.11) 


则 式 (2.5.8) 可 改写 为 
V = 4t h — 4¢? + my — 8¢° + g + ob] (2.5.12) 


FHM oS Ho,9 +0 开始 暴 胀 , 由 于 势 为 主 暴 胀 场 $, 且 满足 经 典 运动 方程 


， dV 
o+3Hd+ da =0 
H? = Fa + vo)| : (2.5.13) 


AVy x -48 (霍金 辐射 项 ). 
我 们 得 到 反 de Sitter FAHY Hubble 常数 
Hs =V(0) = A*. (2.5.14) 


暴 胀 场 产生 在 $ < 3H.d,¢ ~ Ho, 直到 时 间 ti ~ ms1. 然后 暴 胀 场 如 物质 一 样 
演化 , 直到 再 加 热 时 间 th ~ 5 , 然后 衰变 为 辐射 为 主 和 再 热 相 . 考虑 到 式 (2.5.11) 
45 | 


I% ~ A? me ~ As, 


辐射 能 的 增加 满足 式 
的 (站 = 4? (2) x TE NTa, (2.5.15) 
AF N 是 光子 有 效 自 由 度数 . 由 式 (2.5.15) 可 以 得 到 
TR ~ 43. (2.5.16) 


如 果 取 A ~ 10-4( 以 M 为 单位 ), 则 再 热 温 度 ~ 10°GeV. 暴 胀 数 Ni 满足 
R(tr) ~ e™ R(ty), 


于 是 得 到 
oR | 
Ni = Í Hodt. (2.5.17) 
91 


由 于 9r ~ Ho, gr ~ 107', 所 以 


Ni ~ 10°. (2.5.18) 
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另 一 方面 , 暴 胀 的 量子 涨 落 的 量 级 为 Ho, 因此 在 标 度 为 时 产生 能 量 密度 涨 
落 . 按 暴 胀 时 能 量 密度 涨 落 公式 


õe HE fit? nanl 
5 X Blti) + 21 (Ato) n (2.5.19) 
AF Ho 是 o= 0 时 的 哈 勃 常数 ,入 是 前 面 提 到 的 能 量 密度 涨 落 时 的 能 量 标 度 , 代 
入 式 (2.5.13) 和 式 (2.5.14), 得 到 


i 107A? ~ 10-4. (2.5.20) 


式 (2.5.18) 和 式 (2.5.19) 均 与 观测 结果 相符 , 这 就 克服 了 前 面 的 以 大 统一 和 C-W 
势 为 基础 的 暴 胀 理论 遗留 下 来 的 两 个 问题 : O 量子 涨 落 导 出 的 跃迁 太 快 , 宇宙 不 
足以 膨胀 到 与 观测 一 致 的 大 小 , 即 标 度 因子 达 不 到 e 指数 上 大 于 65 的 量 级 的 增长 . 
D 暴 胀 时 能 量 密度 涨 落 太 大 , 按 式 (2.5.19) 算得 的 值 远 大 于 观测 值 1074. 

因此 , 超 对 称 理论 应 用 于 上 暴 胀 宇宙 , 成 功 地 解释 了 再 热机 制 、 暴 胀 指 数 及 能 量 
密度 涨 落 等 关键 问题 . Ruiz 的 这 一 理论 的 遗留 问题 是 再 热 温 度 较 低 , 不 足以 产生 足 
够 的 重子 数 不 对 称 . 


2.6 小 结 


为 了 解决 大 爆炸 宇宙 模型 ( 即 标准 宇宙 模型 ) 在 宇宙 极 早 期 存在 的 几 个 疑难 问 
题 , 1981 F, 古 什 首先 提出 了 一 个 关于 宇宙 极 早期 的 暴 胀 宇 宙 模 型 , 它 认 为 暴 胀 产 
EE (WA) 假 真空 对 称 相 破 缺 之 前 . 这 理论 无 法 解释 大 量 宇宙 泡 的 产生 所 引起 的 
不 均匀 性 等 问题 . 1982 Æ, Linde 等 提出 了 新 的 暴 胀 过 程 模型 , 他 们 认为 宇宙 泡 沿 着 
势 的 平坦 部 分 慢 慢 滚动 下 来 , 即 暴 胀 与 对 称 破 缺 的 相 变 同时 发 生 , 由 此 解决 了 原 暴 
胀 模型 存在 的 疑难 问题 . 1983 F, 人 们 抛弃 了 高 温 修正 效应 , 又 提出 一 个 混沌 暴 胀 
模型 , 认为 标量 场 在 一 定 取 值 范围 内 , 在 时 空中 都 可 形成 宇宙 泡 , 每 个 宇宙 泡 都 可 
以 在 暴 胀 后 形成 一 个 微 宇 宙 , 每 个 微 宇 宙 暴 胀 后 都 可 超过 我 们 可 观测 宇宙 的 线 度 ; 
我 们 就 生活 在 这 样 的 许多 个 宇宙 中 的 一 个 里 面 . 1984 年 以 来 , 人 们 又 进一步 引入 了 
超 对 称 理论 , 把 暴 胀 宇宙 和 N = 1 的 超 引力 物质 相 耦 合 , 使 得 标量 场 的 势 的 形状 更 
合理 -一 - 使 所 得 推论 更 符合 观测 事实 . 

加 上 了 暴 胀 模型 的 广义 相对 论 宇 宙 学 , 仍然 无 法 解决 宇宙 的 创 生 问题 和 星系 的 
形成 问题 . 这 些 问 题 我 们 将 在 第 四 篇 中 讨论 . 
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3.1 KKH BREW 


近年 来 , MADRAS ASEE A Te) OR BUR NB. 伸缩 子 相互 作 
用 将 会 抑制 暴 胀 演化 , 这 个 结论 是 基于 一 个 标准 的 假设 一 一 暴 胀 演化 , 是 由 一 个 
非 零 的 势能 密度 所 驱使 . 由 于 伸缩 子 必 定 会 跟 某 种 能 量 密度 所 耦合 , 伸缩 子 势 也 因 
此 而 产生 了 . 这 个 诱导 势 的 表现 是 非常 奇怪 的 , 使 得 伸缩 子 动能 部 分 处 于 绝对 的 支 
配 地 位 , 因而 无 法 促使 宇宙 暴 胀 的 发 生 . 有 些 人 试图 去 克服 这 个 困难 , 为 此 他 们 假 
设 暴 胀 过 程 是 在 伸缩 子 处 于 其 最 小 值 以 后 才 发 生 的 , 或 者 提出 一 些 对 伸缩 子 初始 化 
条 件 的 假定 . 但 是 上 述 的 两 种 假设 并 不 完全 令 人 满意 . 

弦 宇 宙 方 程 的 对 偶 对 称 性 给 出 了 一 个 完全 不 同 的 暴 胀 演化 机 制 , 它 包 含 了 伸缩 
子 和 度 规 的 相互 影响 , 而 这 个 相互 影响 远 胜 于 将 势能 视 为 暴 胀 的 根源 . 这 个 机 制 是 
基于 这 样 一 个 事实 , 即 伸缩 子 一 一 引力 宇宙 学 会 出 现 一 些 相关 的 对 偶 对 , 它们 是 
在 求解 二 次 方程 中 因 一 个 不 确定 符号 而 产生 的 , 我 们 可 以 用 (+) 和 (-) 来 区 分 它 
们 . 数学 推导 过 程 在 下 面 给 出 . 相应 的 负 (-) 分 支 描述 的 是 一 个 标准 的 Friedman- 
Robertson-Walker (FRW) 减速 膨胀 的 常 伸缩 子 宇宙 ; 而 正 (+) 分 支 则 描述 加 速 暴 
AK, 相应 的 哈 勃 参量 是 随时 间 增 加 而 增 大 的 , 甚至 在 没有 伸缩 子 势 的 情况 下 也 如 此 . 
此 外 , 对 偶 性 的 宇宙 学 结果 事实 上 是 一 个 更 大 且 连 续 的 Old, d) 群 的 一 部 分 , 这 个 
群 同时 还 包括 了 反对 称 张 量 

我 们 期 望 弄 清 弦 宇 宙 是 否 允 许 暴 胀 相 位 一 直 延 续 到 最 后 并 且 同 FRW 膨胀 字 
宙 存 在 稳定 的 联系 . 下 面 , 我 们 利用 低能 有 效 场 理 论 来 解决 这 个 问题 . 为 此 , 假设 在 
我 们 的 整个 处 理 过 程 中 , 弦 单位 下 的 相应 曲率 和 微 商 非常 小 . 同样 , 我 们 还 假设 量 
子 关 联 不 是 很 大 , 使 得 我 们 工作 在 一 个 弱 耦 合 弦 理 论 的 区 域内 . 这 与 弦 理 论 标 准 视 
角 是 一 致 的 , 使 得 弦 尺 度 下 的 规范 耦合 常数 与 膨胀 参量 是 相关 的 , 为 了 方便 , 我 们 
将 它 记 为 o = Paine ~ Iaue. 伸缩 子 的 现在 值 也 有 适度 的 扰动 , 我 们 还 应 该 假设 
它 在 过 去 的 值 从 来 没有 现在 的 大 . 正如 我 们 下 面 所 见 到 的 , 这 很 好 地 符合 了 整个 字 
宙 的 演化 过 程 . 

在 暴 胀 演化 和 一 个 FRW 脱 胀 宇宙 之 间 的 跃迁 过 程 通常 会 被 认为 是 从 暴 胀 中 
的 “自然 退出 ”. 在 所 有 的 暴 胀 模型 中 , 这 是 一 个 非常 有 名 的 问题 . 从 加 速 暴 胀 中 的 
自然 退出 的 可 能 性 将 会 涉及 那 两 个 分 支 能 否 彼此 平稳 相连 接 . 在 一 些 相关 参量 连 
续 变 化 时 , 对 于 不 同 拓扑 结构 的 小 曲率 解 是 可 以 彼此 稳定 地 联系 起 来 的 , 这 在 弦 理 
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论 中 已 经 不 再 陌生 . 在 接 下 来 的 讨论 中 , 我 们 将 选取 宇宙 时 作为 这 个 参量 . 假设 什 
Yi IF MA Ki, 而 初始 哈 勃 常数 H 也 非常 小 . 这 时 , 它们 都 是 按 (+) 分 
支 的 结果 而 演化 . 宇宙 将 沿 着 更 强 看 合 方向 去 暴 胀 , 而 伸缩 子 也 同样 沿 这 个 方 同 去 
演化 . 这 种 演变 不 会 受到 伸缩 子 势 以 及 物质 和 辐射 源 的 影响 . 在 随后 的 时 间 里 , 一 
个 分 支 变 换 将 出 现 . 这 时 , 伸缩 子 势 以 及 物质 和 辐射 源 将 变 得 重要 起 来 , 宇宙 也 将 
像 一 个 规则 的 FRW 字 宙 去 演化 以 及 二 次 加 热 , 同时 伸缩 子 也 将 归宿 到 其 势能 的 最 
小 值 . 

我 们 发 现 如 果 伸 缩 子 势 为 一 些 通常 的 确定 值 , 平滑 的 分 支 变换 这 时 也 将 出 现 . 
但 是 , 这 时 却 很 难 找到 一 个 能 够 完整 描述 从 暴 胀 自然 退出 的 结果 . 对 此 可 能 的 解释 
是 强 曲率 效果 在 影响 宇宙 从 加 速 暴 胀 中 自然 退出 方面 有 着 很 重要 的 作用 . 

这 里 , 我 们 采用 在 BD (Brans-Dicke) 弦 框 架 下 的 解释 , 因为 它 的 物理 含义 更 

ZENS BA ERE TFT, 相关 的 超 弦 有 效 作 用 量 可 写 为 


1 
Set = Tor Oa Gi |z 4 9,64 二 (3.1.1) 


式 中 假设 在 临界 维 数 的 情况 下 (中 心 电 荷 为 c= 10) 并 且 所 有 动力 学 都 发 生 在 通常 
的 四 维 时 空 . | 

我 们 采用 Weinberg 使 用 的 约定 . 需要 注意 的 是 相对 于 一 个 BD 的 w 参量 为 
—1 Rf, 根据 对 偶 性 的 要 求 伸缩 子 (8) 动能 部 分 会 有 一 个 “特殊 ”的 符号 . 同时 我 们 
希望 伸缩 子 势 源 是 无 扰动 的 , 且 与 超 对 称 破 缺 相 关 , 并 且 能 够 从 超 势 理论 中 用 标准 
的 方法 得 到 ， 当 然 , 作用 量 的 其 他 项 的 系数 里 是 应 该 有 微 扰 和 非 扰 动 的 修正 部 分 ， 
但 是 它们 都 是 很 小 的 , 这 是 因为 我 们 假设 该 理论 在 整个 宇宙 演化 过 程 中 都 是 处 在 弱 
耦合 的 状态 . A (3.1.1) 中 的 省 略 号 表示 它 包含 了 其 他 场 . 

通过 作用 量 式 (3.1.1), 可 得 到 其 运动 方程 


1 1 1 
Ruy = zImR me 79 AGO" 9 T GuvD,D"¢ = D,D,9 re 5 9uU (4) = 0, 
R+D,¢D“¢ — 2D Duo — U(¢) = 0, (3.1.2) 


AF U(¢) = esV(9). 我 们 将 只 在 空间 曲率 为 零 的 各 问 同 性 的 FRW 度 规 下 寻求 上 
面 方程 的 解 (对 于 更 一 般 的 情况 , 我 们 将 在 后 面 讨 论 ), 并 且 还 考虑 伸缩 子 仅仅 与 时 
间 相 关 . 此 时 有 
ds? = —dt? + a° (t)dzidz*, 
9 = o(t). (3.1.3) 
eR H 只 跟 标 度 因子 a HX, 记 为 H = a/a. 
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通过 一 些 代 数 运算 , 可 以 得 到 两 个 相互 独立 的 关于 伸缩 子 和 五 的 一 阶 微分 方 
程 组 . 由 此 , 可 以 得 到 伸缩 子 满 足 方程 


H = +H V3H? +U — =U’, 
ġ = 3H + V3H? +U, (3.1.4) 


AP (+) 表示 这 两 个 方程 既 可 以 同时 选择 正 号 也 可 以 同时 选择 负 号 ,这些 方程 将 
是 我 们 讨论 的 出 发 点 . 
根据 对 (+) 符号 的 选择 , 方程 (3.1.4) 的 结果 分 别 是 属于 两 个 分 支 的 . 此 外 , 另 
一 个 双重 的 不 确定 就 是 H 的 符号 . 为 简单 起 见 , 我 们 开始 只 讨论 没有 势 的 简单 情 
况 . 这 4 个 结果 可 以 通过 标 度 因子 的 对 偶 性 、 时 间 反 演 或 两 者 皆 而 有 之 联系 起 来 . 
(—) 表示 的 是 一 个 规则 、 负 反馈 的 分 支 ，{ 五 (-) ,$(-)} 的 结果 是 关于 时 间 的 函数 ， 
可 简单 给 出 来 
1 1 
H = i 
$=po+(tV3—1)n(t—to) t> to. (3.1.5) 


这 个 结果 可 以 描述 宇宙 减速 膨胀 (五 > 0, H < 0) 或 减速 收缩 (H <0,H > 0), 
具体 是 膨胀 还 是 收缩 要 看 初始 H 的 符号 , 相对 应 的 演化 也 分 别 朝向 强 耦 合 和 弱 耦 
合 方向 进行 . 正如 我 们 即将 在 后 面 给 出 的 式 (3.1.12), 这 个 分 支 可 以 和 通常 的 FRW 
辐射 为 主导 的 膨胀 宇宙 相连 接 . 如 果 令 宇宙 常数 为 零 , 再 存在 合适 的 源 , 伸缩 子 势 
将 有 一 个 最 小 值 , 伸缩 子 最 终 将 处 在 其 真空 期 待 值 并 且 遵 循 标准 宇宙 模型 . 

(+) 分 支 却 有 一 些 不 寻常 的 值得 注意 的 特性 . 在 没有 任何 势 的 情况 下 , {H , o} 
的 结果 满足 


二 4} 1 | 
V3t 一 如 


pH) = po + (+V3 — 1) ln(to — t), t< to. (3.1.6) 


这 个 结果 既 可 以 描述 一 个 加 速 膨胀 的 , 从 冷 的 、 平 直 的 、 弱 耦合 的 宇宙 演化 成 
一 个 热 的 、 弯曲 的 、 强 耦合 的 宇宙 , 也 可 以 描述 一 个 加 速 收 缩 的 并 朝 弱 耦合 演化 的 
FH. 这 时 的 势 对 这 个 分 支 的 影响 是 相当 轻微 的 . 伸缩 子 通 过 最 小 势 而 得 以 放大 . 
在 这 个 分 支 下 , 伸缩 子 不 可 能 处 在 其 势 的 最 小 值 . 由 于 伸缩 子 的 动能 项 和 BD w 的 
值 为 -1, 暴 胀 被 驱动 了 , 不 存在 任何 阻碍 . 

下 面 的 表 3-1 给 出 两 个 分 支 的 区 别 . 

如 果 考 虑 到 不 为 零 的 势 以 及 物质 的 贡献 , 上 面 的 结果 将 变 得 非常 的 复杂 . 由 于 
等 式 (3.1.4) 是 一 阶 微分 方程 , 我 们 发 现在 相 空 间 {五 ,$} 里 可 以 更 好 地 表述 其 结 


3.1 关于 暴 胀 的 自然 退出 . 183 - 


表 3-1 ”在 两 个 分 支 下 与 时 间 相 关 的 函数 结果 的 分 类 


(十 ) 分 支 (一 ) 分 支 
<0 H>0, $<0 
H>0 <0, $50 


果 的 轨迹 . 在 图 3-1 中 , 分 别 给 出 了 (+) 和 (-) 的 轨迹 , 竖 直 的 A 轴 的 单位 刻度 是 
任意 的 . 


图 3-1 图 中 描述 了 势 U($), 以 及 (+) 和 (一 ) 分 支 的 轨迹 ， 
其 中 (一 ) 分 支 是 处 于 势 为 最 小 值 的 情况 下 


从 等 式 (3.1.4) P, 可 以 发 现 分 支 之 间 的 变换 只 出 现在 势 V($) 为 负 的 情况 下 . 
这 是 因为 允许 分 支 之 间 连 续 变换 的 点 需 满足 


3H? + U(¢) =0, (3.1.7) 


否则 9 将 不 连续 . 类 似 地 , 五 的 连续 性 隐 含 着 表 3-1 中 的 4 个 结果 , 只 有 具有 相同 
符号 的 H 才能 够 相互 转换 . 很 明显 , 上 述 情况 说 明了 , 这 些 结 果 对 是 通过 标 度 因子 
的 对 偶 性 和 时 间 反 演 的 乘积 而 相互 联系 的 , 因为 两 个 算 符 的 联合 操作 会 让 H 的 符 
号 改变 . 

由 于 H? > 0, 我 们 必须 在 U(d) < 0 的 情况 下 , 考虑 到 等 式 (3.1.7)， 满 足 
3H? + U(¢) = 0 的 轨迹 在 相 空间 里 是 一 个 曲线 . 在 一 些 有 界 间隔 里 有 V($) < 0 的 
势 , 其 曲线 聚集 成 的 形状 就 如 同一 个 蛋 . 假设 “和 蛋 ” 是 处 在 适度 耦合 区 域 , 在 图 3-2 
中 , 给 出 了 一 个 典型 的 伸缩 子 势 和 相应 的 “ 蛋 ”. 在 超 引力 理论 中 , 有 这 样 的 一 个 普 
遍 的 性 质 : 势 的 全 局 最 小 值 是 负 的 . 此 外 , 如 果 考 虑 到 超 弦 理论 中 由 场 的 非 微 扰 效 
果 所 引起 的 一 般 势 , 那么 确实 存在 这 样 一 个 特性 , 即 “ 蛋 ”确实 是 存在 的 , 且 这 个 蛋 
是 完全 处 于 弱 耦 合 的 区 域 . 

可 以 证 明 , 一 个 负数 势 并 不 是 一 个 能 诱导 分 支 变换 的 充分 条 件 . 接 下 来 , 我 们 
讨论 一 个 附加 的 条 件 从 而 确保 分 支 变换 能 够 实现 . 在 相 空 间 中 , 考虑 到 靠近 蛋 区 域 


的 某 轨迹 ,我 们 可 以 计算 它 在 相 空 间 的 方向 G 并 与 相 空 间 中 蛋 的 方向 SO 
|Egg 
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E 


-2.6 -2.4 -22 — 


—0.2 
3-2 图 中 描绘 了 伸缩 子 势 和 相应 的 “ 蛋 ”, 负数 势 诱导 了 一 个 分 支 变换 的 发 生 


进行 比较 , 对 于 这 两 个 分 支 有 


/ 
SS ee +ie 人 1 一 F) + O(e?), (3.1.8) 


do dO age 
式 中 U! 表示 U 对 4 的 微分 , 而 。 = VIAT UO) 表示 对 该 轨迹 到 蛋 的 距离 的 度 
量 . 需要 注意 的 是 。 总 是 大 于 零 . 如 果 考 虑 到 (+) 分 支 并 且 H > 0, 正如 图 3-2 所 
显示 的 , 该 轨迹 是 处 于 蛋 的 上 方 . 如 果 U 是 一 个 大 的 负数 , 那么 1 - iE 将 是 负 的 
(U < 0), 该 轨迹 将 趋向 于 “ 蛋 ”, 并 与 蛋 相交 , 而 这 以 后 就 必然 连续 地 进入 到 (—) 分 
支 . 如 果 1 - IT 是 正 的 , 该 轨迹 会 远离 蛋 , 这 时 正 、 负 分 支 之 间 的 变换 是 不 会 出 
现 的 . 现在 考虑 (—) 分 支 且 有 H > 0 的 情况 . 很 容易 知道 该 轨迹 也 是 在 蛋 的 上 方 . 
如 果 1 - iL 是 正 的 , 该 轨迹 会 趋向 于 蛋 , 与 蛋 相 接 触 并 连续 地 进入 到 (+) 分 支 


而 1 2 为 负 时 , 该 轨迹 会 远离 蛋 , 负 、 正 分 支 之 间 的 变换 将 不 会 出 现 . 同 理 , 当 
轨迹 在 蛋 的 区 域 下 方 时 , 我 们 可 以 得 到 一 个 相似 的 解释 和 结论 , 即 分 支 之 间 的 变换 
能 否 出 现 是 由 1— 5 所 决定 的 

图 3-2 描绘 了 一 个 因 负 数 势 所 导致 的 由 (+) 到 (—) 分 支 的 变换 , 其 中 垂直 H 
铀 的 单位 刻度 是 任意 的 

令 人 吃惊 的 是 , 虽然 分 支 之 间 的 变换 是 可 以 由 一 个 负数 势 所 引起 , 但 是 这 并 不 
能 给 出 一 个 有 用 的 方法 来 成 功 实现 从 加 速 暴 胀 中 自然 退出 . 这 是 因为 分 支 之 间 的 变 
换 是 成 对 出 现 的 .我 们 就 用 具体 例子 来 解释 这 一 点 . 假设 一 个 从 (+) 到 (-) 的 分 
支 变换 出 现在 4 = ‰ 这 点 , 而 H (Go) > 0 (图 3-2), 我 们 感 兴趣 的 是 找 出 是 否 还 有 
另外 一 个 变换 会 出 现 . 定义 一 个 函数 AOH) = HO (4) ~ Hess(), 对 于 任意 在 
EER o, AOH 为 正 时 , 就 没有 二 次 与 蛋 的 碰撞 和 接触, 两 个 在 图 3-1 和 图 3-2 的 


2U 


3.1 ”关于 暴 胀 的 自然 退出 . 185 . 


(—) 分 支 演化 就 能 够 平滑 的 连接 起 来 提供 一 个 自然 退出 . 相反 地 , 如 果 AOH EE 
区 域 的 某 个 地 方 消失 了 , 这 时 就 还 会 有 另外 一 个 分 支 变换 而 返回 到 (+) 分 支 , 从 而 
没有 退出 的 出 现 . 我 们 可 以 利用 方程 (3.1.4) 来 计算 AOH. 


AO H(¢) = f (a = Ge.) 7 3/ asle (1 = r) + o). (3.1.9) 


假设 对 于 一 个 与 蛋 接触 的 轨迹 , e 仍 保持 为 一 个 小 量 (注意 : 。 总 是 正 的 ), 我 们 
可 以 在 假设 e 为 常数 的 情况 下 估计 出 AOA 


A‘ H(¢) = -$e f aol (a 一 =) 


L, U 

= -ie- $0) = 3 Ge | 
蛋 最 右边 点 9 满足 U(d1) = 0, 因此 对 于 任意 点 必然 存在 另 一 个 点 9°, 它 将 满 
Æ AW) H(¢*) = 0 AU’ > 0. 在 这 种 情况 下 , 相应 的 轨迹 将 会 再 次 接近 蛋 从 而 一 个 
分 支 变换 发 生 了 , 使 得 宇宙 返回 到 (+) 分 支 . SR, 在 这 个 大 的 主题 下 还 是 有 些 不 
Fl, 有 很 大 的 可 能 性 会 碰 到 蛋 的 上 方 和 下 方 . 

为 了 圆满 地 解决 这 一 问题 , 我 们 提出 了 下 面 两 种 方案 : 

(1) 增加 经 典 理想 的 流体 源 . 这 将 使 等 式 (3.1.4) 被 修正 为 


H=+HV3H?+U +e%p— 3U'+ 5p, 
ġ = 3H + /3H2+U +e%p, 
ò +3H(p +p) = 0. (3.1.11) 


这 些 方程 给 出 一 个 更 早期 的 解 ， 如 果 势 有 一 个 最 小 值 而 宇宙 常数 为 0( 这 里 U = 
U’ = 0), 这 时 对 于 处 在 (一 ) 分 支 的 伸缩 子 (对 于 类 辐射 物质 , p= 1/3p), 这 个 解 的 
行为 就 如 同一 个 吸盘 吸引 着 它们 . 在 这 种 情况 下 , 标准 的 以 辐射 为 主导 的 宇宙 确实 
是 稳定 的 ， 


(3.1.10) 


a=t'/?, $= const, p=a-4, (3.1.12) 


这 个 特性 完全 可 以 通过 对 这 个 解 进行 相应 的 扰动 来 证 明 . 相 比 较 而 言 , 在 (+-) 分 文 
的 区 域 , 没有 什么 能 阻止 $ 随 着 宇宙 的 膨胀 而 增 大 . 

回 到 我 们 要 解决 的 问题 , 对 于 不 可 压缩 流体 , p/p 这 个 比率 可 以 取 -1/3 和 1/3 
之 间 的 任何 值 , 在 与 蛋 相 碰撞 这 个 时 期 , 我 们 得 把 它 看 成 是 某 个 常数 . 不 幸 的 是 , 不 
管 这 个 比率 是 多 少 , 所 得 的 方程 与 方程 (3.1.9) 和 (3.1.10) 类 似 , 仍然 会 有 第 二 次 碰 
撞 发 生 . 
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(2) 增加 额外 紧 致 维度 . 这 是 一 个 相当 自然 的 选择 , 因为 我 们 期 望 紧 致 维 能 够 
演化 并 最 终 能 稳定 在 弦 尺 寸 的 半径 下 . 在 这 种 情况 下 ， 我 们 期 望 相 关 势 既 能 跟 让 部 
维度 半径 相关 也 能 跟 有 效 的 四 维 空间 的 耦合 相关 , aa = 地 =e? 其 中 V 是 紧 致 化 


空间 维 的 体积 . 为 简单 起 见 , 我 们 假设 有 三 个 非 紧 致 化 空间 维 , 并 具有 通常 的 标 度 
因子 a, 而 n 个 紧 致 化 维 用 通常 的 半径 5 来 描述 . 我 们 可 以 定义 一 个 与 哈 勃 参量 H 


相似 的 内 部 参量 K = 7 E U =U(p,b) ,p = $ninb 的 情况 下 , 方程 (3.1.4) 的 
一 般 形式 变 为 
fe OVC): LEN ee | een 


2 Oy’ 


K = +KV3H? +nK? +U — 1 


2 ðlnb’ 


g=o—nK =3H + V3H? +nK? +U. (3.1.13) 


我 们 得 出 结论 : 在 弱 曲 率 机 制 下 对 于 任何 种 类 的 真实 的 伸缩 子 势 而 言 , 一 个 能 
从 加 速 暴 胀 时 期 自然 退出 到 标准 的 FRW 宇宙 是 不 可 能 的 . 因此 剩 下 的 可 能 性 就 是 
强 曲率 机 制 , 在 这 个 机 制 下 我 们 可 以 发 现 弦 修 正 项 的 重要 性 . 

人 们 很 容易 想到 在 弦 耦 合 非常 小 的 时 候 , 会 遇 到 强 曲 率 机 制 所 诱导 的 分 支 变 
K, 这 是 因为 一 个 常数 伸缩 子 变 化 是 经 常会 有 的 , 只 要 相应 的 势 是 负数 . 在 这 个 假 
设 下 , 我 们 的 问题 就 变 成 了 去 寻找 那个 被 赋予 了 合适 的 对 偶 对 称 性 的 共 形 场 理 论 ， 
以 此 来 描述 一 个 有 趣 的 宇宙 学 模型 . 尤其 是 我 们 应 该 选择 这 样 的 背景 , 即 分 别 在 负 
的 和 正 的 大 宇宙 时 间 上 走向 (+) 和 (一 ), 并 且 在 小 时 间 范 围 内 分 别 有 一 个 中 间 弦 机 
制 . 人 们 很 容易 发 现 它 对 于 方程 (3.1.4) 的 修正 应 该 以 O(H4) 的 形式 存在 , 并 且 这 
种 方法 能 成 功 实现 自然 退出 . 剩 下 的 问题 是 要 找到 一 个 真实 而 又 能 完成 上 述 任务 的 
共 形 背景 . 

小 结 本 节 的 内 容 , 对 称 的 弦 宇 宙 方 程 的 解 可 以 分 成 两 个 相关 的 对 偶 性 分 支 : 一 
个 分 支 描述 膨胀 的 FRW FH; 另 一 个 则 描述 宇宙 的 加 速 暴 胀 或 收缩 . 如 果 伸 缩 子 
势 为 一 些 通常 的 确定 值 , 人 们 发 现 这 两 个 分 支 可 以 平稳 地 彼此 演化 . 但 是 , 在 弱 曲 
率 的 区 域内 , 上 述 相关 膨胀 势 的 结果 里 并 没有 给 出 宇宙 从 加 速 暴 胀 中 退出 的 问题 . 
我 们 运用 共 形 场 论 的 技巧 给 出 了 一 个 宇宙 从 加 速 暴 胀 中 自然 退出 的 方案 . 


3.2” 轴 子 -伸缩 子 (axion-dilaton) 宇宙 的 真空 涨 落 


广义 相对 论 在 描述 当前 所 有 可 观测 的 引力 物理 学 方面 具有 很 高 的 精确 度 , 但 是 
在 普 朗 死 尺度 和 更 低能 的 情况 下 , 广义 相对 论 对 极 早 期 宇宙 的 描述 却 是 失败 的 . 


3.2” 轴 子 -伸缩 子 (axion-dilaton) 宇宙 的 真空 涨 落 . 187 . 


很 多 对 现代 宇宙 学 结果 的 研究 都 集中 关注 一 个 能 提供 可 变 的 有 效 引 力 常 数 的 
伸缩 子 场 p. 在 没有 其 他 物质 存在 的 情况 下 , 低能 的 作用 量 将 会 导致 一 个 由 Brans 
和 Dicke 所 提出 的 有 效 引 力 理论 形式 . 虽然 BD 参量 w = -1 的 预期 值 与 当代 的 
后 牛顿 测试 不 相 容 , 但 这 可 能 就 是 圈 量 子 修正 部 分 产生 了 一 个 实验 上 可 接受 的 广义 
相对 论 极限 , 或 者 是 伸缩 子 现 有 值 通过 获得 一 个 质量 而 具有 了 确定 值 (Copeland et 
al., 1997). . 

前 大 爆炸 方案 (Gasperini, 1993) 是 一 个 基于 弦 理 论 的 宇宙 模型 的 特殊 例子 , 但 
这 个 宇宙 模型 与 广义 相对 诊所 描述 的 宇宙 因为 Dilaton 场 的 存在 而 有 着 根本 的 不 
同 . 这 个 弱 耦 合 、 膨 胀 的 前 大 爆炸 解 与 通常 的 暴 胀 模型 有 着 很 多 的 相似 性 , 其 中 最 
显著 的 就 是 通过 将 量子 真空 态 从 小 尺度 范围 内 延伸 到 大 尺度 范围 (GRA), 从 而 
实现 大 尺度 范围 下 平 直 性 和 均匀 性 . 从 低能 有 效 作用 量 所 得 出 的 结果 将 会 陷入 一 
个 “大 爆炸 ” ZA, 但 是 我 们 希望 在 整个 理论 标 架 下 , 包括 所 有 高 阶 项 在 内 的 前 大 
爆炸 结果 能 够 平稳 地 与 一 个 描述 膨胀 的 “爆炸 后 ” 宇宙 结果 相 衔接, 并 最 终 能 同 广 
义 相对 论 演化 相连 接 . 

我 们 注意 到 反对 称 张 量 场 Hore = OaBr 在 作用 量 的 低能 极限 下 的 宇宙 学 假 
定 中 将 要 扮演 至 关 重 要 的 角色 . 随同 引力 子 和 伸缩 子 一 起 , 一 个 反对 称 张 量 不 可 如 
免 的 会 出 现在 低能 有 效 作 用 量 的 Neveu-Schwarz 玻 色 子 部 分 中 


S= 了 dPzV -gpe” [Ro + (Vy)? — aH (3.2.1) 
式 中 kp? = 8rGp, 而 Gp 是 一 个 DD 维 的 常数 . 我 们 首先 计算 出 经 典 背 景 场 的 微 扰 
谱 , 而 这 个 经 典 背景 场 的 产生 是 由 于 反对 称 张 量 场 的 真空 涨 落 所 引起 的 . 

我 们 考虑 的 时 空 包 含 一 个 四 维 的 均匀 对 称 的 外 部 度 规 . 在 四 维 时 空 下 , 反对 称 
度 规 张 量 场 只 有 一 个 自由 度 , 这 个 自由 度 可 以 用 一 个 硒 标 量 的 轴 子 场 o 来 表示 . 对 
于 一 个 均匀 且 对 称 的 度 规 , 我 们 必须 有 一 个 均匀 的 轴 子 场 o= o(t). 

下 面 , RNA FRW 宇宙 分 别 在 轴 子 存在 和 不 存在 情况 下 的 经 典 演化 ， 当 
标 度 因子 在 弦 标 架 下 变 得 很 小 的 时 候 , 轴 子 的 效应 是 很 重要 的 . 包括 了 轴 子 的 演化 
将 会 导致 一 个 与 经 典 前 大 爆炸 方案 不 同 的 宇宙 , 而 在 前 大 爆炸 方案 中 轴 子 场 是 恒定 
的 . 接着 , 我 们 从 不 同 的 共 形 相关 度 规 下 , 考察 宇宙 演化 的 不 同 之 处 , 并 且 关 注 它 在 
轴 子 标 架 下 的 演化 , 轴 子 场 是 最 小 耦合 . 特别 需要 指出 的 是 , 我 们 发 现 弦 标 架 下 的 
度 规 奇异 演化 在 轴 子 标 架 下 可 以 是 非 奇 异 演 化 . 这 些 低能 作用 量 的 轴 子 -伸缩 子 解 
可 以 通过 一 个 对 偶 变 换 联 系 起 来 , 而 这 个 对 偶 变 换 使 一 个 标 度 因子 在 没有 轴 子 场 的 
时 候 出 现 二 元 性 . 

我 们 给 出 一 些 相 关公 式 来 描述 那些 均匀 对 称 的 4 — 背景 结果 的 非 均 匀 线 性 
WR. 这 个 背景 轴 子 场 为 零 时 , 也 不 可 避免 地 会 有 场 的 量子 涨 落 . 我 们 计算 半 经 典 
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轴 子 微 扰 谱 , 以 及 在 前 大 爆炸 方案 中 产生 的 伸缩 子 和 模 微 扰 谱 . 通过 构建 -对 侦 不 
变 的 场 微 扰 联 合 将 这 种 计算 推广 到 更 一 般 的 轴 子 -伸缩 子 宇宙 , 这 个 场 的 微 扰 能 够 
得 出 S- 对 偶 不 变性 结果 . 此 外 , 我 们 还 证 明 晚 期 的 伸缩 子 和 轴 子 谱 与 前 述 的 演化 情 
况 无 关 . 前 述 的 演化 是 沿 着 不 同 的 , 但 却 是 S- 对 偶 的 相关 经 典 结果 进行 . 重要 的 是 ， 
轴 子 谱 的 倾斜 与 前 大 爆炸 方案 中 所 预言 的 伸缩 子 和 引力 子 剧烈 变化 的 “ 蓝 谱 ”有 着 
很 大 的 不 同 . 
3.2.1 ZRF - 伸缩 子 宇宙 

我 们 考虑 从 低能 作用 量 得 出 的 宇宙 解 ， 其 中 完备 的 D 维 时 空 有 如 下 的 度 规 
形式 : 

ds?, = —dt? + gijdaidax? + YrrdX'dX", (3.2.2) 

i,j BA 1 RE 3, WI, 7A 1 Bn =D—-4. 

考虑 n 个 紧 致 化 维度 的 相关 变 分 , 并 且 包 括 了 一 个 单 模 场 exp(n68), 它 正比 于 
相应 内 部 空间 的 体积 , 但 忽略 弯曲 和 各 向 异性 , 此 时 有 关系 yry =e sr. 

在 四 维 的 外 部 时 空 下 的 有 效 伸缩 子 为 


$ =p- np, (3.2.3) 
To POSEY OT PRK EH BT LAA — A RH o 来 表示 
Ht = etet Vao, (3.2.4) 


式 中 ed 是 协 变 的 四 阶 反 对 称 张 量 , 并 满足 Veet = 0. 
低能 弦 的 有 效 作用 量 (3.2.1) 这 时 就 变 成 了 


= gia | ev= [R+ (V0)? -vP — Fe*(Voy"|], (8.28) 


S 
式 中 K? = 8n/M RET 6 = 0 NRE NA RHE, m R 是 四 维 外 部 时 空 里 
奇 标量 . 
我 们 假设 外 部 的 四 维 时 空 是 由 平 直 FRW 度 规 所 描述 , 其 线 元 为 


ds? = a?(n) {—dn? + 6ijdzdz7 }, (3.2.6) 


式 中 a(n) 是 标 度 因子 . 为 了 与 一 个 均匀 对 称 的 度 规 兼容 , 所 有 的 场 必 须 是 均 勾 的 
并 且 作用 量 满 足 
S 


1 
=o dz f dne~* (-60” + 6aa'd’ — a? p? + na? B? + jezyazo . (3.2.7) 
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我 们 所 考虑 的 模型 作为 伸缩 子 真 空 解 是 有 一 个 恒定 的 轴 子 场 (c' = 0). 这 就 是 
有 名 的 单 里 律 解 


n | := 
ef 一 et a (3.2.8) 
n (l4+r4)/2 
a= A Ta (3.2.9) 
ef = eb “i (3.2.10) 


式 中 的 积分 常数 r 和 s 分 别 决定 了 有 效 伸缩 子 和 内 部 体积 的 改变 速率 . 值得 注意 
的 是 , 约束 方程 (3.2.29) BE 


T+ 二 土 V 3 一 2ns2. (3.2.11) 


”有 关 伸 缩 子 真 空 的 结果 在 图 3-3~ 图 3-5 中 给 出 . 如 果 出 现 的 是 稳定 的 紧 致 化 , 并 
且 内 在 空间 的 体积 被 固定 在 (s = 0, 或 者 D = 4) 处 , 我 们 有 r+ = 士 V3. 


这 些 伸缩 子 真空 解 可 以 用 固有 时 间 来 表示 , t = J adn, 得 到 


2rs /(3+r+) 


(3.2.12) 


图 3-3 HA (3.2.8) 给 出 的 关于 轴 子 -伸缩 子 结果 的 弦 标 架 下 标 度 因子 ( 实 线 ). 4 n 一 0 时 ， 

它 将 成 为 由 式 (3.2.9) 所 给 出 的 在 r- = —r 的 伸缩 子 真 空 结果 (虚线 ); 而 当 n 一 too 时 , € 

HÈ r+ = +r 的 伸缩 子 dilaton 真空 结果 (点 -虚线 ). (+) 和 (一 ) 也 分 别 被 标明 了 . 一 些 与 轴 
子 -伸缩 子 结果 相关 的 特殊 参 最 为 a. = 1,7 = 1.2 和 ”n.=2 


- 190. 第 3 章 宇宙 骏 胀 的 机 制 


伸缩 子 O(n) 


图 3-4 图 中 在 ġ. = 0 和 与 图 3-3 有 相同 参量 值 及 相同 表示 的 情况 下 , 给 出 了 伸缩 子 $. 轴 
子 -伸缩 子 结果 [ 式 (3.2.17)]. 在 小 |n| 的 情况 下 成 为 了 r- 的 伸缩 子 真空 结果 [A (3.2.8)], 而 
在 大 |n| 时 , 则 成 为 了 相应 的 r+ 结果 


R pin) 


(+) (—) 
—4 一 2 0 2 4 
3-5 #En=6Al s = 713/10 以 及 与 图 3-3 有 相同 参数 值 的 情况 下 ， 


给 出 了 模 数 6. 这 个 演化 同 式 (3.2.10) 给 出 的 伸缩 子 真空 和 式 (3.2.19) 
给 出 的 轴 子 -伸缩 子 结果 的 情况 是 一 样 的 
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(1+r+)/(3+r+) 


: (3.2.13) 


2s/(3+r+) 


: i (3.2.14) 


P = eb 


te 


那些 从 t= 0 的 奇 点 出 发 到 t > 0 的 部 分 标注 为 (一 ) 分 支 , 而 那些 从 t < 0 BAA 
t = 0 的 部 分 则 称 为 (+) 分 支 . 

我 们 对 时 间 坐 标 原 点 的 选择 是 任意 的 . 一 个 对 (4+/—) 分 支 更 基本 的 定义 可 以 
通过 考虑 可 变 伸缩 子 的 演化 而 得 到 


$ = ¢ — 3ln(a). (3.2.15) 
其 对 应 的 时 间 微 分 为 

T + 

7 = on. (3.2.16) 
由 于 受到 ra [ 式 (3.2.11) 的 限制 , CE (+) 分 支 (或 者 n < 0) 总 是 正 的 , 而 在 (一 ) 
分 支 (或 者 n > 0) 却 总 是 负 的 . 


这 些 (+/ 一 ) 分 支 并 没有 涉及 式 (3.2.11) 中 对 r+ 符号 的 选择 . 即使 在 伸缩 子 真 
空 宇宙 的 (+) 或 者 (一 ) 分 支 下 , 由 于 可 能 的 选择 可 以 为 指数 r 或 者 r, 我 们 仍 有 
两 个 不 同 结果 , 它们 分 别 决定 了 当 n 一 0 时 , 6 是 趋向 负 无 穷 大 还 是 正 无 穷 大 . 

从 式 (3.2.8)~ 式 (3.2.10) 到 更 一 般 化 的 轴 子 -伸缩 子 宇宙 (o A 0) 的 推广 是 非 


常 简单 的 
ds. = T 
ep = = | } (3.2.17) 
2 l-r l+r 
a? = = | \ (3.2.18) 
ef = er > i (3.2.19) 
O = Ox 一 e ? eet} : 3.2.20 
[n/N + n/n] ( ) 


式 中 的 指数 是 通过 r= V3 - 2ns? 来 表述 的 . 与 时 间 相 关 的 轴 子 解 表示 在 图 3-3~ 
图 3-6 H. 轴 子 的 存在 为 伸缩 子 的 值 设置 了 一 个 更 低 的 限制 . 这 样 , 在 两 个 轴 子 - 伸 
缩 子 真 空 解 中 插入 了 一 个 近似 恒定 的 轴 子 场 . 当 7 一 too 时 , 相应 的 结果 将 趋向 
于 r+ = +r 的 伸缩 子 真空 , 在 n 一 0 时 , 相关 结果 将 趋向 于 r- = -r 伸缩 子 真 空 . 
人 们 很 容易 发 现 , 早期 和 晚期 伸缩 子 真空 的 近似 结果 将 会 导致 一 个 特殊 而 简单 的 半 
经 典 微 扰 谱 , 而 这 个 半 经 典 微 扰 谱 与 中 间 演 化 过 程 无 关 . 
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轴 子 a(n) 


(十 ) (一 ) 

-= = 0 2 
36 Æo. = 1 和 与 图 3-3 具有 相同 参量 值 的 情况 下 , 图 中 给 出 了 由 式 (3.2.20) 所 给 出 的 
轴 子 -伸缩 子 结 果 中 的 轴 子 o 的 情况 


当 轴 子 场 导 致 伸缩 子 出 现 一 个 跳跃 内 = 0 时 , 除了 靠近 7 ~ mr 之 外 , 轴 子 场 
的 动力 学 效应 是 负 的 . WR 7 > 1, 这 时 将 会 导致 标 度 因子 的 一 个 跳跃 a = 0. 但 我 
们 仍 有 两 个 不 相连 的 分 支 , 正如 (3.2.16) 所 定义 的 那样 , 一 个 分 支 对 应 着 增加 的 变 
化 伸缩 子 , 并 到 达 (+) 分 支 的 一 个 奇 点 , 另 一 个 则 对 应 着 减少 的 变化 伸缩 子 , 并 将 
到 达 (一 ) AIHA A. 


3.2.2 ” 共 形 标 架 表述 


前 面 我 们 已 经 给 出 了 在 弦 标 架 下 的 结果 . 如 果 在 这 个 标 架 下 的 弦 物 质 有 最 小 看 
合 , 这 时 弦 试 验 粒子 将 沿 着 此 相应 度 规 的 测 地 线 而 运动 . 但 是 , 为 了 理解 在 这 些 模 
型 下 的 物理 演化 , 最 好 是 考察 共 形 相关 的 度 规 , gon > Nga. 如 果 共 形 因子 0? 自 
身 是 均匀 的 , 这 时 变换 的 度 规 将 保持 为 一 个 FRW 度 规 但 是 标 度 因子 有 a > Qa. 

这 种 标 度 因子 的 变化 可 以 导致 在 叙述 宇宙 解 的 时 候 产 生 一 些 不 确定 性 , 例如 ， 
暴 胀 通常 被 定义 为 加 速 膨胀 (& > 0). 但 这 样 的 一 个 定义 是 与 共 形 标 架 的 选择 相关 
的 , 在 这 些 标 架 下 人 们 需要 估计 加 速度 的 大 小 . 

值得 注意 的 是 固有 时 间 在 共 形变 化 下 也 会 改变 , t 一 Í Dat. 人 们 不 必 假 设 在 


一 个 标 架 下 的 有 限 的 固有 时 间隔 必须 与 另外 一 个 标 架 下 的 固有 时 间隔 相 一 致 , 万 
其 是 我 们 会 发 现在 某 个 标 架 下 可 能 出 现 奇 异 演化 ， 而 在 另外 一 个 标 架 下 却 是 非 奇 
异 的 . 
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1. 爱 因 斯 坦 标 架 表述 

通过 选择 一 个 共 形 因子 2? = et, 我 们 可 以 在 这 样 一 个 标 架 下 工作 , 即 ga = 
2 gay, 其 中 伸缩 子 与 外 部 度 规 有 最 小 耦合 . 因此 , 在 作用 量 (3.2.5) 中 的 引力 部 分 将 
会 导出 爱 因 斯 坦 - 希 尔 伯 特 作 用 量 


~ [~ læ ~ ree 
S= = d4zV/ 一 7 {a — 5 (V9) — n( VBF — TAO i (3.2.21) 


而 这 就 是 著名 的 爱 因 斯 坦 标 架 . 伸缩 子 和 模 场 在 这 个 标 架 下 都 有 标准 动能 部 分 ， 
此 模 粒子 和 伸缩 子 (在 一 个 恒定 的 轴 子 场 下 ) 将 为 此 而 沿 着 爱 因 斯 坦 标 架 下 的 四 维 
时 空 的 测 地 线 运动 . 

著名 的 广义 相对 论 场 方程 为 


Rab = Fash = KT, (3.2.22) 


正 是 在 这 个 标 架 的 应 用 . 它 可 以 给 出 一 个 宇宙 的 直观 形象 , 这 个 形象 基于 四 维 广义 
相对 论 , 并 通过 o 值 的 度 规 形 式 的 演化 方程 中 退 耦 , 给 出 能 动 张 量 


KT op = > (zz 一 TA (¢,cb,4 + 2nB,cB a + €7%0,c0,4) - (3.2.23) 
对 于 均匀 场 , 导致 一 个 与 理想 流体 相关 的 刚性 方程 , 即 压强 等 于 密度 
p=p= 5 ($? + 2nB”? + eo’). (3.2.24) 
在 FRW 度 规 下 , 均匀 场 方程 的 演化 这 时 表示 为 
$" + 2h9’' = eo”, (3.2.25) 
o" +2ho’ = —2¢'0', (3.2.26) 
B" + 2h8' = 0, (3.2.27) 
h’ = -> ($? + 2nB” + e*%o") , (3.2.28) 
加 上 约束 方程 
h? = a5 (Ø? + 26? + ea"), (3.2.29) 
式 中 h=@ /a. 


从 式 (3.2.28) 和 式 (3.2.29), 我 们 可 以 发 现在 通常 轴 子 -伸缩 子 的 情况 下 , 并 且 
在 其 中 我 们 还 容许 轴 子 、 伸缩 子 场 和 模 场 可 以 演化 , 这 时 爱 因 斯 坦 标 架 下 的 膨胀 遵 
TA R + 2h? = 0, 从 而 得 到 一 个 简单 的 标 度 因子 关系 式 


n \/2 
à = ae~?/? —G, (2) . (3.2.30) 
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由 标量 场 的 运动 方程 (3.2.25)~(3.2.27), 通过 积分 可 以 得 到 这 结果 , 见 式 (3.2.17)~ 
式 (3.2.20). 甚至 在 空间 弯曲 的 FRW 模型 下 , 运动 方程 仍然 是 可 积分 的 而 不 管 场 
之 间 是 否 为 非 平 良 的 耦合, 这 是 因为 我 们 可 以 对 爱 因 斯 坦 标 架 做 一 个 共 形 变换 , 使 
得 所 有 的 场 与 度 规 都 有 最 小 耦合 , 只 要 它们 都 是 均匀 的 , 它们 总 的 动力 学 效应 就 与 
一 个 单一 的 无 质量 标量 场 没 什么 区 别 . 

由 于 场 之 间 没 有 相互 作用 势 , 强 能 量 条 件 (p > 0) 是 恒 满足 的 [ 式 (3.2.24)], F] 
时 广义 相对 论 的 奇 点 理论 也 必须 保留 . 因此 , 在 这 些 无 质量 场 的 爱 因 斯 坦 标 架 下 是 
没有 办 法 构建 一 个 非 奇异 演化 的 . 

在 弦 标 架 下 , 通常 的 广义 相对 论 结果 并 没有 保留 . 甚至 在 没有 相互 作用 势 的 情 
况 下 , 我 们 能 够 获得 一 个 加 速 膨 胀 (3.2.13) 的 (+) 伸缩 子 真 空 分 支 (t < 0) BA 
r_<—l. 但 是 , 与 传统 的 车 律 暴 胀 不 同 , 在 p> 1 FE axt, 我 人 有 p<0 的 “ 单 
极 暴 胀 ”, 并 且 在 t 一 0 会 接近 曲率 奇 点 a 00 A R~t?. 

在 爱 因 斯 坦 标 架 下 , 我 们 发 现在 (+) 分 支 的 7 一 0 通常 是 对 应 着 一 个 塌 缩 的 宇 
宙 a — 0. 这 仍然 算 完成 了 对 暴 胀 的 定义 , 即 入 射 的 哈 勃 长 度 (|da/d 时 -1 = |&/a'| = 
2\n|) 随时 间 而 减 小 . 因此, 一 个 给 定 的 入 射 尺度 , 它 起 始 于 在 哈 勃 尺度 范围 内 的 任 
意 远 处 , 并 在 共 形 标 架 的 7 一 -co, 当 7 一 0 时 , 这 个 尺度 将 不 可 避免 的 变 得 比 在 
此 标 架 下 的 哈 勃 尺度 要 大 . 这 就 容许 人 们 在 伸缩 子 、 模 和 引力 场 中 制造 微 扰 , 并 且 
尺度 上 比 由 早期 平 直 时 空 量 子 涨 落 产生 的 现今 哈 勃 尺度 要 大 很 多 , 具体 情况 我 们 将 
在 后 面 讨论 . 

在 弦 标 架 和 爱 因 斯 坦 标 架 下 , 我 们 既 可 以 在 将 来 有 限 的 固有 时 间 (m < 0) 到 达 
奇 点 , 也 可 以 在 过 去 有 限 的 固有 时 间 里 (% > 0) 从 一 个 曲率 奇 点 出 现 . 对 此 唯一 期 
望 就 是 , 当 7 = 1 (s = 土 V1/n) 在 式 (3.2.17)~ KK (3.2.20) 中 w=0 处 有 跳跃 时 , 在 
弦 标 架 下 的 轴 子 -伸缩 子 有 解 . 但 即使 在 这 种 情况 下 , 伸缩 子 和 模子 在 有 限 的 固有 
时 间 内 也 会 变 为 无 限 大 . 


2. 轴 子 标 架 表述 
在 爱 因 斯 坦 标 架 下 的 伸缩 子 和 模子 场 是 最 小 耦合 的 (也 就 是 它们 有 标准 的 运 
动 项 ). 但 是 轴 子 运动 项 保留 了 一 个 同 伸缩 子 的 非 最 小 耦合 . 这 个 可 以 通过 共 形 变换 


而 去 掉 , 从 而 变换 到 另外 一 个 共 形 相关 度 规 下 的 “ 轴 子 标 架 ”, 有 Gav = e -28gob 并 
且 


川 
(e) 
> 
~ 
N 
=) 
| 
(a) 
> 
=) 


(3.2.31) 


在 这 个 标 架 下 轴 子 场 与 无 质量 的 标量 场 是 最 小 看 合 的 , 因此 轴 子 试验 粒子 将 沿 着 此 
度 规 相关 的 测 地 线 运动 . 虽然 这 个 度 规 与 弦 标 架 和 爱 因 斯 坦 标 架 是 共 形 相关 的 , 但 


a 


”是 “看 ”起 来 其 行为 将 会 与 弦 标 架 或 爱 因 斯 坦 标 架 下 的 度 规 有 很 大 的 不 同 . 
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在 共 形 时 间 的 条 件 下 , 对 于 由 式 (3.2.8) 和 式 (3.2.9) 在 c' = 0 所 给 出 的 伸缩 子 
真空 解 , 其 相应 的 轴 子 标 度 因子 演化 将 满足 


7 土 十 (172) 
=a (=) sa (3.2.32) 
我 们 发 现在 轴 子 标 架 下 的 固有 时 间 为 
Ta / adn ~ |n|"£*3/2), (3.2.33) 


因此 在 r_ < -3/2 时 , 将 会 需要 一 个 无 限 的 固有 时 间 才 能 到 达 7 = 0 (这 时 ns? < 
3/8), 并 且 对 于 轴 子 度 规 曲率 标量 为 R~t?, 在 7 一 0 为 零 . 但 是 , 这 些 同样 的 伸 
缩 子 真 空 解 将 在 有 限 的 固有 时 间 内 到 达 7 +00, 而 其 中 RZEK. 由 于 共 形 因子 
在 7 一 0 时 会 发 散 , 它 将 会 穿越 弦 度 规 曲 率 奇 点 变 成 一 个 轴 子 标 架 下 的 非 奇 异 演 
化 . 但 是 如 同 7 一 +00 一 样 当 2? = ef 一 0 时 , 在 弦 标 架 下 的 非 奇 异 演化 被 压缩 
成 一 个 轴 子 标 架 下 的 曲率 奇 点 . 

在 弦 理 论 的 低能 限制 下 , 相似 的 行为 已 经 在 黑洞 研究 中 进行 了 讨论 . 由 轴 子 物 
质 组 成 的 宇航 员 掉 入 一 个 D = 4 轴 子 -伸缩 子 黑 洞 , 他 将 需要 一 个 无 限 长 的 固有 时 
间 (由 他 们 的 轴 子 时 钟 去 测量 ) 才能 进入 在 爱 因 斯 坦 标 架 下 出 现 的 奇 点 . 

根据 轴 子 标 架 下 的 固有 时 间 t, 我 们 有 

e ( F —" ae 
“(> l 2. 

对 于 r- < -3/2, RAVES AERA (不 是 单 极 暴 胀 ) 有 a~ P A p = 14 [2/ 
(-2r_ 一 3)] > 1. 我 们 将 会 发 现 它 将 会 对 轴 子 场 在 大 尺度 范围 内 所 产生 的 半 经 典 微 
扰 谱 的 倾斜 有 重要 影响 . 

这 些 伸 缩 子 解 在 t 一 0 时 仍然 有 一 个 曲率 奇 点 , 因此 这 些 结果 仍然 只 有 一 个 在 
轴 子 标 架 下 半 无 限 的 寿命 , 但 是 对 于 r < -3/2, 这 就 与 7 一 to 是 一 致 的 , 故 就 
Æ r- < -3/2 的 轴 子 标 架 下 r- 的 结果 而 言 , 对 于 (+) 和 (-) 分 支 的 鉴别 , 作为 到 
达 或 离开 奇 点 的 解 , 是 可 以 相互 交换 的 . 

但 是 这 也 隐 含 着 轴 子 -伸缩 子 结果 在 一 个 与 时 间 无 关 的 轴 子 场 下 , Æ r > 3/2 
的 轴 子 标 架 下 是 没有 奇 点 的 . 注意 到 轴 子 -伸缩 子 解 在 o' AON SE n 一 0 处 的 
r_=—r 伸缩 子 真空 结果 是 相 容 的 . 

因此 , 对 于 7 > 3/2, 当 7 一 0, 轴 子 -伸缩 子 结果 在 轴 子 标 架 下 是 没有 奇 点 的 
(因为 -r < 一 3/2), 同时 当 n 一 co (因为 +r > -3/2) 时 , 也 没有 奇 点 . 

一 般 的 轴 子 -伸缩 子 系统 演化 , A (3.2.17)~ 式 (3.2.20) 在 轴 子 标 架 下 由 式 (3.2.31) 


给 出 , 因此 
(1/2)+r 
os a 
i= | \ (3.2.35) 


2)—r 
n (1/2) 


Ne 
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从 这 里 , 我 们 能 够 得 到 固有 时 间 t, 


E (9—4r2\( 2 (3/2)+4 
t- ( < ) ( 2 I (3.2.36) 


正如 上 面 所 述 , 对 于 > < 3/2 它 是 半 无 限 的 (0 < t/t. < 00), 但 是 对 于 7 > 3/2 
它 是 无 界 的 (一 oo < t/t < 00). 根据 轴 子 标 架 下 的 固有 时 , 式 (3.2.35) 和 式 (3.2.36) 
给 我 们 提供 了 一 个 轴 子 标 架 标 度 因子 的 参数 化 解 . 

3-8 中 , 一 典型 的 例子 揭示 了 对 于 不 同 7 值 的 相应 a(t) 的 行为 . 注意 到 标 度 
因子 a, 只 要 > > 1/2 就 有 一 个 非 零 最 小 值 . 当 7 > 3/2 时 , 在 一 一 00 时 a 变 得 无 
RA, 而 在 一 co 时 , 它 通 过 非 零 最 小 值 后 是 不 确定 地 扩展 . 尤其 是 如 果 稳 定 的 紧 
致 化 的 出 现 会 使 得 模 场 是 确定 的 (s = 0), 或 者 D = 4( 这 样 n = 0), 这 时 > = v3 并 
且 轴 子 -伸缩 子 结果 在 轴 子 标 架 下 总 没有 奇 点 . 如 果 1/2 < r < 3/2, a 会 有 跳跃 但 
却 是 异常 的 , 因为 当主 一 0 时 , 它 在 有 限 的 固有 时 间 内 变 得 无 限 大 . 最 后 , 当 7 < 1/2 
IN, 相关 结果 是 单调 函数 , 并 且 有 一 个 上 = 0 使 得 a 为 零 的 相关 奇 点 . 

爱 因 斯 坦 标 架 标 度 因子 af) 


(3/2)—r 2 
3+ 2r 


下 
Tle 


2E 
Nx 


(+) (-) 
0 
—4 —2 0 2 4 
3-7 通过 与 前 面 图 像 所 展示 的 伸缩 子 真 空 和 轴 子 -伸缩 子 结果 相关 的 爱 因 斯 坦 标 架 固有 
时 , 我 们 绘 出 了 爱 因 斯 坦 标 架 标 度 因子 a 
at)—r=1.6 at)—r=1.6 


3 3 
2.5 [~~、 2.5 
2 2 
1.5 1.5 
1 1 
0.5 0.5 
ae eee a a eee. oe 


—2 -l 0 1 2 3 4 
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at) —r=0. a(t)-—r=0.4 
ee a(t) —r=0.8 a(t) 


-3 -2 -1 0 1 2 3 4 

3-8 通过 轴 子 标 架 的 关于 三 个 不 同 7 值 的 轴 子 -伸缩 子 宇宙 ( 实 线 ) 的 固有 时 , 图 中 绘 出 了 

轴 子 标 架 的 标 度 因子 a, 而 其 他 的 常数 同 图 3-3 一 样 . 同时 还 给 出 了 渐 近 的 伸缩 子 真空 结果 在 

r- = 一 r( 虚 线 ) 和 ry = +r (点 -虚线 ) 的 情况 . 当 7 > 1.5 时 , 关于 7 的 半 无 限 间隔 被 映射 成 
一 个 无 界 的 固有 时 间隔 , 从 而 (+) 和 (—) 分 支 结果 可 以 分 别 在 两 个 相应 的 顶部 图 像 中 表示 


3.2.3 ” 标 度 因子 的 对 偶 性 


A (3.2.12)~ 式 (3.2.14) 所 给 出 的 常数 轴 子 结果 可 以 通过 标 度 因子 的 对 偶 转 换 
而 联系 起 来 


ey 
-= $ hs «ae 
a, e ie (3.2.37) 
对 应 于 参数 变换 
$e 3+ 2r 
@ _, © 十 
Qy — Pe e —_ as g Ti = ETTI (3.2.38) 


这 是 通常 的 O(d, d) 对 偶 的 一 种 特殊 情况 , 其 中 的 轴 子 场 为 恒定 的 常数 . 当 我 们 忽 
WR AR (s = 0 FFA r+ = 土 V3) 时 , 这 与 r+ 一 r+ 是 一 致 的 . 注意 到 这 个 标 
度 因子 的 对 偶 性 并 没有 将 (+) 分 支 变 换 到 (—) 分 支 或 者 将 (一 ) 分 支 变换 到 (+) 分 
文 . 这 还 需要 一 个 时 间 反 演 . 

前 大 爆炸 方案 假定 了 一 个 非 奇 异 宇宙 , 一 个 半 无 限 寿 命 的 膨胀 (+) 分 支 a ~ 
(—n)~?, 起 始 于 n = 一 00, 连接 另 一 个 半 无 限 膨胀 (—) 分 支 a ~ n, 经 过 一 个 标 度 
因子 的 对 偶 变 换 脱离 n= +oo, 再 加 上 时 间 反 演 . n ~ 0 为 奇 点 . 

一 个 与 时 间 相 关 的 轴 子 场 是 与 低能 弦 作 用 量 在 SL(2, R) 变换 下 的 不 变性 相 


AN yn Ate 


TEF] (3.2.39) 


AP a, 6, y 和 6 都 是 实 常数 , 满足 ad - By = 1, 而 入 是 复 伸缩 子 场 


A=ar+ie~?. (3.2.40) 
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由 此 可 得 
eg 一 ye? + (6 + yo)? e®, (3.2.41) 


efo — (B +a0)(6 + yo)e® + aye ®. (3.2.42) 


EREE FE, 这 代表 了 复 伸缩 子 的 模 不 变性 , 但 是 如 果 仅仅 考虑 低能 作用 量 的 
经 典 场 , 它 将 代表 一 个 伸缩 子 和 轴 子 场 的 变换 , 并 保留 了 不 变 式 


dS? 三 ezydAMdX* = do? + e??do?. (3.2.43) 
根据 5 和 o, 或 者 A, 不 是 很 容易 发 现 ds? ER (3.2.39) 所 给 出 的 变换 下 保持 不 变 . 
我 们 定义 矩阵 
$ $ 
N = ( a i Pare 8 (3.2.44) 


有 NTJN = J, 其 中 
J= ( oe J (3.2.45) 
-1 0 


可 知 它 是 SL(2, R) 中 的 一 个 元 素 . 特殊 地 , 对 于 SL(2, R) 变换 式 (3.2.39) 有 


N— @N@', (3.2.46) 


0 7 
O = i 3.2.47 
(32) (3.2.47) 


它 也 是 SL(2, R) 的 一 个 元 素 . 这 时 我 们 有 dS? = tr(JdNJdN)/2, 注意 到 OTIO = 
J, 可 以 直接 证 明 ds? 是 不 变量 . 我 们 将 会 发 现 , 这 样 的 表示 对 于 后 面 构建 精确 的 
S 对 偶 不 变性 的 伸缩 子 和 轴 子 场 微 扰 是 很 方便 的 . 

伸缩 子 和 轴 子 场 的 拉 格 朗 日 密度 在 爱 因 斯 坦 标 架 下 可 写 为 


其 中 


-atr(JVaNJVuN) = -5(¥e)? - zet (Ño). (3.2.48) 


它 是 S- 对 偶 不 变 的 , 因为 伸缩 子 和 轴 子 在 爱 因 斯 坦 标 架 下 与 其 他 场 是 最 小 耦合 的 ， 
模 场 的 演化 、6 和 标 度 因 子 a 不 受 对 偶 变 换 的 影响 . 但 是 在 原始 的 弦 标 架 下 , 标 度 
因子 必定 会 改变 , 在 一 个 非 平庸 变换 下 将 不 再 保持 不 变 . 

如 果 我 们 选择 y/6 = -1/o., 4o = ov = 常数 时 , A (3.2.8)~(3.2.10) 所 给 出 
的 结果 通过 变换 式 (3.2.39) 相对 应 


eg 一 ye’, (3.2.49) 
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(3.2.50) 


0 一 一 


a— ye %a, (3.2.51) 


o 为 常数 . 尤其 是 对 于 7? = 1, 我 们 有 4 一 - 少 BETAS ID YR 
换 . 由 式 (3.2.8)~(3.2.10) 所 给 出 的 结果 没有 变化 , 但 是 相应 的 参量 为 


ef +e % Pas, Te OTs. (3.2.52) 


3 A >e 


与 式 (3.2.38) 比较 , 我 们 发 现 , 当 ns? = 0, r+ = 士 V3 时 , 这 个 结果 与 式 (3.2.37) 所 
给 出 的 关于 标 度 因子 对 偶 性 的 情况 是 一 致 的 . 

式 (3.2.41) 和 式 (3.2.42) 给 出 了 更 一 般 的 关于 eg Alo 的 S 对 偶 变 换 , 可 以 发 
现 它 与 伸缩 子 宇宙 真空 是 相关 的 , 而 对 于 更 一 般 的 轴 子 -伸缩 子 宇 宙 , 如 果 轴 子 场 
与 时 间 相 关 , Ase r 的 值 , 人 们 可 以 根据 伸缩 子 真 空 在 ri = tr 的 表示 式 , 通过 S 
对 偶 变 换 得 到 一 个 通常 的 轴 子 -伸缩 子 表示 式 . 


3.2.4 ”线性 微 扰 


前 面 我 们 讨论 了 运动 方程 在 均匀 情况 下 的 经 典 结果 . 下 面 , 我 们 将 要 考虑 非 均 
义 微 扰 情 况 , 它 的 产生 是 由 于 真空 涨 落 . 为 了 理解 这 个 演化 , 我 们 首先 列 出 一 些 所 
需要 的 公式 来 描述 在 均匀 时 空 度 规 背 景 下 的 线性 微 扰 . 

首先 考虑 在 空间 平 直 规 范 下 的 四 维度 规 微 扰 (或 者 在 更 一 般 的 FRW 模型 中 ， 
等 同 空间 曲率 规范 ), 利用 爱 因 斯 坦 标 架 , 一 阶 微 扰 线 元 可 以 写 为 


dg? = a(n) -0 + 2A)dn? + 2B idndz’ + (ôi; + hij) dzidzi| (3.2.53) 


AP A 和 B 都 是 标量 度 规 微 扰 , hij 代表 一 个 横向 的 无 迹 张 量 微 扰 . 均匀 背景 场 的 
线性 微 扰 可 以 写 为 波 数 为 的 傅 里 叶 入 射 波 模 之 和 (在 张 量 微 扰 的 情况 下 , 两 个 极 
化 是 相互 独立 的 ), 这 个 波 数 为 k 的 入 射 波 的 演化 不 受 其 他 波 的 影 啊 . 

1. 标量 度 规 微 扰 

将 度 规 微 扰 分 成 标量 和 张 量 部 分 的 好 处 是 标量 和 张 量 模型 在 一 险 是 独立 演化 
的 , 且 仅 标量 微 扰 与 张 量 场 涨 落 是 耦合 的 . 在 空间 平 直 规范 下 , 我 们 可 以 化 简 演 化 
方程 , 使 得 它 在 均匀 标量 场 的 线性 微 扰 下 能 够 与 度 规 微 扰 退 耦 ,虽然 此 时 它们 仍然 
通过 一 个 约束 方程 相 联 系 . 

线性 化 标量 场 微 扰 的 场 方程 为 


So" + 2hdd! + k260 = 2e2$0'260 + 2e??o' 50", (3.2.54) 
da” + 2h6o’ + k?50 = —2(0'5¢' + $60’), (3.2.55) 
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63” + 2hôß' + k758 = 0, (3.2.56) 
A" +2hA' + k?A = 0. (3.2.57) 
MLARAE 
A = -(B' + R (3.2.58) 
o' 二 
= 一 3.2.59 
a th ( ) 


注意 到 标量 度 规 微 扰 在 共 形 变换 下 不 是 不 变 的 . 式 (3.2.53) 所 表示 线 元 的 空间 平 直 

属性 在 共 形 变换 下 没有 被 保留 , 因为 根据 共 形 因子 的 一 阶 微 扰 eg = efo(1+69), 这 个 

共 形 变换 只 是 将 其 变 回 弦 标 架 . 但 是 , 此 张 量 微 扰 在 共 形 变换 和 规范 变换 7 一 7 十 57 
下 都 保持 不 变 . 

标量 度 规 微 扰 的 演化 方程 (3.2.57) 与 不 同 标量 场 的 演化 无 关 , 仅仅 与 爱 因 斯 坦 

标 架 下 的 标 度 因 子 aln) 的 演化 [ 式 (3.2.30)] 相关 . 这 也 就 是 说 它 被 爱 因 斯 坦 标 架 下 

关于 均匀 场 的 刚性 流体 方程 所 唯一 确定 , 而 与 时 间 相 关 的 轴 子 场 无 关 . 方程 (3.2.57) 
可 以 积分 , 得 到 

A= [AHE (—kn) a A_H§” (—kn)| (3.2.60) 

AP HY) (z) = J (2) + iY (2), 1 HP = JL(z) -iY (2) 是 二 类 的 一 阶 汉 克 尔 (Han- 

kel) 函数 . 利用 贝 塞 尔 (Bessel) 函数 的 循环 关系 , 我 们 从 式 (3.2.58) 和 式 (3.2.60) 可 

以 得 到 

| p= ; [A-H (—kn) + AH?) (—kn)). (3.2.61) 


标量 度 规 微 扰 可 以 用 规范 不 变 的 度 规 势 来 表示 


iab+0+(Z), (3.2.62) 
Jat 
B = =. (3.2.63) 
注意 到 规范 变换 
n>n -> (3.2.64) 


将 式 (3.2.53) 的 度 规 变 为 了 更 常用 的 度 规 , 其 中 
d32 — G(n) f- (1 +2%)dn? + K — 2)6i; + jj dz’ dz’i}. (3.2.65) 


在 相同 能 量 密度 的 超 曲面 上 的 曲率 微 扰 通 常用 C 来 表示 , 其 形式 为 
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ro h? 
Aa 


(® tho 5’) (3.2.66) 


对 于 爱 因 斯 坦 标 架 下 标 度 因子 , 即 由 式 (3.2.30) 所 给 出 的 h, 在 任何 伸缩 子 真空 或 
者 轴 子 -伸缩 子 宇 宙 中 , 我 们 有 
(3.2.67) 


5 是 一 个 对 于 计算 特别 有 用 的 量 , 对 于 纯 绝热 微 扰 以 及 斥 度 比 哈 勃 兵 度 大 很 
多 (\kn| <1) 的 时 候 , 甚至 当 态 方程 发 生 了 改变 的 情况 下 , 5 都 是 一 个 常数 . 在 单 
一 场 暴 胀 模型 里 , 由 此 可 以 计算 后 期 的 密度 微 扰 , 即 在 物质 或 辐射 为 主 时 期 , 《< 在 
k = GH 处 等 同 于 在 暴 胀 时 期 的 视界 交叉 处 . 因此 , 为 了 预言 在 前 大 爆炸 方案 中 所 
产生 的 密度 微 扰 , 前 面 的 研究 已 经 计算 了 4 谱 和 ¢. 但 是 , 在 前 大 爆炸 方案 里 的 这 
个 情形 就 如 同 其 在 单 模 场 暴 胀 中 一 样 , 并 不 那么 直接 和 简单 , 因为 在 完备 的 低能 弦 
有 效 作用 量 里 必然 会 有 很 多 种 场 的 存在 , 从 而 导致 微 扰 是 非 绝热 的 . 我 们 必须 考虑 
到 , 在 后 期 的 密度 微 扰 不 能 简单 地 仅 与 AK, 而 可 能 会 与 其 他 场 的 涨 落 有 关 . Fh 
子 场 就 是 这 样 的 一 个 场 , 我 们 下 面 将 指出 它 可 能 会 有 一 个 与 很 不 相同 的 谱 . 

标量 场 微 扰 自身 在 规范 变换 下 7 一 ntin 给 出 da 一 6z — rån. 故 在 式 (3.2.64) 
的 规范 变换 下 , 标量 场 微 扰 在 longitudinal 规范 下 (5z1) 与 在 平 直 规范 下 (ôx) 是 相 
关 的 Re 


dx — 6x, = 6x + as. (3.2.68) 


2. 张 量度 规 微 扰 


引力 波 微 扰 hi; 是 规范 和 共 形 不 变 的 . 它们 与 爱 因 斯 坦 标 架 下 的 标量 微 扰 退 看 
后 , 给 出 一 个 简单 的 传 里 叶 模 演化 方程 


ji 十 Qhhi, + kh, = 0. (3.2.69) 


在 长 波 极限 (|kn| 一 0) 的 生长 模 (growing mode) 为 hy ~ In|kn| (这 里 没有 考 忠 引 
力 波 在 n 个 内 部 维 上 的 传播 ). 相应 的 谱 只 与 爱 因 斯 坦 标 架 下 的 标 度 因子 的 动力 学 
方程 (3.2.30) FAK, 与 时 间 相 关 的 模 或 轴 子 场 无 关 . 这 导致 原始 引力 波谱 在 小 尺度 
范围 内 快速 增长 ， 谱 指数 为 nr = 3. 根据 低 阶 有 效 弦 作 用 量 ， 引 力 波 谱 对 前 大 爆 
炸 演化 类 型 的 预言 已 经 讨论 得 比较 多 ， 下 面 我 们 更 详细 地 讨论 与 标量 微 扰 相对 应 
的 谱 . 

3.2.5 “前 大 爆炸 谱 


均匀 的 伸缩 子 、 轴 子 和 标 度 因子 在 不 同 标 架 下 的 相关 结果 会 影响 早期 宇宙 的 
行为 . 标准 大 爆炸 模型 成 功 之 处 就 在 于 提出 了 一 个 至 少 到 核 合 成 时 期 应 该 接近 于 传 
统 广义 相对 论 的 演化 . 如果 我 们 能 观测 到 任何 早期 演化 的 遗迹 , 它 将 会 是 我 们 现在 
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能 观测 到 的 在 大 尺度 范围 内 的 原始 非 均 匀 谱 . 如 此 的 大 范围 结构 只 能 由 非 传 统 物理 
来 生成 , 如 暴 胀 、 拓 扑 缺陷 或 者 前 大 爆炸 时 期 . 在 加 速 膨胀 的 时 期 , 哈 勃 半径 a/a 
会 减少 , 而 起 始 于 平 直 时 空 的 真空 态 涨 落 可 能 会 延伸 到 指数 级 的 大 尺度 范围 . 谱 的 
精确 形式 依赖 于 均匀 背景 的 膨胀 和 场 之 间 的 耦合 关系 . 

我 们 已 经 看 到 , 当 <0 时 , 哈 勃 长 度 确实 在 爱 因 斯 坦 标 架 下 的 压缩 相位 中 减 
小 了 . 由 于 伸缩 子 、 模 场 和 引力 在 这 个 度 规 下 是 最 小 耦合 的 , 它 确保 了 在 这 个 时 期 ， 
小 尺度 的 真空 涨 落 将 最 终 超越 哈 勃 长 度 . 

在 大 爆炸 方案 中 产生 的 标量 和 张 量 微 扰 已 经 有 许多 作者 研究 过 了 . 轴 子 场 在 
这 些 结果 中 可 看 成 一 个 常数 . 但 是 , 当 一 个 恒定 的 轴 子 场 作为 描述 经 典 场 背 景 的 时 
候 就 不 能 忽略 这 个 场 的 量子 涨 落 ， 下 面 我 们 首先 考虑 在 前 大 爆炸 类 型 演化 中 的 轴 
子 产生 问题 , 然后 讨论 在 更 一 般 情况 下 (o 40) 的 微 扰 谱 . 还 要 讨论 这 些 一 阶 宇宙 
真空 态 在 S- 对 偶 变 换 下 的 行为 . 

首先 , 让 我 们 考虑 当 背 景 轴 子 场 为 常数 (c' = 0) 时 所 生成 的 微 扰 谱 . 均匀 背景 
场 的 演化 在 式 (3.2.8)~(3.2.10) 中 已 经 给 出 , 伸缩 子 和 模 场 作 为 在 爱 因 斯 坦 标 架 下 
的 无 质量 最 小 耦合 场 演化 . 尤其 是 伸缩 子 微 扰 会 从 轴 子 微 扰 中 退 耦 , 空间 平 直 规范 
下 的 运动 方程 (3.2.54)~(3.2.56) 变 为 


So" + 2hô¢' + k?6¢ = 0, (3.2.70) 
ôo" + 2hôo' + k?ôo = —2¢'50’, (3.2.71) 
6B" + 2h68’ + k?ôß = 0, (3.2.72) 


加 上 已 有 的 约束 方程 (3.2.58) 
A= $ i$ 4 "E ap. (3.2.73) 


1. 伸缩 子 和 模 徽 扰 


从 方程 (3.2.73) 可 以 看 到 , 对 于 一 阶 项 , 度 规 微 扰 4 是 由 伸缩 子 和 模 场 微 扰 所 
唯一 确定 的 . 正则 归 一 的 场 微 扰 为 


w= “008. (3.2.75) 
由 方程 (3.2.70) 和 (3.2.72) 可 知 , 所 满足 的 波 方程 为 


ms fg 
u” + (e 一 =| u = 0, (3.2.76) 
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P 
w" + (« ee =) w=0. (3.2.77) 
a 


代入 由 方程 (3.2.30) 给 出 的 爱 因 斯 坦 标 架 下 的 标 度 因子 , 这 些 方程 可 给 出 更 一 般 的 
结果 


u = |en"? [us HOY (Ikni) + wu HE (ken)) , (3.2.78) 


w = |kq|!/? [wr HS (lkn) +w- HE (lkn))] . (3.2.79) 


在 (+) 分 支部 分 , 也 就 是 当 n < 0, 我 们 可 以 在 更 早期 归 一 化 态 模 , 当 7 一 -co 时， 
其 中 所 有 的 模 矢 都 是 在 哈 勃 尺度 以 内 大 六 In|}, 并 且 还 假设 它 处 在 平 直 时 空 的 真 
ZF, 正如 在 传统 暴 胀 里 , 在 远离 视界 处 大 及 |n|-! 的 后 期 7 一 0, 这 会 产生 对 标 度 
的 微 扰 . 

相反 地 , 在 早期 n 一 0, 对 于 (一 ) BM n > 0 的 结果 是 跟 初 始 远离 视 界 上 < 
In|? 的 态 相 关 的 . 暴 胀 的 一 个 周期 或 者 前 大 爆炸 (+) 分 支 的 作用 就 是 建立 在 这 个 
相应 的 初始 态 上 , 而 这 个 初始 态 是 作为 一 个 在 传统 大 爆炸 模型 里 ( 非 暴 胀 ) 的 初始 
条 件 . 考虑 到 平 直 时 空 下 的 真空 态 正 频 部 分 , 对 于 前 大 爆炸 (+) 分 支 , 当 kn 一 一 00 
时 有 


3.2.80 
u 一 Ten (3.2.80) 
对 w 进行 化 简 得 到 
Wt = W4 = e E, u- =w =O. (3.2.81) 
微 扰 功率 谱 通常 表示 为 

P52 = zga lel”. (3.2.82) 

因此 , 对 于 远离 视界 (kn 一 0) 的 态 模 , 我 们 有 
Pio > $n R? (kn)? a(n), (3.2.83) 
Pas 1? H?(—n)°(In(—kn) (3.2.84) 


HH A= /a? 是 爱 因 斯 坦 标 架 下 的 哈 勃 比 , n 是 紧 致 化 维 数 . 微 扰 的 强度 将 朝 着 
小 尺度 方向 变化 , 但 是 对 于 外 视界 态 模 (|kn| <1), 当 H? ~ 1, 即 爱 因 斯 坦 标 架 下 
的 普 朗 克 尺 度 , 微 扰 的 强度 将 变 大 . 微 扰 谱 的 倾斜 为 
PE dln Pszr 

7 = ”dk `’ 


可 以 从 式 (3.2.83) 和 式 (3.2.84) 得 到 ng = ng = 4 (这 里 我 们 忽略 了 对 数 相 关 部 分 ). 


(3.2.85) 
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下 面 计 算 标 量度 规 微 扰 的 强度 用 来 检查 线性 微 扰 解释 的 正确 性 ， 归 一 化 度 规 
微 扰 谱 强度 [ 式 (3.2.60) 的 A 要 用 到 约束 方程 (3.2.59), 再 利用 背景 场 式 (3.2.9) 和 
(3.2.10) 以 及 微 扰 公式 (3.2.83) Al (3.2.84), 我 们 得 到 


PA= Sef *(—kn)*[In(—kn)}?. (3.2.86) 


[由 于 引入 了 随机 变量 , 式 中 的 3 来 源 于 "3 + 2ns? = 3.] 注意 到 这 个 标量 度 规 微 扰 
谱 整 体 上 来 说 与 积分 常数 无 关 , 其 参数 化 结果 见 式 (3.2.9)~(3.2.10). 相应 的 标量 谱 ， 
正如 张 量 微 扰 谱 对 任何 前 大 爆炸 方案 (其 中 的 宇宙 在 爱 因 斯 坦 表 述 下 是 塌 缩 的 ) 所 
预言 的 一 样 , 以 均匀 标量 场 为 主导 . 

正如 场 微 扰 , 标量 度 规 微 扰 有 一 个 剧烈 的 蓝 谱 , na = 4, 只 有 在 普 朗 克 尺 度 附 
近 x? A? ~ 1, 在 超 视界 尺度 |kn| < 1 会 变 大 . 再 注意 到 一 个 Bardeen 规范 不 变性 微 
扰 D, T 的 定义 式 (3.2.62) 和 (3.2.63) F, 此 微 扰 在 更 早期 将 会 变 大 , 但 事实 上 在 我 
们 所 选择 的 规范 里 这 个 微 扰 保持 为 小 量 , 这 同时 也 表明 我 们 的 线性 计算 一 直到 普 朗 
克 时 期 都 是 有 效 的 . 

不 幸 的 是 ， 如 果 后 大 爆炸 时 期 起 始 于 接近 普 朗 克 尺 度 ， 就 会 留 下 一 个 剧烈 倾 
斜 的 度 规 微 扰 谱 ,使 得 现 有 宇宙 的 大 尺度 下 (超星 系 ), 存在 一 些 有 效 的 非 原始 的 
度 规 微 扰 .， 当 在 标准 的 后 大 爆炸 模型 中 T ~ 1032K, 度 规 微 扰 涨 落 与 普 朗 克 尺度 
(107cm) 是 同 阶 的 . 这 对 应 着 一 个 现今 的 同步 尺度 为 0.1cm( 当 了 人 = 2.7K), KAA 
微波 背景 中 所 探测 到 涨 落 尺 度 的 10-29 倍 . 故 微波 背景 温度 各 向 异性 应 该 为 10-87 
量 级 而 不 是 可 观测 的 10-> 量 级 . 轴 子 场 的 存在 能 够 提供 一 个 可 变 的 微 扰 谱 , 它 更 
适合 作为 大 尺度 结构 的 来 源 . 


2. 轴 子 微 扰 
伸缩 子 和 模 场 作为 在 爱 因 斯 坦 标 架 下 无 质量 最 小 耦合 场 演化 , 轴 子 场 则 作为 一 
个 在 轴 子 标 架 下 的 无 质量 的 最 小 耦合 场 而 演化 , 所 以 正则 归 一 的 场 微 扰 为 


G. A" 
v= Fy, gia (3.2.87) 
下 面 我 们 讨论 在 前 大 爆炸 方案 里 的 轴 子 谱 , 其 中 背景 轴 子 场 为 恒 量 . 由 于 密度 微 扰 
在 轴 子 微 扰 中 是 二 阶 的 , 因此 我 们 可 以 忽略 度 规 的 反作用 . 4 o = 0 [R (3.2.68)] 
时 , 场 微 扰 bo 是 规范 不 变 的 , 并 且 在 任意 的 规范 下 , 轴 子 微 扰 遵 循 退 耦 的 波 方程 
(3.2.71), 还 可 以 改写 成 v 的 形式 


-M 
v” + G 一 =) v=0. (3.2.88) 


鉴于 伸缩 子 和 模 场 作为 爱 因 斯 坦 标 架 下 无 质量 最 小 耦合 场 演化 , 而 轴 子 是 在 轴 子 标 
当下 最 小 耦合 的 , HA (3.2.32) 给 出 的 演化 是 非常 不 同 的 . 事实 上 , 将 式 (3.2.32) 代 
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AX (3.2.88), 我 们 有 
v = |kn|"/? [or HO (Ren) + 0-H?) (\knl)] , . (3.2.89) 


其 中 利用 了 r= |r+|. 对 它 进 行 归 一 化 , 当 (+) 分 支 -kn 一 oo 时 , 利用 早期 的 平 直 
时 空 真空 态 , BEA (3.2.80) 中 一 样 , 可 以 得 到 


V+ = er v- _0. (3.2.90) 
于 是 
ĝo = «Bort = 1) (—kn). (3.2.91) 
在 后 期 , 当 -kn 一 0 时 , RINKMO pan 
Pio = 2K? (得 ) (kn —kn)!-2", (3.2.92) 
其 中 数值 系数 为 ea 
在 > = 3/2 为 1. 当场 模 穿 越 到 视界 面 外 时 , 轴 子 的 功率 谱 可 以 写成 场 微 扰 的 形式 
Cr) 127 瓦 \ 
Piso, = 2K? = a (=) | (3.2.94) 


当 |kn| = 1 时 , 五 。 是 哈 勃 比率 . 这 是 在 医 律 暴 胀 时 的 无 质量 的 功率 谱 , 由 此 可 以 得 
到 著名 的 结果 Piv/2k2 = ( 瓦 /2m2 其 中 r- 一 -3/2. 此 外 , 在 轴 子 标 架 下 的 膨胀 
将 变 成 指数 膨胀 . 谱 指数 


Ng = 4 — 2r = 4 — 2V 3 — 2ns? (3.2.95) 


依赖 于 r = |rz+| 的 值 . 4 r 一 3/2 时 , 相应 的 谱 变 成 了 经 典 的 尺度 不 变 的 Harrison- 
Zel'dovich 谱 . 谱 倾斜 可 能 的 最 低 值 no 是 4 一 2V3 ~ 0.54, 此 值 可 以 通过 稳定 的 紧 
致 化 和 取 定 模 场 的 8 而 得 到 . 内 部 维 的 演化 越 迅 速 , 轴 子 谱 结果 的 变化 就 越剧 烈 ， 
直到 2ns? = 3, r = 0, 我 们 才 有 no = 4, 类 似 于 伸缩 子 和 模 谱 . 注意 到 在 轴 子 标 架 
F, 负 倾斜 谱 的 条 件 与 传统 寡 律 暴 胀 的 要 求 是 一 致 的 , 不 是 单 极 暴 胀 . 

当 背 景 轴 子 场 是 恒定 的 , 这 些微 扰 不 像 伸 缩 子 和 模 的 微 扰 , 它 没 有 影响 到 标量 
度 规 微 扰 (也 就 是 说 它们 是 标准 的 曲率 微 扰 )， 如果 轴 子 场 影响 了 后 期 的 能 量 密度 
(如 通过 轴 子 场 获 得 质量 ), 则 密度 微 扰 谱 不 需要 一 个 像 伸缩 子 微 扰 类 似 的 剧烈 倾斜 
的 蓝 谱 ; 可 能 有 一 个 几乎 是 尺度 不 变 的 谱 导 致 大 尺度 结构 的 形成 . 


D 当 2ns? = 3 A r= 0 时 , 伸缩 子 保持 为 常数 , 轴 子 标 架 和 爱 因 斯 坦 标 架 是 一 致 的 ， 因 此 轴 子 谱 的 
行为 就 像 对 于 伸缩 子 和 模 场 一 样 , 在 此 情况 下 的 后 期 演化 与 一 kn 成 对 数 关系 , 见 式 (3.2.83) 和 (3.2.84). 
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3.2.6 ”一 般 的 轴 子 - 伸缩 子 宇宙 中 的 微 扰 谱 


如 果 背 景 均匀 的 轴 子 场 是 与 时 间 有 关 的 , 就 必须 考虑 伸缩 子 和 轴 子 场 的 相互 作 
用 以 及 影响 度 规 的 一 阶 项 . 

我 们 已 经 看 到 , 对 于 标量 和 张 量 微 扰 式 [A (3.2.57) 和 (3.2.69)] 在 空间 平 直 
规范 下 的 演化 方程 与 不 同 标量 场 的 演化 是 无 关 的 , 仅仅 由 爱 因 斯 坦 标 度 因子 的 演 
化 (3.2.30) 所 决定 . 由 于 模 场 的 微 扰 保持 从 伸缩 子 和 轴 子 场 退 耦 , 它们 的 演化 方程 
(3.2.72) 也 不 受 影响 . 因此 , 标量 和 张 量度 规 微 扰 谱 的 倾斜 和 模 场 谱 (3.2.84) 在 前 大 
爆炸 方案 里 是 一 样 的 . 

我 们 可 以 通过 S 对 偶 变 换 来 理解 它 . 这 个 $ 对 偶 变 换 能 把 一 般 的 轴 子 -伸缩 子 
结果 和 伸缩 子 真 空 结果 联系 起 来 . 这 些 变换 保持 了 爱 因 斯 坦 标 架 度 规 和 模 场 的 不 
变性 , 因此 不 但 是 这 些 均 匀 场 本 身 , 还 包括 它们 相应 的 微 扰 在 S 对 偶 宇 宙 中 都 是 一 
样 的 . 但 是 伸缩 子 和 轴 子 场 和 它们 的 微 扰 一 般 会 受到 S 对 偶 变 换 的 影响 . 

当 o £0 时 , 伸缩 子 和 轴 子 微 扰 场 方程 (3.2.54) 和 (3.2.55) 是 一 阶 耦 合 , 获得 
相应 的 解析 解 非常 困难 . 但 是 , 为 了 找到 伸缩 子 和 轴 子 微 扰 的 线性 组 合 形式 (这 个 
形式 一 般 可 以 直接 积分 ), 我 们 可 以 研究 S 对 偶 对 称 性 , 它 可 以 把 通常 的 轴 子 -伸缩 
子 宇宙 和 更 简单 的 伸缩 子 真空 宇宙 联系 起 来 . 

我 们 定义 两 个 新 的 S 对 偶 不 变 参量 


=e? $s - Tag) 3.2.96 
也 e (Eso bg ’ ( ) 


7 26 
7 = ĝo. (3.2.97) 


根据 > 和 y 的 形式 , 退 耦 微 扰 方程 和 场 方程 (3.2.54) 和 (3.2.25) BA 


a" + Qha! + [k? ~ ($° +e2yo2)]] £ =0, (3.2.98) 
y" + 2hy! + k?y =0. (3.2.99) 


粗 看 起 来 , 这 些 变量 好 像 离 式 (3.2.39) 给 出 的 S 对 偶 变换 不 变性 相差 很 远 . 为 了 明 
ie, 可 以 写成 矩阵 N 的 形式 [A (3.2.44)] 


2hz = tr(—JNJN' JN), (3.2.100) 
2hy = tr(JN’ JON). (3.2.101) 
我 们 可 以 看 到 , 这 些 变量 是 唯一 的 S 对 偶 不 变 的 关于 轴 子 和 伸缩 子 微 扰 的 线 


性 组 合 . 在 纯 伸 缩 子 真空 背景 下 , So’ 一 0 时 , 由 它们 可 以 导出 ORAH) 轴 子 和 
伸缩 子 微 扰 , 其 中 有 
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7 
2 一 Setio = 2rie?6o, (3.2.102) 


/ 
y 一 Esg = 2r4ôġ. (3.2.103) 


注意 到 z 不 但 是 $ 对 偶 不 变 的 , 而 且 还 是 规范 不 变 的 . 这 就 是 说 我 们 选择 何 
种 规范 来 计算 gc 和 dp 都 是 没什么 关系 的 , 对 z 定义 的 组 合 量 是 一 个 不 变量 , 它 
正比 于 全 同 伸缩 子 超 曲面 上 6o|s = 50 — 0'(6¢/¢') 的 轴 子 微 扰 .由 对 称 性 可 知 , 它 
也 正比 于 在 常数 轴 子 超 曲 面 上 的 伸缩 子 微 扰 . 

通过 找 出 S 对 偶 不 变 参 数 , 可 以 证 明 这 些 变量 的 演化 方程 (3.2.98) 和 (3.2.99) 
在 S 对 偶 变 换 下 是 不 变 的 . 考虑 到 一 般 轴 子 -伸缩 子 宇宙 解 总 是 与 伸缩 子 真 空 解 通 
过 S 对 偶 变换 联系 起 来 , 我 们 发 现 , 任意 轴 子 -伸缩 子 宇宙 中 z 和 y 的 演化 方程 与 
伸缩 子 真空 中 轴 子 和 伸缩 子 微 扰 的 演化 方程 是 一 样 的 . 正如 常数 轴 子 的 情况 , 我 们 


可 以 定义 正则 归 一 参量 
1 


Vi 


aie 
与 在 伸缩 子 真空 情况 下 式 (3.2.74) 和 (3.2.87) 给 出 定义 的 一 致 . 一 般 地 , w KI S 对 
偶 变 换 不 变 的 运动 方程 满足 (3.2.76), 更 一 般 的 结果 为 (3.2.78). 但 是 v 的 运动 方程 
(3.2.88) 并 不 满足 $ 对 偶 变 换 不 变性 . 其 相应 的 运动 方程 为 


2 47 
v” + G = | v = 0. (3.2.106) 


当 o' = 0 时, 与 式 (3.2.88) 一 致 . v 的 一 般 结 果 仍 然 由 式 (3.2.89) 给 出 . 

在 早期 的 (+) 分 支 中 当 n 一 -co 时 , 我 们 仍然 可 以 归 一 化 宇宙 真空 微 扰 ， 
为 在 这 个 极限 下 由 式 (3.2.17)~(3.2.20) 所 给 出 的 通常 轴 子 -伸缩 子 结果 接近 常数 轴 
子 的 ry = +r 结果 . 因此 常数 us 和 vi 由 式 (3.2.81) 和 (3.2.90) 给 出 . 通过 选择 
S 对 偶 变 换 不 变 的 微 扰 , 利用 纯 伸缩 子 宇宙 真空 态 , 便 可 以 计算 通常 的 轴 子 -伸缩 子 
微 扰 谱 . 我 们 有 


g 
ili 


(3.2.104) 


v= (3.2.105) 


Py on *(—kn)*[n(—kn)}?. (3.2.107) 
通常 的 轴 子 微 扰 谱 为 
2 
P, 一 892K? (£) E (kn). (3.2.108) 


为 了 恢复 真实 的 轴 子 和 伸缩 子 微 扰 情 况 , 我 们 通过 逆 变 换 式 (3.2.96) 和 (3.2.97) 得 
到 


od = / $ 
60 = 一 一 ($e + a) , (3.2.109) 
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/ $ I 
T (Ev = <2) (3.2.110) 


在 后 期 的 (+) 分 支部 分 , 当 ON, 通常 的 轴 子 -伸缩 子 结果 通过 +_ = -r 得 到 
伸缩 子 真空 结果 ， WA ð 一 V/2r- 和 pc 一 e-?z/2r_. 注意 到 在 早期 和 后 期 的 伸 
缩 子 真空 结果 中 从 ry = +r 到 r= -r 会 有 个 符号 的 改变 , 这 导致 后 期 的 纯 伸 缩 
子 真空 行为 有 一 个 相位 移动 e. 

对 于 伸缩 子 和 轴 子 微 扰 的 最 终 谱 , 在 通常 的 轴 子 -伸缩 子 宇宙 中 n 一 0 时 , 中 
由 式 (3.2.83) 和 (3.2.92) 给 出 的 伸缩 子 真空 情况 是 一 致 的 . 谱 的 倾斜 和 强度 由 参量 
r= |r| 唯一 确定 , 它 在 不 同 的 结果 中 对 特定 时 间 相 关 的 轴 子 场 的 反映 不 敏感 , 但 
却 是 S 对 偶 相 关 的 . 

4 的 约束 方程 (3.2.59) 只 包括 了 vy 和 6B 


A= -y+ z7 P (3.2.111) 


从 式 (3.2.107) 和 (3.2.84) 可 以 看 到 , 标量 度 规 微 扰 谱 没有 受到 与 时 间 相 关 的 轴 子 
场 的 影响 , 与 恒定 轴 子 场 情况 下 的 结果 是 一 样 的 , 见 式 (3.2.86). 


3.2.7 ”讨论 


弦 理 论 的 低能 极限 和 M 理论 包括 了 很 多 不 同 的 自由 度 . 在 本 节 中 我 们 考虑 了 
一 个 非常 简单 的 模型 , 它 只 有 一 个 D = 4 空间 平 直 的 FRW 度 规 和 一 个 伸缩 子 场 ， 
一 个 无 质量 的 单 模 场 和 一 个 根据 Neveu-Schwarz 反对 称 张 量 势 得 出 的 磋 标 量 轴 子 
场 . 轴 子 -伸缩 子 结果 可 以 利用 对 伸缩 子 真空 结果 进行 S 对 偶 变 换 而 得 到 . 用 一 个 
特别 简单 的 方法 推广 了 帘 律 的 伸缩 子 真 空 结果 , 改写 了 两 个 渐 近 的 伸缩 子 真 空 , 它 
们 之 间 通 过 S 对 偶 变换 联系 起 来 . 

虽然 通常 的 轴 子 -伸缩 子 结果 并 没有 改变 在 弦 标 架 和 爱 因 斯 坦 标 架 下 宇宙 解 的 
奇 点 属性 , 但 在 轴 子 相关 的 共 形 标 染 下 (此 时 轴 子 最 小 耦合 ) 的 宇宙 演化 可 以 是 非 
奇异 的 , 只 要 轴 子 场 与 时 间 相 关 . 在 这 个 标 架 下 , 轴 子 观察 者 的 世界 线 有 一 个 无 限 
的 固有 寿命 . 这 时 , 将 不 存在 从 前 大 爆炸 (+) 分 支 到 后 大 爆炸 (一 ) 分 支 的 自然 退出 
问题 , 但 是 (+) 或 (-) 分 支 自身 有 一 个 无 限 的 固有 寿命 . 

大 爆炸 时 期 收缩 的 入 射 哈 台 长 度 因 量子 涨 落 生成 了 均匀 背景 场 的 相关 微 扰 谱 . 
我 们 计算 了 在 轴 子 场 下 生成 的 大 尺度 微 扰 谱 . 轴 子 谱 指数 可 以 在 0.54 ~ 4 的 任意 
处 , 它 包 括 了 宇宙 结构 形成 过 程 中 需要 有 的 尺度 几乎 不 变 的 谱 (n ~ 1). 这 与 伸缩 子 
和 模 微 扰 (在 ”= 4 有 一 个 剧烈 的 蓝 谱 ) 相 比 , 它们 与 我 们 现在 宇宙 的 大 尺度 结构 
的 情况 不 符 . 真实 轴 子 谱 指 数值 依赖 于 内 部 维 膨胀 速率 . 如 果 有 稳定 的 紧 致 化 , 将 
会 得 出 一 个 有 效 四 维 时 空 , 谱 指 数 为 n = 0.54. 
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在 最 简单 情况 下 , 背景 轴 子 场 是 恒 量 , 相应 的 轴 子 微 扰 在 前 大 爆炸 时 期 是 标准 
的 曲率 微 扰 . 这 些 轴 子 微 扰 能 否 在 后 大 爆炸 宇宙 中 得 到 大 尺度 结构 , 关键 是 轴 子 和 
物质 (现在 的 宇宙 是 物质 为 主 时 期 ) 的 耦合 情况 . 但 是 , 原则 上 说 轴 子 能 给 出 一 个 
几乎 尺度 不 变 的 谱 以 及 依赖 于 内 部 维 的 紧 致 化 的 谱 倾 斜 , 这 是 很 迷人 的 . 

我 们 已 经 看 到 , S 对 偶 在 计算 通常 的 轴 子 -伸缩 子 宇宙 经 典 背景 结果 和 计算 半 
经 典 微 扰 谱 的 时 候 都 是 一 个 强 有 力 的 工具 . 通过 构建 一 个 精确 的 S 对 偶 不 变 的 场 
微 扰 , 我 们 可 以 在 更 一 般 的 轴 子 -伸缩 子 宇宙 中 计算 微 扰 谱 , 就 如 同 伸缩 子 真 空 情 
况 一 样 . 需 注意 的 是 , 后 期 的 伸缩 子 和 轴 子 谱 与 前 面 的 在 不 同 经 典 结 果 之 间 的 演化 
FER, 但 却 是 S 对 偶 相 关 的 . 这 个 S 对 偶 相 关 的 轴 子 -伸缩 子 的 结果 与 伸缩 子 真空 
的 后 期 结果 是 一 样 的 . 

本 节 讨 论 的 问题 跟从 大 爆炸 时 期 的 自然 退出 相 联系 , 但 值得 注意 的 是 前 大 爆炸 
预言 有 两 个 明显 的 优势 . 首先 , 这 个 微 扰 起 源 于 早期 的 真空 涨 落 , 期 间 它 们 的 强度 
在 过 去 无 穷 远 的 低 曲 率 、 弱 耦合 机 制 下 是 归 一 化 的 , 并且 在 不 确定 的 真空 态 下 , 这 
个 微 扰 在 普 朗 克 时 期 并 不 是 处 在 任意 小 的 尺度 下 . 第 二 , 人 们 可 以 在 大 尺度 下 给 出 
渐 近 微 扰 的 解析 表达 式 ， 而 不 必 调用 任何 在 传统 暴 胀 模型 中 经 常 使 用 的 慢 滚动 近 
似 . 这 种 论断 不 但 在 只 有 伸缩 子 存 在 情况 下 成 立 , 而 且 在 混合 了 模 和 轴 子 场 的 情况 
下 也 成 立 . 


3.3 dilaton 宇宙 动力 学 方程 的 解 


在 (临界 ) D 维 时 空中 伸缩 于 (dilaton) 标量 场 O(c) 的 存在 是 在 低能 极限 下 
弦 理 论 的 推论 之 一 . 伸缩 子 场 和 由 弦 理 论 导 致 的 对 爱 因 斯 坦 引力 理论 的 其 他 低 阶 修 
E, 都 在 宇宙 学 中 有 重要 的 应 用 . 人 们 用 伸缩 子 场 来 解释 宇宙 暴 胀 的 机 制 这 一 至 关 
重要 的 问题 , 于 是 采用 各 种 方法 来 寻求 dilaton 宇宙 动力 学 方程 的 解 . 在 已 有 的 工 
作 中 , 已 经 求 出 了 具有 FRW 度 规 的 (3 + 1) 维 解 , HAH D 一 4 维 具 有 某 种 紧 致 形 
式 (Barreiro, 1998). Tseytlin (1992) 得 到 了 一 系列 对 于 任意 维 的 大 的 对 称 空间 
(具有 伸缩 子 、 中 心 荷 和 协 变 反对 称 张 量 场 ) 的 宇宙 解 . 本 节 末 用 Tseytlin 的 方法 ， 
对 于 任意 维 数 D, 给 出 具有 中 心 荷 入 破 缺 的 D 维 伸缩 子 宇 宙 动 力学 方程 的 解 及 其 
分 类 . 我 们 采用 与 均匀 各 向 同性 的 常 曲率 (k= 0, 土 1) 空间 对 应 的 D 维 广义 FRW 
RR. 所 有 空间 度量 都 是 紧 致 的 . 我 们 的 目的 是 采用 已 知 的 D > 2 维 的 伸缩 子 宇 
HA, 再 求 出 一 些 新 解 (特别 是 = 土 1), 以 进行 系统 的 分 类 . 


3.3.1 ”宇宙 模型 和 场 方程 
伸缩 子 引 力 理 论 的 作用 量 可 写 为 


S= J [gle PR + 4(Vd)? + Ald” tX, (3.3.1) 
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式 中 d(x) Æ n+1 4 (D=n+1) 伪 黎 曼 流 形 上 的 标量 场 (伸缩 子 场 ), 坐标 为 z+， 
度 规 张 量 为 Juv, J= det |guv|, R 是 标 曲率 ， (Vo)? = gô p3h. 

我 们 采用 弦 坐 标 系 , 借助 于 共 形 变换 gu 一 e "4gw 可 过 渡 到 爱 因 期 坦 系 , 其 
中 7=4/(D 一 2). 

由 作用 量 (3.3.1) 对 引力 场 gu 求 变 分 和 对 伸缩 子 场 $ 求 变 分 , 便 得 到 演化 程 


组 
Ryo — 3(R+ Ngpo + 2inw = guoB24i — (VOY), 
F(R +A) + $i — (V4)? =0. (3.3.2) 
这 一 方程 组 等 效 于 
Rv + 2Øuu = 0, 
R+(V¢)? =0. (3.3.2a) 


下 面 我 们 寻求 方程 组 (3.3.2) 的 弗 里 德 曼 类 宇宙 解 . 这 就 是 说 Mi = R x SP, 
式 中 St 是 用 标 度 因子 a (+) 表征 的 均匀 各 向 同性 流 形 . 流 形 Sr 的 形式 为 : n 维 
ER Sr, THER Se, 和 平 直 空 间 S = R”. 当 上 = 1 时 因子 a ÆR S7 的 半径 . 流 形 
Min = Rx Sr 上 的 度 规 可 写 为 


ds? =dt? — a? (t) [(da!)? + cx(Zl)(dz2)2 +- 


+ c&(2")ch (a) --- cf (a"—)(da”)?), (3.3.3) 
式 中 
cosz, k= 1, 
(2) =< 1, k=0, 
cha, k=-1. 


将 度 规 (3.3.3) 和 函数 $ = o (t) 代入 方程 (3.3.2), 对 于 所 有 k 值 我 们 有 


naa 


外 =- 本 Ri =R} =- = Rg = —[aat (n—1)(@? + k)]a™?, 
R= =n[2a8-+ (n— 18? + hj?,. &= =. 
这 时 方程 组 (3.3.2) 可 写 为 _ 
-= 下 20 = 0, (3.3.4) 


—ä — (n~—1)(a? + k)a™! + 2a¢ = 0, (3.3.5) 
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n(n — 1)(a? + k)a~? + 44% — 4ndaa™! = À. (3.3.6) 
这 三 个 方程 不 是 独立 的 , WE (3.3.6) 可 看 作 “ 零 能 量 ” 关 系 式 , 因此 它 只 导致 对 
a, a,b, > 初始 值 的 限制 . 
由 方程 (3.3.5) 解 出 ġ, 得 到 


$= 5 É + roga? + K) , (3.3.7) 
代入 方程 (3.3.6), 我 们 得 到 一 个 二 阶 方程 (相对 于 à 平方 ), 再 代入 
a = q (a), (3.3.8) 
此 二 阶 方程 化 为 
d 一 1 2 | 
一 了 一 +y nfz- kny +0. (3.3.9) 


为 了 将 此 方程 以 及 方程 组 (3.3.4)~(3.3.6) 的 所 有 解 进 行 分 类 , 我 们 研究 某 些 特殊 情 
况 . 


1. FEFE: k=0 
对 于 所 有 入 值 , 把 方程 (3.3.9) 和 (3.3.8) 积分 , 得 到 标 度 因子 演化 的 表达 式 


ag fth (ivir)] ， 入 >0， 
a(t)= 9 art vr, 入 = 0， (3.3.10) 
ao ftan (vs Ü ; Deo, 
AP ao RAE (3.3.9) 中 的 积分 常数 , 7 为 时 间 参 量 


rT=i(t-—to), T20. (3.3.11) 


引入 这 一 时 间 参 量 是 为 了 表述 方程 (3.3.4)~(3.3.6) 的 所 有 解 . 如 是 方程 (3.3.8) 
中 的 积分 常数 . 这 些 解 的 性 质 由 方程 (3.3.4)~(3.3.6) 的 对 称 性 得 到 . 式 (3.3:11) 和 
(3.3.10) 中 的 + 号 是 相互 独立 的 . 

由 关系 式 (3.3.7) 得 到 与 式 (3.3.10) 对 应 的 场 p(t) 的 表达 式 


[st (iva) ee en (Svar) sani Salty 


e2¢-2¢0 一 T 一 ] 士 V5 入 一 0， (3.3.12) 


nia eea aR 
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式 (3.3.10) 和 (3.3.12) 不 仅 是 方程 (3.3.5) 和 (3.3.6) 的 严格 解 , 也 是 方程 (3.3.4) 的 
严格 解 . 这 一 结果 具有 和 方程 (3.3.6) 相 联 系 的 更 普通 的 性 质 : 方程 (3.3.9) 的 所 有 
解 , 对 于 任何 ,和 都 满足 方程 (3.3.4). 

PEI (3.3.10) 和 (3.3.12) 还 必须 补 上 线性 伸缩 子 解 


a = const, œ = ġo + svi, A>0,k=0. (3.3.13) 


它 是 用 a RAE (3.3.7) 时 丢掉 的 . 

我 们 发 现 , 解 方程 (3.3.10) 和 (3.3.12) 的 几何 图 像 以 及 这 些 解 的 分 支 结构 对 于 
所 有 n > 0 都 是 类 似 的 . 在 n > 0 的 情况 下 对 于 所 有 的 n 我 们 有 两 个 不 同 分 支 E 
考虑 式 (3.3.11) PR + 号 的 两 个 解 则 有 4 个 分 支 ]. 当 入 < 0 时 , 由 于 式 (3.3.11) 
的 对 称 性 , 其 解 只 有 一 个 分 支 . 

方程 (3.3.10) 和 (3.3.12) 中 的 符号 “+” 对 应 于 膨胀 ( 随 着 7 增 大 ), 平 直 伸缩 
子 宇宙 由 奇 点 r = 0 开始 膨胀 , ( 随 着 $ 由 -o 开始 增 大 ), 相反 的 符号 描述 没有 
奇 点 a= 0 的 演化 . 447-0 时 有 a 一 00,9 一 十 oo, 入 = 二 0 总 是 对 应 于 a 和 
o 的 帘 律 演化 . 和 > 0 导致 上 述 膨胀 的 减 慢 和 宇宙 标 度 因子 趋 于 常数 : 当 r — co 
时 a 一 ao = const. 在 入 <0 的 情况 下 演化 加 速 , 这 一 过 程 在 一 段 有 限 长 的 时 间 内 
结束 . 

上 面 表述 的 在 dilaton 宇宙 中 入 项 的 作用 , 在 某 种 意义 上 与 通常 在 n+ 1 HER 
里 德 曼 宇宙 中 的 相反 . 在 后 一 情况 下 字 宙 物质 是 尘埃 形式 的 中, 爱 因 斯 坦 引力 拉 格 
朗 日 为 V|9|(R+ 2d), 其 平 直 宇 宙 (k= 0) 的 演化 规律 为 


Wi], > 


4 = const 7%, A= 0, 
= (I 
这 里 > 0 对 应 于 加 速 膨 胀 . 


我 们 发 现 , 对 于 二 维 伸缩 子 模型 (n -- 1), 所 有 的 宇宙 解 都 包含 在 式 (3.3.10)~ 
(3.3.13) 中 . 实际 上 , 一 维 空间 曲率 为 零 , 因此 当 n = 1 时 式 (3.3.5) 和 (3.3.6) 中 不 
出 现 k. 在 这 种 情况 下 , (1+1) 维 解 (3.3.10) 和 (3.3.12) 与 2D- 弦 理论 中 的 “黑洞 ” 
类 解 相 符合 (在 解析 延 拓 7 一 ir, 和 一 -和 之 后 它们 具有 网 几 里 得 形式 ). 

2. FA hÈ k= +1, =0 的 空间 

把 方程 (3.3.9) 积分 , 我 们 可 以 得 到 方程 组 (3.3.4) 3.3.6) 对 于 所 有 k 值 的 解 . 

D 在 作用 量 (3.3.1) 中 只 有 “外 来 ”( 伸 缩 子 和 和 项 ) 形式 的 物质 . 
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前 面 已 经 提 到 , 这 些 解 也 满足 方程 (3.3.4)， 但 是 更 方便 的 是 求解 方程 组 (3.3.4)~ 
(3.3.6), 消去 a, RH 和 = 0 时 不 同类 型 的 解 . 为 此 , 我 们 取 这 些 方程 的 线性 组 合 , K 


数 分 别 是 -1,= 和 1, 得 到 


= (z - z) (3.3.14) 
a nm 中 
积分 式 (3.3.14) (入 = 0), 得 到 
Ce?? 
a" = a (3.3.15) 


式 中 C 是 常数 . 

在 采用 式 (3.3.14) 和 (3.3.15) 之 前 , 让 我 们 研究 6 = 0 是 方程 组 (3.3.4)~(3.3.6) 
的 所 有 解 . 对 于 任意 值 ,入 Al n > 1, 我 们 只 有 两 个 这 类 的 解 : 平凡 解 (3.3.13) ( 当 
a = ao, $ = $o, k = 0, A = 0) 和 线性 增长 的 a 


a=% +t, ¢=¢, k=-1, A=0. (3.3.16) 


将 表达 式 (3.3.14) 或 (3.3.15) 代入 方程 (3.3.4), 我 们 得 到 下 面 的 微分 方程 : 


P ax 2 
de {fa @ 
引入 表达 式 
_ @ 
PB 
并 积分 方程 (3.3.17), 得 到 
+ =O 5 P+ waa Pe 65:18) 
AH Q 是 积分 常数 . 在 数 轴 -ce < p< +co 上 取 两 个 特殊 点 


= 2 _ 2 
a p2 = Jn +1' 
把 数 轴 分 成 三 部 分 , 在 不 同 的 部 分 Q 值 可 以 不 同 . 
考虑 到 pdt = —d(d)-!, 我 们 得 到 


(3.3.19) 


dt = -2r Ip — p| EAD |p — pal RD sign(p — pi)sign(p — pa)dp. (3.3.20) 
在 数 轴 任 何 一 段 (—00, p1), (Pi, p2), (P2, +00) E, 都 可 以 把 t 用 p 表示 出 来 . 
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借助 于 方程 (3.3.15), (3.3.18) 和 (3.3.20), 我 们 可 以 用 p 把 o 和 a 表示 出 来 : 


二 
a(p) = Ca |p — p| 7V5 |p — pa PV , (3.3.21) 
ve p- pı 
+ — ìn 3.3.22 
o(p) = 加 a ( ) 


sk (3.3.21) 和 (3.3.22) 中 的 常数 Ca, do AX (3.3.15) 中 的 常数 C 之 间 有 关系 式 
Ca = |CQezto|* . 
式 (3.3.20)~(3.3.22) 是 方程 组 (3.3.4)~(3.3.6) 的 解 , 只 要 求 满足 条 件 
(32) = —ksign(p — pi)sign(p — p2). (3.3.23) 


由 此 得 到 , 解 (3.3.20)~(3.3.22) 成 立 , 在 k= 1 的 情况 下 只 要 pe (pi, po); 在 k= 一 1 
的 情况 下 只 要 p e (-co, Pi) U(pz +00). 所 以 在 k= 1, = 0 的 情况 下 只 存在 一 个 解 
支 , 如 图 3-9 ( 实 线 ). 虚线 分 别 表 示 n = 2 A n = 9 时 的 函数 关系 由 = A(t) (do = 3). 


0 01 02 03 04 0.5 06 07 08 09 + 
图 3-9 


对 于 任意 n, 这 些 解 都 描述 膨胀 宇宙 (a 从 0 到 +00 增长 , 对 应 的 8 由 -oo 到 
+00, 这 时 p 值 由 pi 到 p2), 在 有 限 长 时 间 内 


r=an(< — "(ara)" (ga), 
r 


(3.3.24) 


式 中 T(z) 是 欧 拉 函数 . 在 图 3-9 中 , a = alt) A o = o(t) 对 于 不 同 的 n 只 有 一 个 
BET HAT = 1. 我 们 指出 , 解 (3.3.20) 和 (3.3.21) 对 于 任意 确定 的 n> 2 和 
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k= +1 WR SEHRE: 第 一 个 参量 to [在 式 (3.3.11) 中 ] 是 平凡 的 (t 轴 移 动 ); 
第 二 个 参量 可 以 取 Ca, Q 或 者 了 [它们 之 间 由 方程 (3.3.23) 和 (3.3.24) 相 联 系 ]; 第 
三 个 参量 po ÆA (3.3.22) 中 出 现 . 

在 大 = -1, 入 = 0 的 情况 下 我 们 有 式 (3.3.20)~(3.3.22) 的 两 个 解 支 , 其 依赖 关 
系 a = a(t) 描绘 在 图 3-10 中 . 第 一 个 解 支 a M o 单调 增 大 : 0 < a < +00,-00 < 
$ < pop < pi [图 3.10 (a)]. 第 二 个 解 支 在 p > po, 表明 a RARA a= 0 的 演化 ; 
Ht a 由 +00 减 至 最 小 值 amin = Ca [| /npi|”’ (Jnp.)?2|~*, 然后 增 大 至 +oo, 同时 
o 单调 减 小 , 由 +0 MZ do [图 3-10 (b)]. 在 两 种 情况 下 , 47 一 co 时 具有 形式 
$ — bo = const,a > const + 7, 即 对 于 = -1 所 有 解 (3.3.20) 和 (3.3.21) 的 极限 
趋 近 于 线性 演化 (3.3.16). 


4.5 4.5 
4 4 
3.5 3.5 
3 3 
2.5 2.5 
2 2 


3-10 


在 相反 的 ( 奇 点 的 ) 极限 情况 下 p 一 pi RE p> po, Bk = +1, 对 于 所 有 的 
EX, 我 们 得 到 渐 近 关系 式 


a ~ const - rv, e? ~ const .T-1I+vn， 了 一 十 0， (3.3.25) 
Be 9 
a ~ const- r— F, ©? ~ const: r`! Y”, 7 +0, (3.3.26) 


表达 式 (3.3.25) 对 应 于 p > pl 和 a 一 0, 表述 于 图 3-9 (k = 1) MA 3-10 (a) 
(k = —1). 渐 近 式 (3.3.26) 表述 于 图 3-10 (b) 和 图 3-9 (t + T). 

我 们 看 到 , 解 (3.3.20) ~(3.3.22)(kK=+1, A=0) 的 渐 近 行为 和 式 (3.3.10)~(3.3.12) 
(k = 0) 的 渐 近 行为 是 完全 相同 的 , 这 使 我 们 可 以 确定 与 式 (3.3.25) 和 (3.3.26) 对 应 
的 两 个 解 支 的 对 应 关系 . 
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24 n= 4(D =5) 时 , 才 存在 显 式 的 解 (3.3.20)~(3.3.22) 


— T? T ot 


l (3.3.27) 


73 5 
a(t) =| |> ot) =do+ 5 In 


式 中 
3， 
与 式 (3.3.24) 相对 应 , r 与 式 (3.3.11) 中 的 不 同 , 可 以 是 负 的 


T = 一 一 


+ = it(t — to). 
表达 式 (3.3.27) 具有 更 简单 的 形式 , 也 还 具有 前 面 研究 过 的 解 (3.3.20)~(3.3.22) 的 
图 中 性 质 . 在 这 一 表达 式 中 这 样 选择 常数 to: 当 不 断 地 将 p 轴 向 7 轴 映 射 时 , 使 点 
7 =0 是 点 p= pa = 2 的 像 , 点 7= 了 是 点 p = p = -2 的 像 因此 , 点 7= 0 和 
FT= 下 把 r 轴 分 为 三 部 分 , HRA 0 <r < 了 对 应 与 大 = 1. 
3、 具 有 天 一 士 1, 入 尖 0 的 空间 


在 这 种 情况 下 , 我 们 解 方程 组 (3.3.8) 和 (3.3.9), 求 出 演化 表达 式 a(t) 和 (t), 
方程 组 (3.3.8) 和 (3.3.9) 可 改写 为 


a=g, d=a-lq —kn—1)+tqavnla — k(n 一 1) 十 Xa2]. (3.3.28) 


在 这 一 节 中 , 为 了 研究 这 一 方程 组 的 解 , 我 们 有 时 会 采用 数值 分 析 , 因为 只 在 
特殊 情况 下 才 存 在 明显 的 解析 解 . 例如 , 对 于 D = 5, 且 和 > 0, 我 们 得 到 具有 器 律 
演化 的 严格 解 


a 二 ao0VT， et- = TekV Xr， 


wsi S, EE TEE ee, (3.3.29) 


对 于 n 取 其 他 值 的 情况 也 有 类 似 于 式 (3.3.29) 的 解 , 只 是 当 7 一 oo 时 渐 近 式 


为 
a X% a0VT， e24 一 20 ae 元 ekVMr 
2(n—1 
a2 = a a ey (3.3.30) 


在 相反 的 极限 情况 下 r 一 0, 5 k= 士 1 时 , 这 些 解 具有 渐 近 式 (3.3.25), 当天 = 一 1 
时 有 渐 近 式 (3.3.26)(24 k = —1 时 上 述 两 种 不 同 渐 近 之 间 边 界 的 膨胀 对 应 于 所 有 的 
入 都 是 ar). 


下 面 我 们 将 指出 , 这 里 给 出 的 解 (3.3.29) 和 (3.3.30) Æ k = 1 的 情况 下 , 7 一 co 
时 的 渐 近 行为 与 所 有 其 他 的 解 有 本 质 的 区 别 . E k= —1 的 情况 下 相反 , r 一 co 时 
所 有 的 解 都 有 渐 近 式 (3.3.30). 

分 析 方 程 组 (3.3.28) 的 解 可 以 发 现 , 在 相 平面 上 存在 ad 区 域 


nq? + àa? — kn(n — 1) < 0, (3.3.31) 


在 这 一 区 域 上 式 (3.3.28) 或 式 (3.3.9) 中 根 号 下 面 的 值 为 负 的 , 因此 , 方程 组 (3.3.28) 
的 积分 曲线 在 相 空间 中 不 能 进入 区 域 (3.3.31) 和 穿 过 其 边界 一 一 二 阶 曲线 . 

4 k= 1 时, 入 取 任 意 确 定 值 , 式 (3.3.28) 的 积分 曲线 簇 中 每 一 条 在 相 平 面 aq 
上 都 切 于 上 述 区 域 (3.3.31) 的 边界 , 就 是 说 , 该 边界 (A > 0 时 是 椭圆 , A < 0 时 是 双 
曲线 ) 是 环绕 曲线 簇 . 在 切 点 (坐标 视 为 0,0), 对 于 每 个 解 , 式 (3.3.28) 中 根 号 前 
的 符号 都 由 “-” 变 为 “+”. 因此 , 在 k= 1 的 情况 下 , 每 一 条 积分 曲线 由 两 段 构 成 ， 
这 两 段 具 有 上 述 两 个 不 同 的 符号 , 在 点 (ao, qo) HER. 

图 3-11 给 出 了 所 研究 的 解 簇 在 k = 1 的 情况 下 的 相 平 面 +a 上 的 图 像 . 图 3-11 
(a) 对 应 于 n = 3 和 不 同 和 值 , 图 3-11 (b) 对 应 于 = 4, 入 = 1. 选择 式 (3.3.11) 中 
的 参量 to, 使 当 上 = 0 时 a = 0. 在 这 些 条 件 下 , 图 3-11 (b) 中 的 曲线 构成 单 参量 簇 . 
当 go > 0 时 , 我 们 用 ao 的 值 为 曲线 编号 ; 当 go < 0, 用 a 的 最 大 值 编号 (图 3-11 中 
的 曲线 4 和 5). 


a 
6 


5 


3-11 


在 图 3-11 中 , 对 于 情况 n = 3 给 出 了 积分 曲线 a = alt), 对 应 于 相同 的 oo = 1 
(对 于 曲线 10, a 取 最 大 值 a = 1) 和 不 同 的 和 值 . 我 们 看 到 , 入 < 0 对 应 于 加 速 膨胀 
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当 入 < Aer (临界 值 Ae 是 负 的 , 依赖 于 ao) 时 , 膨胀 具有 可 逆 的 性 质 , 在 有 限时 间 
T =T(aod) 内 , Ha (以 及 ¢) MB co 而 且 当 上 一 人 时 , alt) 的 渐 近 行为 具有 形式 


a ~ cost: (三 一 四 六， ee (3.3.32) 


如 果 入 = Xer(ao), 则 随时 间 的 膨胀 不 再 是 有 限 的 , 当 t 一 oo 时 , RARER 
(3.3.30). 在 图 3-11 (a) 中 , 当 m = 3,ao = 1 时 , SHA OA 稍微 超过 2.732. 24 
入 > Ace 时 , 演化 的 性 质 发 生 改 变 从 某 一 时 刻 开 始 , 膨胀 变 为 收缩 , 并 在 有 限 
时 间 T(oo, 入 ) 内 缩 至 a = 0. 在 这 段 时 间 内 9(t) 由 -o 开始 增 大 到 最 大 值 , 然后 减 
小 到 -co. 当 +t 一 了 时 渐 近 行为 具有 式 (3.3.25) 的 形式 . 图 3-11 (b) 表明 , 当 入 值 
确定 (A > 0) 时 , 临界 (或 过 渡 ) 的 寡 律 解 [ 当 n = 4 时 具有 式 (3.3.29) 的 形式 ] 可 以 
借助 于 参量 a 的 选择 得 到 . 距 临界 值 有 小 的 偏离 时 , 演化 将 按照 上 述 具有 有 限时 
间 T 的 两 类 规律 中 的 一 类 进行 . 

在 k= 一 1, 入 <0 的 情况 下 , 每 一 条 积分 曲线 在 相 平面 cg 上 都 与 区 域 (3.3.31) 
的 边界 相 切 . 在 切 点 (ao, qo) 处 , 式 (3.3.28) 改变 符号 , 与 = 1 的 情况 相似 ， 当 
n=4,\=11N, ao RAIA RR, 由 图 3-12 (a) 给 出 . 


图 3-12 


入 < 0 的 所 有 解 具 有 有 限 寿 命 T(ao,0) 和 r 一 了 时 的 渐 近 行为 (3.3.32), 均 表 
WER 3-12 (a) 中 , 但 它们 t— 0 的 行为 依赖 于 ao 和 入 如 果 ao 不 超过 某 个 临界 
值 oo = aer(A), 则 当 t — 0 时 a, ġ 一 oo, 这 与 式 (3.3.26) 相对 应 [与 图 3-12 (b) 中 
入 = 0 的 解 类 似 ]. 在 相反 的 情况 下 , ao > acr, WA t 一 0 时 有 ae% — 0, 这 与 式 
(3.3.25) 对 应 [与 图 3-12 (a) 比较 ], 用 临界 值 oo = acer 来 区 分 这 两 个 解 [图 3-12 (a)]. 
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当 上 +t<<T 时 , 后 一 个 解 接近 于 直线 (3.3.6), a + t,o & do. 

在 大 = -1 入 > 0 的 情况 下 禁区 (3.3.31) 不 存在 . ZK (3.3.28) 中 具有 不 同 值 的 
解 由 时 间 反 演 (t 一 -t,g 一 —q) 相 联 系 . 因此 , 我 们 有 一 个 解 簇 , Sto 时 具有 
无 限 寿 命 和 渐 近 行为 a = VT [ 式 (3.3.30)], n = 2, 入 = 1 的 情况 表示 在 图 3-12 (b) 
中 .用 q=a 在 点 a= ao = 1 处 的 值 为 曲线 编号 . 对 于 q < qcr(a0, À) (Ger © 1), = 
t 一 0 时 解 具有 极限 (3.3.26); 而 对 于 q > ger, 解 具有 极限 (3.3.25). 4 t 很 小 时 ， 
q = der 的 临界 解 接近 于 直线 a x t,o = do. 


3.3.2 ”小 结 


本 节 讨 论 了 有 具有 作用 量 (3.3.1) 的 D 维 伸缩 子 宇 宙 动 力学 方程 的 弗 里 德 曼 类 
宇宙 解 的 分 类 . 对 于 不 同 的 空间 曲率 k = 0,41 和 不 同 的 入 值 , 分 类 并 研究 了 方程 
组 (3.3.4)~(3.3.6) 的 宇宙 解 , 其 中 包括 表达 式 (3.3.10)~(3.3.13), (3.3.16), 以 及 新 的 
解析 解 (3.3.20)~(3.3.22), (3.3.27), (3.3.29). 

为 了 醒目 , 对 于 不 同 种 类 的 解 的 分 类 , 列表 如 下 (K 3-2). 


表 3-2 
k A<0 A=0 A>0O 
0 一 co 
1 0 一 co 0 一 co 0 — a a0vVT 
0 一 0 
co — a % aor l/ V" oo — ar ao 
1 
0 0 一 oo a = a0, $ = ġo a= a0, = 了 V47 
0 一 as aor!/ V” 人 
oo 一 oo oo atT cc a a0VT 
—1 0 a=7,$= ġo NT 一 aa0VT 
0 一 co 0-anrr 0 — a X aoyT 


表 中 0 表示 演化 的 开始 或 者 终止 , 其 渐 近 行为 是 式 (3.3.25) (ae29 0). KP 
的 co 表示 式 (3.3.26) 或 式 (3.3.32) 类 的 渐 近 a,9 一 +00. 我 们 发 现在 入 < 0 的 情 
况 下 , 伸缩 子 宇宙 总 是 有 限 的 , 开始 和 终止 都 用 上 述 数 字 标 出 ( 当 k= 1, 宇宙 演化 
的 开始 接近 直线 a = 7,6 ~ oo, 且 具 有 有 限 寿 命 ). 

表示 演化 终止 的 另外 一 些 数字 对 应 于 无 限 长 寿命 和 和 究 律 演化 的 属于 下 面 类 型 
之 一 : 当 a ~ VT 时 为 式 (3.3.30); 4k =0,A > 0 时 为 式 (3.3.13), (3.3.10)~(3.3.12); 
4k=1axr WARK (3.3.16), (3.3.20)~(3.3.22). 

当 上 二 一 1, 入 > 0 时 , 所 有 解 都 有 同一 形式 的 渐 近 行为 (3.3.30) aoVT; 而 当 
k=1,A>0 时 , 只 有 唯一 的 (对 于 确定 的 入 Al to) 临界 解 , 此 临界 解 分 解 为 不 同 种 
类 的 演化 . 
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我 们 发 现 , 所 研究 的 这 许多 宇宙 解 对 于 不 同 维 数 n > 2 具有 性 质 相 同 的 奇 点 
(情况 D = 2 等 效 于 情况 k = 0). 在 这 个 意义 上 , 我 们 的 表 中 的 分 类 对 于 所 有 的 维 
数 D 具有 普遍 意义 . 


3.4 dilaton 场 的 稳定 性 


前 面 讨论 了 dilaton 标量 场 在 宇宙 暴 胀 模型 中 的 重要 地 位 , ADT dilaton 
(伸缩 子 ) 的 稳定 性 问题 (Barreiro, 1998). 在 弦 宇 宙 模 型 中 , 产生 于 超 规范 凝聚 的 标 
势 一 般 是 指数 形式 的 . 在 一 个 宇宙 学 模型 中 , 这 就 允许 存在 准 标 度 解 . 对 于 一 个 周 
期 , 标量 场 的 能 量 密度 可 以 是 背景 密度 中 的 一 个 固定 的 部 分 . 当场 离开 标 度 区 域 时 ， 
它 最 终 会 在 势 的 最 小 值 处 停 下 来 . 下 面 我 们 就 各 种 超 规范 凝聚 模型 来 研究 这 种 稳 
定性 , 研究 表明 , 伸缩 子 的 稳定 解 要 远 比 人 们 原来 想象 的 普通 . 

近 几 年 , 人 们 广泛 地 应 用 弦 理 论 研究 宇宙 暴 胀 问题 . 而 在 弦 理 论 中 伸缩 子 场 是 
BREEN. 它 的 真空 期 待 值 (VEV) 决定 了 低能 理论 中 的 规范 和 引力 耦合 常数 ， 
同时 也 通过 超 引 力 子 的 质量 maj2 决定 超 对 称 性 破 缺 的 标 度 . 因此 , 现在 的 观测 宇 
宙 要 求 VEV 为 一 阶 , may/z ~ 1 TeV. 

遗憾 的 是 , 在 弦 理 论 中 按照 微 扰 论 , 任意 阶 的 伸缩 子 的 势 都 是 平坦 的 . 这 就 意 
味 着 我 们 不 可 能 得 到 场 的 稳定 的 VEV. 但 是 可 以 通过 一 些 非 扰 动 的 作用 解决 这 一 
问题 . 其 中 , 最 具 可 行 性 的 方法 就 是 构造 能 量 标 度 大 约 在 10 GeV 的 超 规范 子 凝 
FEF (de Carlos, 1993). 在 这 种 情况 下 , 伸缩 子 的 标量 势 就 是 指数 形式 的 多 项 式 . 人 
们 对 这 些 凝 聚 模型 的 具体 研究 表明 , 如 果 在 负 和 宇宙 常数 的 情况 下 , 伸缩 子 的 势能 逐 
渐 演 化 到 最 小 值 , 也 就 是 现实 值 , 那么 这 些 凝 聚 模型 中 就 需要 至 少 两 种 凝聚 物 , 这 
就 是 所 谓 的 跑道 模型 

最 近 , 为 了 得 到 伸缩 子 场 的 最 小 值 , 有 人 提出 了 另外 一 种 方法 , 其 优势 在 于 只 
依赖 于 一 种 超 规 范 子 凝聚 物 . 在 这 种 情况 下 , Kabler 势 (由 作用 量 中 伸缩 子 的 动量 
决定 ) 要 求 弦 产生 非 扰动 修正 . 对 这 些 模型 的 详细 分 析 指 出 , 可 能 得 到 的 最 小 的 修 
正 是 零 或 者 是 最 小 的 正 宇宙 常数 . 男 一 个 特征 是 , 给 予 伸缩 子 一 个 很 大 的 质量 , 非 
扰动 修正 就 可 能 使 伸缩 子 模型 问题 得 到 解决 . 

尽管 人 们 对 这 两 种 模型 很 感 兴趣 , 但 是 它们 仍然 有 很 多 问题 . 一 个 是 暴 胀 困难 . 
考虑 多 个 超 规范 子 凝聚 的 模型 , 人 们 论证 了 与 伸缩 子 场 有 关 的 动能 将 会 在 它 的 势能 
中 占 主导 地 位 , 直到 o (规范 的 归 一 化 场 , 与 一 般 伸缩 子 的 关系 是 Res = et) 在 势 
的 最 小 值 处 保持 不 变 . 这 明显 是 不 允许 暴 胀 发 生 的 , 至 少 是 把 伸缩 子 当 作 暴 胀 场 的 
话 , & 不 可 能 在 最 小 值 处 保持 不 变 . 于 是 暴 胀 将 被 其 他 的 场所 驱动 . 然而 , 当 模 型 中 
宇宙 常数 为 负 时 , 第 二 种 可 能 性 也 存在 很 严重 的 问题 . 虽然 Kabler 势 的 非 扰动 修正 
能 够 解决 这 个 问题 , 但 是 在 这 两 种 情况 下 , 势 在 强 耦 合 范围 里 都 是 很 陡 的 指数 形式 . 
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这 就 使 得 我 们 期 望 伸 缩 子 滚 过 最 小 值 ， 而 不 是 得 到 它 的 VEV. VEV 是 弦 宇 宙 学 需 
要 解决 的 问题 . 

Bit, 在 宇宙 学 中 人 们 转 而 关注 指数 标量 场 势 模型 中 标 度 解 的 研究 . 如 果 背 景 
动力 学 是 由 一 些 物质 源 , 而 不 是 场 本 身 (辐射 、 尘埃、 真空 能 量 ) ES, 那么 当场 的 
势 向 低 处 演化 时 , 场 就 有 可 能 进入 一 个 标 度 范 围 . 在 这 个 范围 内 , 来 自 于 宇宙 展开 
的 摩擦 项 与 场 的 动能 相抵 消 , 这 就 使 得 场 进入 这 个 标 度 区 域 . 吸引 子 解 存 在 的 地 方 ， 
场 的 能 量 密度 是 总 能 量 密 度 中 国定 的 一 部 分 . 

我 们 可 以 将 这 种 有 趣 的 行为 推广 到 弦 论 中 的 伸缩 子 场 ， 假 定 伸缩 子 场 是 从 它 
的 势 的 强 耦 合 区 域 演化 而 来 , 在 以 正 压 流体 为 主导 的 背景 下 , 对 于 很 大 范围 内 的 初 
始 场 值 , 当 伸 缩 子 的 势 向 低 处 演化 时 , 不 管 它 的 陡 度 如 何 , 都 会 进入 一 个 准 标 度 范 
围 . 当场 的 势 达到 最 小 值 , 这 种 标 度 行为 就 最 终结 束 , 这 时 场 减速 到 足够 小 , 以 至 于 
仅仅 只 是 在 最 小 值 附 近 震 荡 , 场 的 能 量 会 减少 直到 它 固定 在 现实 的 VEV. 

下 面 , 我 们 首先 引入 指数 势 的 标 度 解 的 概念 , 然后 论证 标 度 解 是 怎样 成 功 地 应 
用 于 超 规 范 子 凝聚 的 跑道 模型 和 修正 的 Kihler 势 模 型 , 给 出 解析 的 和 数值 的 解 , 以 
证 明 伸 缩 子 场 在 它 的 最 小 值 是 稳定 的 . 


”3.4.1 ”指数 势 的 标 度 解 


下 面 , 我 们 将 要 讨论 指数 势 标 量 场 的 宇宙 演化 的 一 般 特征 .考虑 标量 场 $ 在 
FRW 宇宙 中 演化 . 标量 场 的 势能 密度 由 V = Voe-*"$ 决定 , 其 中 K? = 8rG, 入 和 
Vo 为 常数 . FRW 宇宙 中 充满 满足 正 压 态 方程 py = (7 一 1)py 的 流体 , 其 中 7 AR 
数 (0 < 7 < 2, 对 于 辐射 控制 的 情况 y= 4/3, 对 于 物质 控制 的 情况 y = 1). 一 个 空 
间 平 直 的 FRW 模型 , 运动 方程 可 写 为 与 哈 勃 因子 WH 有 关 的 形式 


. K? A 
H = -5 (py + py + ®), 
py = —3H (py + py), (3.4.1) 


满足 约束 条 件 
H? = — (>, 十 5 + v) . (3.4.2) 


在 前 面 的 方程 中 , 我 们 假定 $ 与 其 他 物质 场 之 间 只 存在 引力 相互 作用 .下 面 我 们 
42 = 1, 很 容易 可 以 将 它 恢复 . 对 于 指数 势 , 可 以 得 到 系统 渐 近 行为 的 解析 结果 . 
我 们 将 集中 讨论 陡 势 的 解 , 也 就 是 A2 > 37. 首先 回顾 一 下 这 些 解 的 结构 ， 众 所 
周知 , 它们 包含 一 个 后 期 吸引 子 解 . 我们 按照 Copeland (1997) 的 方法 , 定义 变量 
£ = ġ/V6H Ñ y = VV/V3H, 采用 对 数 标 度 因 子 N = In(a) 作为 时 间 变 量 . 前 面 
的 方程 (3.4.1) 变 为 
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y= -AM/ 3ay + = yan +7(1— 2? —y?)], (3.4.3) 
H' = -ŠH[2x? + (1 — 2" —y")], 


这 里 “/” 代 表 对 N 求 导 . 按照 这 些 变量 , 约束 条 件 (3.4.2) ÆR 2? +-y?+p,/3H? = 1, 
换言之 , 对 于 p, > 0, 我 们 有 限制 0 < z? +y? <1. 从 图 3-13 可 以 看 出 o HN 
的 演化 . 这 里 入 = 85, Vo = 1, 初始 条 件 po = 0.5, o = 0.2 和 Ho = 1. 场 的 初始 速 
度 使 得 % 在 一 开始 的 时 候 有 一 段 增 长 , 此 后 , 我 们 发 现 摩 擦 项 占 主导 , 它 使 得 在 
很 长 一 段 时 间 内 被 冻结 在 一 个 常数 值 , 直到 场 进入 一 个 标 度 范围 . 这 个 标 度 范围 对 
应 的 临界 点 是 ze = V3/2y/ 入 和 yc = V3(2 — y) 7/2? 我 们 可 以 通过 求解 系统 方程 
(3.4.3) 来 获得 这 种 行为 . 


1.2 


10 15 20 25 30 
N 


图 3-13 y 对 NN = lna 的 演化 . 标量 势 V =e, 其 中 入 = 85,7 =1. 
初始 条 件 bo = 0.5, do = 0.2 Al Ho = 1 
1) 第 一 阶段 ( 标 度 范围 前 ) 


AA A> 1 H 是 增加 的 , y 在 演化 早期 很 小 , 在 方程 (3.4.3) 中 可 以 忽略 . 与 x 
有 关 的 方程 变 为 


a’ = 一 37 十 “(22 + (1 — x”), (3.4.4) 


= 一 1/2 
z= (1 p n eo ) (3.4.5) 
0 


式 中 zo 是 z 的 初始 值 (在 N = 0). 对 方程 (3.4.5) 积分 , 可 以 得 到 o 的 解 


它 的 解 为 
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= 2V6 5 To ee To —3(2—y)N/2 
d1(N) = ġo + 32-4) | (=) arsinh ( 


(3.4.6) 
式 中 bo 是 场 的 初始 值 . 当 N 增加 时 , 这 个 解 趋 于 常数 值 bo, WA 
~ V6 1+ zo 
fo = b0 + XP in (522). (3.4.7) 


很 明显 , 当 速 度 为 零 时 , po 还 原 为 po. 
2) 第 二 阶段 ( 标 度 范围 ) 
如 上 所 述 , 标 度 范 围 由 z Ay 的 常数 值 (如 临界 点 ) 定义 . 然后 , 我 们 得 到 H = 
Ee 1 2A? V. 
0 
eS (sae - F) 
式 中 清楚 地 给 出 了 场 对 特征 势 的 依赖 关系 (如 入 和 Vo). 
我 们 注意 到 背景 演化 是 由 另外 出 现 的 物质 场 而 不 是 $ BREN, 这 个 物质 场 
由 7 给 出 , 9 场 主导 演化 . 标量 场 和 背景 的 同时 演化 使 得 前 者 达到 一 个 标 度 范围 ， 
尽管 它 的 (指数 ) 势 很 陡 . 这 种 情况 就 使 我 们 想到 了 由 超 规范 子 凝聚 引起 的 SUSY 
破 缺 中 产生 的 势 , 其 中 的 超 势 以 指数 形式 依赖 于 伸缩 子 场 . 


3.4.2 ” 超 规范 子 凝聚 的 标 度 解 
超 引 力 理 论 模 型 中 的 标量 势 具 有 形式 


V =e* |W}? IG 十 而 ) (Key (x, + z) 一 3| ; (3.4.9) 
AP K 是 Kahler 势 , W 是 超 势 , 下 标 i, j 代表 对 不 同 场 函数 求 导 . 人 们 感 兴趣 的 
是 超 弦 导出 模型 , 特别 是 对 理论 中 隐藏 部 分 的 研究 , K 和 W 都 将 与 伸缩 子 (S) 和 
模 量 (Ti, i = 1,2,3) 场 有 关 . 实际 上 , 在 紧 致 化 的 情况 下 , Kahler HA 


+ Ny, (3.4.8) 


3 

K = —lg(S + 5) - $ lg(T; + Hi), (3.4.10) 
我 们 的 研究 将 限制 在 隐藏 部 分 相互 作用 的 情况 .这 种 相互 作用 是 由 两 个 规范 群 
SU(Ni) x SU(N2) 决定 的 . 在 这 两 个 规范 群 内 , 可 以 得 到 与 一 系列 单 态 场 的 Yukawa 
FAA AAA M(N + Ni) 和 M(N: + No) “夸克 ”表示 . 为 了 简单 , 假设 所 有 模 量 
T= = To = Ts, 和 一 个 分 别 适 合 于 规范 场 A, Ao 的 普通 单 态 场 . 在 这 种 情况 下 ， 
超 势 为 


2 
di 4Mi/Ni_—a.S 
w=) |- 0 ,A3 A. 
>| „(Tja A = + hal) (3.4.11) 


- 224 - 第 3 章 宇宙 暴 胀 的 机 制 


A a; = 8r2/Ni, Bi = 2(3N; — Mi)/Ni, di = N;(320?e)™/N:-), n(T) 是 Dedekind 
函数 , 设 定 hi = 1, 则 A HARRAH. 许多 学 者 研究 过 这 些 模型 , 我 们 总 结 一 下 
它们 的 主要 特征 : 目标 空间 的 模 对 称 条 件 必 然 导 致 y 函数 的 出 现 , 通常 与 了 有关 
的 势 确保 了 了 ~ 1.2 (在 普 朗 克 单 位 下 ) 时 最 小 值 的 存在 , 并 且 它 与 特殊 规范 群 或 者 
质量 表示 无 关 (只 要 伸缩 子 获得 一 个 VEV). 同样 , 如 果 两 个 凝聚 的 相 相 反 的 话 , 在 
S 的 虚 轴 方向 上 会 存在 最 小 值 . 最 后 , 可 以 证 明 在 S 的 实 轴 方 向 上 存在 一 个 最 小 值 ， 
它 的 合理 值 是 ReS ~ 2, 超 引力 子 的 质量 也 是 合理 值 (~ 1 TeV), 但 是 势能 总 为 负 . 
3-14 (a) 表示 一 个 典型 的 例子 . 伸缩 子 势 的 陡 度 阻止 场 在 它 的 ( 负 的 ) 最 小 值 停 
下 来 , 但 是 允许 它 越 过 最 大 值 接近 无 穷 . 

我 们 要 在 伸缩 子 场 (更 准确 地 说 是 它 的 实 部 ) 停止 在 最 小 值 前 来 研究 它 的 演化 . 
前 面 已 经 对 一 个 单一 的 指数 标 势 进行 了 解析 求解 , 并 且 得 到 了 标 度 解 . 但 是 与 更 现 
实 的 超 规范 子 凝 聚 模型 还 有 较 大 的 不 同 . 首先 , 伸缩 子 不 仅 与 引力 场 耦合 , 而 且 还 直 
接 与 物质 场 耦合 . 为 了 简单 并 避免 对 特殊 模型 的 任何 假定 , 下 面 我 们 将 忽略 此 效应 . 
其 次 , 考虑 两 种 凝聚 物 的 情况 下 , 超 势 (3.4.11) 包含 了 两 种 Res 的 两 种 不 同 的 指数 
函数 , 因此 标 势 (3.4.9) 将 包含 全 部 的 来 自 于 |W |? 的 不 同 项 . 特别 是 在 伸缩 子 中 会 
出 现 指数 函数 和 多 项 式 的 混合 项 . 最 后 , 一 个 规范 地 归 一 化 的 场 遵守 方程 (3.4.1) 中 
与 o 有 关 的 微分 方程 , 但 是 ReS 却 不 遵守 . 众所周知 , 在 超 引力 拉 氏 量 中 , 标量 场 
的 动力 学 项 为 KID Dpi, 在 Res 的 情况 下 会 引入 一 个 额外 因子 1/(2ReS)?. 
此 , 研究 伸缩 子 的 演化 就 要 对 场 $ 有 关 的 系统 求解 , 其 中 Res = eb, 或 者 说 要 对 方 
程 (3.4.1) 做 出 修正 , 来 对 非 规范 的 动力 学 项 做 出 解释 . 

所 幸 的 是 , 这 些 问 题 我 们 都 能 够 做 到 . 首先 , 我 们 注意 到 , 即使 对 两 种 凝聚 物 进 
行 仔细 微调 , 使 得 ReS 为 某 一 合适 值 时 能 够 得 到 一 个 最 小 值 , 对 于 大 多 数 的 朝 着 这 
个 最 小 值 的 演化 , 仅仅 只 有 一 个 (ai 值 最 小 的 一 个 ) 起 主导 作用 . 为 了 简单 , 在 Res 
的 演化 过 程 中 , 我 们 始终 认为 物质 场 常 数 的 最 小 值 为 

Aimin = (3Ni/di Mi) ~?’ exp(—2osSmin/Bi)/n(T)?. 

因此 , 在 所 研究 的 范围 内 , 可 以 对 超 规 范 势 做 近似 , 如 通过 第 一 种 凝聚 物 ; 此 外 , 很 
容易 证 明 在 方程 (3.4.9) P, 对 于 括号 中 的 各 项 来 说 , 正比 于 WA 的 项 起 主要 
作用 . 在 到 达 最 小 值 前 的 区 域 , 标 势 可 以 很 好 地 表示 为 


Mi -Ni)/N |? 
= di Mi Almi no e201 Res 
V6N1(2ReT)n(T)A: 


相应 地 , 我 们 只 考虑 前 面 提 到 的 主导 项 , 并 且 除 指数 以 外 让 其 他 地 方 的 ReS = 1. 
这 种 近似 的 结果 在 图 3-14 (a) 中 可 以 看 到 , 由 虚线 表示 (文中 任何 地 方 ReT = 1.2). 
这 可 以 很 好 的 证 明 , 当 研 究 远 离 最 小 值 时 ReS 的 演化 时 , 使 用 方程 (3.4.12) 仍然 是 
合理 的 . 


(3.4.12) 
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我 们 还 注意 到 , ReS 并 不 是 规范 的 归 一 化 场 . 首先 我 们 给 出 o 场 演化 的 数值 
结果 . 对 于 辐射 为 主 的 宇宙 (如 y = 4/3) 和 初始 条 件 Ho = 1, ReSy = ReSo/4, 考 
虑 ReS = ef 随 N 变化 , 已 经 在 图 3-14 (b) 中 将 结果 描绘 出 来 . 不 同 的 线 对 应 不 
同 的 ReS 初始 条 件 . 明显 地 , 第 一 阶段 的 演化 行为 与 图 3-13 中 所 表示 的 纯 指数 演 
化 很 相似 , 不 同 之 处 出 现在 ~ 11 的 指数 递减 的 数 以 后 , 这 是 最 小 值 的 出 现 所 引 
起 的 . 依赖 于 初始 位 置 的 场 可 能 会 , 也 可 能 不 会 降低 到 最 小 值 . 但 是 如 果 场 达到 标 
度 范围 , 前 者 肯定 会 发 生 , 因为 对 于 很 大 范围 内 的 Reso 值 , 所 有 的 值 都 在 最 小 值 附 
近 , 伸缩 子 将 会 停止 在 它 的 最 小 值 . 实际 上 , 在 图 3-14 (b) 中 , 只 有 项 部 的 曲线 没有 
在 最 小 值 终 止 , 它 对 应 于 场 的 近似 值 Re5o = ego, 远离 势 的 最 大 值 . 


1 1.5 2 
Re S$ N 
(a) (b) 


图 3-14 (a) KR: 关于 两 种 凝聚 物 , 描述 了 标 势 V( 以 对 数 单位 ) 随 Re S 的 变化 , 标 势 与 规 
WH SU(6) x SU(7), 以 及 物质 表示 Mi = 2 和 M = 8 有 关 ; 虚线 : 由 方程 (3.4.12) 给 出 的 
指数 近似 , (b) KF (a) 中 描述 的 两 种 凝聚 势 , Re 5 随 N 的 演化 , 其 中 Ho = 1, y = 4/3, 不 
同 的 初始 位 置 为 Re So = 0.6 (点 虚线 ), ReSo = 1 (点 线 ), Re So = 1.65 (虚线 ), ReSo = 2 ( 实 
线 ), 初始 速度 由 ReSo = ReSo/4 给 出 . 粗 实 线 代 表 方程 (3.4.18) 中 指数 势 在 标 度 范围 
(3.4.12) 的 解 


我 们 已 经 论证 了 在 势 由 方程 (3.4.12) 给 出 的 情况 下 , 如 入 = 20, MY = 
ld, Mi AM -ND/N: /V6N, (2ReT)n(T)” |?, 方程 (3.4.8) 很 好 地 表示 了 图 3-14 (b) 中 
的 标 度 解 . 就 好 像 Res 是 一 个 规范 地 归 一 化 场 ， 这 个 近似 解 对 应 图 3-14 (b) 中 的 
粗 实 线 . 

在 这 种 情况 下 , 通过 解析 地 求解 方程 (3.4.1), 我 们 将 注意 力 集中 到 解释 非 规范 
伸缩 子 场 的 标 度 行为 . 关于 归 一 化 的 伸缩 子 场 bp, 其 方程 为 


3 3 
7 = 一 3zy 十 SNET + 7zd[2zt + (1 — 23 — y3)), 


3 3 
ys = EON EEN F 7ye[2z4 + (1 — z% — y3)), (3.4.13) 
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3 
H = -aH[2z¢ +7(1— x% — 9§)], 


AP zs 和 ys 就 是 方程 (3:4.3) PHI c A y. 更 复杂 的 势 的 出 现 要 求 做 代 换 和 一 Aet. 
纯 指 数 的 情况 一 样 , 可 以 在 前 面 定义 的 两 个 不 同 阶段 对 方程 求解 . 第 一 阶段 的 解 并 
不 重要 , 因为 在 这 个 范围 内 关键 是 忽略 任何 对 势 的 依赖 , 因此 o 的 解 与 方程 (3.4.6) 
相同 . 于 是 

To 


3 26 
e 一 2(2 一 7) 十 ie 0 e—3(2—7)N 
1-2 


—/$/(2-7) 
, (3.4.14) 


Resi = Reĝo ( 

= 
式 中 Reĝ, = e%, 其 中 do 由 方程 (3.4.7) 给 出 . 第 二 阶段 标 度 范围 内 的 解 要 复杂 得 
g. 首先, 我 们 感 兴趣 的 势 的 形式 和 值 的 范围 确保 了 z,y < 1, 因此 可 以 对 H 
求解 , 以 得 到 一 般 的 结果 H = Hoe-37N/?, 并 且 再 一 次 表明 背景 场 决定 宇宙 的 演化 . 
关于 另外 的 两 个 方程 , 依照 ReS 和 新 的 变量 zs = ReS'/V6( 注 意 ys = yo) 来 改写 
它们 . 同样 考虑 x 和 y 很 小 的 近似 , 可 以 得 到 前 两 个 方程 


3 3 
1 = -22 - yas + 4f Res a, 
; 3 3 
Ys = -M4 5@sys + 37Ys- (3.4.15) 


很 明显 , 对 于 图 3-14 (b) 中 的 标 度 区 域 (如 第 二 阶段 ), 可 以 得 到 zs = ys = 0. 从 方 
程 (3.4.15) 中 的 第 二 个 方程 得 到 关于 zs 的 我 们 所 期 望 的 解 , 与 纯 指数 的 情况 类 似 


ze = E z, (3.4.16) 
然而 从 第 一 个 方程 我 们 发 现 


us = a eg (3.4.17) 


BY ys 并 没有 达到 一 个 关键 值 , 它 与 (ReS)-2 有 关 . 如 果 已 知 和 的 大 小 (> 20) MR 
们 所 考虑 的 Res 的 范围 (在 0.3 和 2 之 闻 ), W ys 与 我 们 所 期 待 的 关键 值 的 偏差 
为 ys = 3(2 — y)y/(2A?), 这 并 不 是 很 重要 , 从 图 3-14 (b) 中 可 以 明显 地 看 出 . 在 任 
何 情况 下 人 们 都 会 计算 这 种 修正 , 它 通过 因子 (N) 修正 纯 标 度 结果 . TH, 我 们 设 


2 
ReS] = “IN + xD m | 十 e(N), (3.4.18) 
将 其 带 入 方程 (3.4.17), 并 利用 ys 的 定义 (= Voe 2225 /(V3H)) 和 五 的 解 , 得 到 
2. 13 1 2VoX2 
e(N) =—ZIn Bas +l (ca) (3.4.19) 
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与 标准 的 结果 相 比 , 它 是 一 个 非常 小 的 数值 修正 ; 在 对 指数 势 而 非 最 小 运动 项 标量 
场 求 得 的 解 中 , 它 是 最 值得 注意 的 和 非常 令 人 鼓舞 的 结果 . 

当 伸缩 子 接近 最 小 值 ReSmin 时 , 纯 指 数 势 近似 地 最 终 中 断 ， 从 图 3-14 (b) 中 
可 以 看 出 , 如 果 场 在 它 的 标 度 区 域内 , 就 没有 足够 的 能 量 去 越过 势 的 最 大 值 . 但 是 ， 
它 会 围绕 最 小 值 以 指数 衰减 的 振幅 振荡 , 并 很 快 地 在 它 的 最 终 值 停 下 来 . 在 标 度 解 
方程 (3.4.18) 中 , 使 ReSr 等 于 ReSmin, 就 可 以 简单 地 估计 出 达到 最 小 值 所 要 求 的 
指数 递减 的 数值 . 我 们 得 到 

1 2Vor? 
Nain = ay { AReSini —In Brice } l (3.4.20) 

(这 里 我 们 忽 赂 了 e 修正 , 因为 这 个 结果 已 经 足够 精确 ). 因此, 一 旦 对 要 研究 的 实 
例 和 背景 作出 定义 , 就 能 得 到 Nain 实际 上 , 还 可 以 用 这 个 结果 来 计算 Amin 


V; 2 
Hmin = Hoe 27%™ = T 7 5 n ea (3.4.21) 


很 显然 , 它 与 Hy 无 关 . 在 以 辐射 为 主 的 宇宙 中 (y = 4/3), 对 于 许多 ReS ~ 2 和 
m3/2 ~ 1 的 隐藏 部 分 规范 群 , 人 们 已 经 估计 了 Nin 和 Amin, 并 且 得 到 了 几乎 不 变 
的 结果 


Nmin ~ il, 
Hmin ~ 5.107!°Mp. (3.4.22) 


假定 一 个 辐射 为 主 的 宇宙 , H x T?/Mp, 这 意味 着 Tmin ~ 1013 GeV. 对 于 这 个 结果 
的 不 变性 , 我 们 可 以 或 多 或 少 地 理解 为 将 方程 (3.4.20) 按照 超 引力 子 质 量 和 两 种 凝 
聚 的 规范 群 因子 来 改写 . 要 求 模 型 是 唯 象 可 行 的 , 就 要 固定 大 部 分 的 参量 , 这 就 使 
得 Nmin, Hmin Ñl Tmin 为 常数 . 

从 这 些 结论 我 们 可 以 估计 初始 条 件 的 范围 , 它 最 终 将 导致 一 个 稳定 的 伸缩 子 . 
只 要 场 在 其 到 达 最 小 值 以 前 进入 标 度 解 , 我 们 就 可 以 确保 它 是 稳定 的 . 其 充分 条 件 
是 , ReSo 的 初始 值 在 N = 0 的 标 度 解 和 ReSmin 之 间 , 初始 速度 使 得 方程 (3.4.14) 
的 渐进 解 Reĝo 小 于 ReSimin. 也 就 是 说 , 关于 ReSo 和 ro 我 们 可 以 得 到 以 下 限制 : 


1 | 2Vor? 


—In 


| < ReSo < ReSmin, 


A [L950(2 一 7)7 
V6 ReSmin 
0 < zo < tanh Ze — y) ln ( Res, ) | (3.4.23) 


在 图 3-14 (b) 给 出 了 一 些 例子 . 注意 到 随 着 Ho 的 减 小 , 这 个 范围 也 变 小 , 这 
和 我 们 预期 的 一 样 . 在 这 些 限制 以 外 同样 也 存在 一 些 初 始 条 件 将 会 导致 一 个 稳定 


. 298 - 第 3 章 ”宇宙 暴 胀 的 机 制 


的 伸缩 子 , 如 初始 值 在 最 大 值 和 最 小 值 之 间 , 接近 ReSo 的 下 限 , 或 者 允许 负 的 初始 
速度 . 即使 我 们 不 考虑 这 些 , 在 参数 空间 仍然 存在 一 个 大 小 相当 的 范围 , 允许 伸缩 
子 演化 到 它 的 最 小 值 并 停 在 那儿 . 

字 宙 的 暴 胀 对 应 于 y 很 小 (和 变化 ) 的 情况 . 注意 到 产生 暴 胀 的 是 正 压 流体 
我 们 不 考虑 任何 一 种 伸缩 子 驱动 的 暴 胀 . 从 方程 (3.4.18) 可 以 看 出 , 对 于 7 = 0 标 
度 解 实际 上 是 横向 的 . 可 以 得 到 大 量 关 于 这 个 解 的 指数 递减 的 量 , 来 达到 势 的 最 小 


” 值 . 此 外 , 对 于 一 些 暴 胀 模型 , 7 会 迅速 地 变化 , 在 这 些 情况 下 人 们 不 期 望 场 为 精确 


的 标 度 解 . 然而 , 只 有 少数 的 指数 递减 的 量 能 够 打开 一 个 大 范围 的 参数 空间 . 除非 
能 量 密度 完全 地 由 伸缩 子 主导 , 暴 胀 情况 下 的 准 常数 H 将 会 迅速 地 将 场 冻 结 在 一 
个 常数 值 , 这 将 导致 一 个 重新 加 热 的 标 度 解 (7 = 1). 方程 (3.4.23) 中 对 zo 的 限制 
仍然 适用 , 但 是 为 7 = 0 时 的 最 大 值 . 如 果 存 在 一 个 初始 的 小 周期 的 暴 胀 , 人 们 期 
望 参 数 空间 大 多 数 的 区 域 都 演化 到 一 个 稳定 的 伸缩 子 . 

现在 我 们 继续 分 析 伸 缩 子 场 的 宇宙 演化 . 它们 包括 一 个 单一 的 凝聚 物 , 通过 对 
Kahler 势 的 非 微 扰 修正 , 这 个 凝聚 物 趋 于 稳定 . 我 们 要 处 理 的 一 个 标量 势 , 仍然 由 

方程 (3.4.9) 给 出 , 其 中 超 势 为 

se, (3.4.24) 
对 于 SU(N) # a = 8r2/N, C = —N/(32n7e). Kahler # BARA, K = Ko + Knp, 
这 里 Ko 的 定义 在 方程 (3.4.10) 中 (关于 全 部 的 模 数 ), 非 微 扰 的 修正 被 参数 化 


Kn La Ne ， (3.4.25) 


eee ae ( 
= BVReS 5 
它 与 三 个 常数 So, D 和 BAK, 第 一 个 常数 决定 了 最 小 值 情 况 下 Res 的 值 . 
关于 非 微 扰 的 修正 , 以 下 的 表达 式 给 出 了 很 好 的 近似 : 


ee a (3.4.26) 

于 是 , 标量 势 为 
y= [ea swe, azn 
将 方程 (3.4.27) 写成 普通 的 指数 形式 V = Voe Res, 在 任何 地 方 让 ReS = 1, 得 到 
Ve ae ee E oa) gare more. (3.4.28) 


它 是 一 个 纯 指数 ,其 中 指数 与 D 的 值 有 关 . 正如 前 面 所 提 到 的 , 对 于 一 个 给 定 的 
隐藏 规范 群 , 存在 一 系列 的 (D, B) 的 值 , 使 得 V 在 宇宙 常数 为 零 的 So 处 有 一 个 
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最 小 值 . 这 意味 着 一 个 特殊 隐藏 部 分 相互 作用 的 宇宙 演化 将 会 依赖 于 我 们 所 考虑 
的 (D, B) 的 值 . 在 图 3-15 中 这 可 以 很 清楚 地 看 出 来 , 我 们 描绘 了 伸缩 子 场 的 宇宙 
演化 随 相 同 规范 群 SU(5) 下 指数 递减 的 数 N 的 变化 , 初始 条 件 为 Ho = 1,7 = 1 
ReSo = 0.15, ReSo = 0.6. 我 们 发 现 与 D 值 (为 了 在 最 小 值 So 处 得 到 一 个 零 宇宙 
常数 , 我 们 将 对 应 的 B 固定 ) 有 关 的 场 会 降 到 最 小 值 . 


“0 5 10 15 20 25 
N 


3-15 ”对 于 具有 SU(5) 规范 群 的 方程 (3.4.27) HH, Re S 随 N 的 演化 , 初始 条 件 为 
Ho = 1, y = 1, ReSo = 0.15, ReSo = 0.6. 不 同 的 线 对 应 于 方程 (3.4.28) 中 不 同 的 D 
值 : D = 1 (ARR), D = 3 (AR), D = 10 ( 实 线 ), D = 20 (虚线 ) 


对 于 前 面 的 两 种 凝聚 物 模 型 ， 可 以 就 演化 方程 [我 们 使 用 方程 (3.4.28)] 的 解 
析 解 做 类 似 的 分 析 . 第 一 阶段 的 解 与 前 面 的 一 致 [方程 (3.4.14)], 因为 由 微分 方程 
(3.4.3) 所 给 出 的 系统 与 这 个 范围 内 势 的 特性 无 关 . 对 于 第 二 阶段 , 我 们 可 以 得 到 与 
方程 (3.4.18) 类 似 的 表达 式 , 在 这 种 情况 下 入 = 2a 二 了 /5o Al Vo = eP2(DVSo + 
2a)2C2/[(4+ 3DV5S5o)722]， 关 于 指数 递减 的 数 , 它 的 表达 式 必 须 达 到 最 小 值 Nmin 
和 Hmin, 在 方程 (3.4.20) 和 (3.4.21) 中 将 表达 式 替 换 成 a 和 Vo, 同样 能 得 到 这 样 的 
结果 . 事实 上 , 在 低能 的 条 件 下 我 们 采用 了 一 致 的 唯 象 模型 (ReS ~ 2 和 m, ~ 1 
TeV), 这 就 意味 着 Nmin 和 Amin 的 数值 与 3.3 节 得 到 的 结果 很 相似 . 特别 是 , 可 以 
将 Nmin 表示 为 


Nmin = = | (522) + In Go aoe | 一 1n Geo A? a) f 


37 MP (4+ 3DVSo) 2/2 


(3.4.29) 
对 于 图 3.4.3 中 的 例子 , 即 y= 1, Ho = 1, 在 很 好 的 近似 下 可 以 得 到 几乎 不 变 的 值 
Nmin ~ 19, 它 导致 Hmin ~ 10723. 


第 4 章 ”关于 宇宙 的 加 速 膨胀 和 时空 涨 落 


在 第 二 篇 3.8 节 中 , 我 们 已 经 简单 地 介绍 了 Phantom 暗 能 量 模 型 , 由 于 Phan- 
tom 标量 场 是 一 个 动能 为 负 的 场 , 超 负 的 态 方程 参数 (w< -1) 带 来 了 许多 新 的 物 
理性 质 . 如 Phantom 标量 场 在 量子 尺度 上 的 不 稳定 性 , Phantom Ree HPS 
能 条 件 被 破坏 , Phantom 场 的 有 效 声 速 v = Vldp/dp| 大 于 光速 , Phantom 暗 能 量 
宇宙 的 能 量 密度 随 着 宇宙 的 膨胀 而 增加 导致 宇宙 未 来 的 大 破裂 (Big Rip), 等 等 . 当 
然 Big Rip 这 一 特性 并 不 是 对 所 有 的 w < -1 的 暗 能 量 模 型 都 存在 ,比如 Chap- 
lygin gas Phantom 模型 和 Brane Phantom 模型 就 没有 这 个 性 质 . 值得 注意 的 是 
尽管 Phantom 暗 能 量 模 型 是 一 个 唯 象 的 模型 , 但 在 拉 氏 量 中 动能 项 为 负 的 情况 在 
超 引 力 和 高 阶 微分 引力 理论 中 都 有 可 能 出 现 . 这 一 章 , 我 们 将 详细 地 讨论 Caldwell 
Phantom 暗 能 量 宇宙 模型 中 的 宇宙 大 破裂 和 时 空 涨 落 . 暗 能 量 的 效应 体现 为 一 种 
斥 力 , 使 宇宙 加 速 膨 胀 . 时 空 涨 落 则 体现 为 一 种 引力 效应 , 可 以 扼 制 宇宙 的 大 破裂 . 


4.1 动力 学 方程 


在 本 节 中 我 们 讨论 Phantom 暗 能 量 宇 宙 的 动力 学 方程 ， 讨 论 宇 宙 标 度 因 子 、 
能 量 密度 随时 间 的 演化 . 我 们 讨论 一 个 特殊 情况 : 假定 Phantom 暗 能 量 的 态 方程 
参数 w 是 一 个 小 于 -1 的 常数 , 并 假设 宇宙 的 能 量 只 由 无 压 物质 和 Phantom 暗 能 
量 组 成 而 忽略 成 分 很 少 的 辐射 能 量 , 且 只 考虑 空间 平 直 的 情况 . 这 时 Friedmann 方 
程 和 Phantom 的 能 量 守 恒 方 程 可 分 别 表 示 为 (Johri, 2004) 


à? 8xG saan ag \ Cg 
rT Se a (Pm + pp) = Ho 22, (2) T (2) | (4.1.1) 
a 4nG AnG k 
Pii ~~~ Pm + pp(1 + 3w)| = -3 Pep t + 3w) 
AnG É ag \ -3 
oh ee oe +1+3w (4.1.2) 
J ER nY ( a ) 
和 
pp + 3Hpp(l + w) =0, (4.1.3) 


式 中 Sen = Pm/ Pe (pe = 3H? /8xG) 和 2p = Ppl Pc 分 别 表 示 物 质 和 Phantom He BE 
量 的 无 量 纲 密度 因子 , 对 空间 平坦 的 情况 有 Rm + = 1, 上 (下 ) 标 0 表示 该 量 是 
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当前 的 值 . 由 方程 (4.1.2) 可 知 , 当 


N! + 3w > 0 (4.1.4) 
时 , & < 0, 宇宙 做 减速 膨胀 . 而 当 
N +3w <0 (4.1.5) 


时 , & > 0, 字 宙 加 速 路 胀 . 根据 方程 (4.1.4) 我 们 发 现 随 着 字 宙 膨胀 , Phantom 暗 能 
量 的 能 量 密度 将 增加 , 又 因为 物质 的 能 量 密度 随 宇宙 膨胀 减 小 , 所 以 27: 随 着 时 间 
减少 , 当 字 宙 进入 全 部 由 Phantom 暗 能 量 控制 时 期 , ?>! = 1. 因为 w< -1, 这样 
在 某 一 时 刻 必然 会 发 生 8>1+ 3w < 0 的 情况 , 即 宇宙 从 此 进入 加 速 膨胀 时 期 . 如 果 
假定 t= 如 时 字 宙 正好 由 减速 膨胀 演化 到 加 速 膨胀 即 (tm) = 0; 利用 方程 (4.1.2) 


可 得 与 tm 相应 的 红 移 zm (z= 2-1) 为 
0]- 克 | 
1+ zm = | , (4.1.6) 


显然 不 同 的 w 会 导致 不 同 的 tn 和 zm. 

下 面 我 们 分 别 来 讨论 宇宙 在 物质 控制 时 期 和 Phantom 暗 能 量 控制 时 期 标 度 因 
子 的 演化 . 我 们 先 来 研究 在 Phantom 暗 能 量 控制 时 期 (t > tm) BUS BT COMB BERK 
时 的 情况 . 因为 在 加 速 膨胀 过 程 中 有 271 + 3w < 0, 这 样 方程 (4.1.1) 可 表示 为 


å 3(1+w)/2 2°, 3w] 2 
3w 
RAZER ERRARE Se (2) = 1, 又 因为 w < 一 1 我 们 发 现 当 
p 


3w 
t> tn 时 有 Om (=) <1, 因此 可 将 式 (4.1.7) MOORE. 展开 后 再 做 积分 
可 得 


3(1+w)/2 0 „3w 
a 2 Na 
Pie | 一 T 
hi (5) Baa Mak” (Sw + 3) * | oN 


RP r= Hoy/ 29, c 为 积分 常数 . 可 见 在 方程 (4.1.8) 的 中 括号 中 除了 第 一 项 之 外 ， 


所 有 其 他 项 都 随 字 宙 膨 胀 而 减 小 很 快 . 这 样 我 们 可 以 只 保留 第 一 项 而 忽略 其 他 项 ， 
因此 宇宙 标 度 因子 在 Phantom 瞳 能 量 控制 时 期 可 近似 表示 为 


a3(1+w)/2(t) = sere +c. (4.1.9) 
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接着 我 们 来 讨论 上 < 如 时 即 在 无 压 物 质 控 制 时 期 , 宇宙 标 度 因子 随时 间 的 变 
化 . 将 方程 (4.1.2) 变形 , 我 们 得 到 
; an \ 3/2 
i mv (2) 


1/2 


kie A fos 
itae ) | (4.1.10) 


0 w 
因为 w < -1, 由 减速 条 件 (4.1.4) pees (2) < 1, 所 以 也 可 将 式 (4.1.10) 做 
二 项 式 展 开 . 积分 并 考虑 到 初始 条 件 t 一 0 时 a -， 0, 有 


1 3w 0 6w P0 
rt 一 a3/2 Ut) 5 +9) | 本 vo. (4.1.11) 


3 3(1—2w) 29, ` 4(1— 4w) \ 29 


显然 式 (4.1.11) 中 括号 中 除了 第 一 项 之 外 所 有 其 他 项 都 随 着 红 移 的 增 大 而 飞快 减 
小 , 因此 在 物质 控制 时 期 宇宙 标 度 因 子 可 近似 表示 为 
a3/2(t) = srt (4.1.12) 


由 于 宇宙 标 度 因子 是 连续 变化 的 , 这 样 利 用 式 (4.1.12) 我 们 可 以 确定 方程 (4.1.9) 中 
的 常数 c. 从 而 可 以 得 到 当 t+ > tm 时 , 有 


| a(t) |] _ 1 3/2(w + DT(t— tm) 


t—t 
=1+(w+ | ra (4.1.13) 
m 


altm) all +w)/2 (tm) 
将 式 (4.1.13) 变形 , 我 们 得 到 在 Phantom 暗 能 量 控 制 时 期 宇宙 标 度 因子 可 表示 为 
a(tm) 


a(t) = iS tw: (4.1.14) 


[—w + (1+ w)t/tm] SE | 
因为 对 Phantom 暗 能 量 1 +w < 0, 由 式 (4.1.14) BAAR a(t) 在 
wW 


t* = 一 一 一 
l+w 


tm (4.1.15) 
时 发 散 , 此 时 宇宙 的 标 度 因子 趋向 无 穷 大 . 可 见 Phantom 暗 能 量 所 控制 的 宇宙 存在 
一 个 未 来 奇 点 . 下 面 我 们 来 看 看 Phantom 暗 能 量 的 能 量 密度 和 压强 随时 间 的 演化 
情况 . 

利用 方程 (4.1.14) 和 (4.1.3), Phantom 暗 能 量 (t > tm) 的 能 量 密度 可 表示 为 


p(tm) 


ppt) = [~w + (1+ w)t/tm|2’ 


(4.1.16) 


式 中 
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1 
See 4.1.17 
P(t) 61Gt2, i ( ) 


又 由 于 pp = wpp, 可 见 Phantom 的 能 量 密度 和 压强 在 t* = Tt 时 也 发 散 . 当 
t* = Traim 时 , Phantom 能 量 密度 为 无 穷 大 而 压强 则 为 负 无 穷 大 . 因为 暗 能 量 有 


排斥 作用 , 所 有 现存 的 物质 结构 都 会 最 终 会 被 Phantom 暗 能 量 所 破坏 , 即 发 生字 宙 
的 Big Rip. 这 说 明 如 果 宇宙 由 Phantom 暗 能 量 控制 , 我 们 的 宇宙 只 有 一 个 有 限 的 
生命 . 根据 对 未 来 奇 点 的 分 类 理论 , 上 面 讨论 的 Big Rip 属于 第 一 类 未 来 奇 点 . 


4.2 ”宇宙 的 大 破裂 


由 4.1 节 我 们 已 经 知道 , MRS HA Phantom 暗 能 量 所 控制 , 则 宇宙 会 在 将 来 
的 某 一 时 刻 发 生 Big Rip. 在 这 节 我 们 讨论 Phantom 暗 能 量 是 怎样 破坏 引力 束缚 
系统 的 . 

今天 暗 能 量 正 控制 着 我 们 整个 宇宙 的 演化 , 为 了 研究 它 对 一 个 局 部 的 引力 束 
缚 系统 的 作用 , 我 们 首先 必须 找到 一 个 适当 的 度 规 , 它 能 描述 一 个 被 放 在 膨胀 背景 
下 的 点 质量 M 周围 邻近 的 时 空 , 然后 来 研究 在 这 个 度 规 下 实验 粒子 的 短程 线 方程 . 
这 个 度 规 在 小 尺度 上 对 应 着 一 个 静态 的 Schwarzschild 度 规 而 在 大 尺度 上 则 对 应 一 
个 随时 间 变 化 的 Friedmann 时 空 , 这 样 的 度 规 已 经 被 很 多 学 者 所 研究 (Nesseris and 
Perivolaropoulos, 2004). 在 牛顿 近似 下 , 这 种 度 规 可 表示 为 


ds? = (1 一 a) - dt? — a(t)? - [de? + o° - (dd? + sin? Ody?)], (4.2.1) 


式 中 是 随 动 的 径 向 坐标 . 利用 r = alt) -o 和 上 面 度 规 所 对 应 的 短程 线 方程, 我 们 
可 以 得 到 在 牛顿 近似 下 试验 粒子 的 运动 方程 


. ä\ GM 
_ (i 7 =r] -ZF +g? =0 (42.2) 
和 
rp = L, (4.2.3) 


式 中 工 是 一 常数 , 它 描 述 单 位 质量 的 角 动 量 . 这 样 在 牛顿 近似 下 试验 粒子 的 径 向 运 
动 方程 可 表示 为 


T= Paj 十 m (4.2.4) 


显然 , A (4.2.4) 中 右边 第 一 项 表示 的 就 是 宇宙 膨胀 对 试验 粒子 运动 的 影响 , 第 二 项 
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表示 的 是 离心 力 的 影响 , 第 三 项 则 表示 的 是 引力 势 的 影响 . 利用 方程 = -Hd p+ 


3p) 和 p(tm)? = wltm)? = GA, FE TALE T=, om = wmtm M E= z, 
这 样式 (4.2.4) 可 以 表示 为 为 了 书写 简单 我 们 去 掉 字符 上 的 “_") 


. we 1 2 1+ 3w)r 
六 一 -2 (1-2) +e op nO (4.2.5) 
它 表 示 在 宇宙 背景 下 , 在 质量 为 M 的 星体 外 试验 粒子 的 无 量 纲 短 程 线 方 程 . 我 们 
假定 运动 方程 (4.2.5) 的 初始 条 件 为 7(t = 1) = rmin 和 7(t = 1) ~ 0, 即 开 始 时 刻 试 
验 粒 子 做 圆周 运动 . 从 方程 (4.2.5) 可 见 , 因为 对 Phantom 宇宙 w < 一 1, 宇宙 膨胀 
作用 项 给 试验 粒子 一 个 排斥 力 的 作用 并 最 终 导 致 试验 粒子 在 某 一 临界 时 间 trip 脱 
离 星体 的 控制 , 引力 束缚 系统 破裂 . 在 表 4-1 中 , 给 出 了 w= 一 1.5 时 Phantom 暗 能 
量 宇宙 中 不 同 束缚 系统 被 破坏 的 时 间 . 可 见 半径 越 大 的 系统 , 破裂 的 时 间 越 早 . 通 
过 数值 计算 , 在 图 4-1 中 给 出 了 银河 系 中 试验 粒子 的 演化 轨迹 , 可 见 引力 束缚 系统 


表 4-1 Æ w= —1.5 的 Phantom 暗 能 量 宇 宙 中 束缚 系统 的 “Rip” 时 间 


时 间 事件 
约 15 Gyr* 现在 
trip 一 1 Gyr 是 系 团 破裂 
trip 一 60 Myr 银河 系 破裂 
trip — 3 months A ARB 
trip — 30 minutes HOPR EY 
trip 一 10-19 s 原子 破裂 
trip = 35 Gyrs 大 破裂 


* 1Gyr = 109 年 . 


银河 系 | 粒子 轨道 


41 在 w= 一 1.5 的 Phantom 暗 能 量 宇宙 中 , 银河 星系 中 试验 粒子 
随时 间 的 演化 , 可 见 在 某 一 时 刻 引 力 束缚 系统 开始 破裂 
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在 某 一 时 刻 开始 破裂 . 


4.3 Phantom Al= i KÆR 


从 前 面 的 讨论 可 知 , Phantom 标量 场 能 够 很 好 地 解释 现在 宇宙 的 加 速 膨胀 . 而 
我 们 知道 , 在 早期 宇宙 也 经 历 了 一 个 加 速 膨胀 时 期 : 暴 胀 时 期 . 根据 新 暴 胀 理论 , 暴 
胀 宇宙 是 由 慢 滚 的 标量 场 来 控制 并 以 近似 指数 形式 加 速 膨 胀 . 当 慢 滚 条 件 不 再 满 
ERT, 暴 胀 结束 ， 暴 胀 子 在 势能 最 小 处 振荡 , 将 自身 的 能 量 全 部 转化 为 热能 从 而 使 
宇宙 重新 加 热 , 这 样 宇宙 顺利 进入 辐射 控制 时 期 . Phantom 标量 场 是 否 也 能 用 来 解 
释 宇 宙 早 期 的 加 速 膨胀 呢 ? 这 一 节 , 我 们 就 来 讨论 Phantom 在 早期 宇宙 中 的 应 用 ， 
即 Phantom $k. 假定 在 一 个 均匀 且 各 向 同性 的 宇宙 中 , 存在 一 个 与 引力 最 小 耦 
合 的 Phantom 标量 场 , 由 于 Phantom 场 的 动能 为 负 , 因此 它 不 同 于 普通 标量 场 是 
随时 间 沿 势 往 下 滚动 , 而 是 随时 间 从 势能 小 的 地 方 仆 向 势能 大 的 地 方 , 所 以 要 获得 
近似 的 指数 膨胀 , 我 们 不 能 像 对 普通 标量 场 那样 来 定义 慢 滚 因 子 , ARE ee 
因子 . 者 假定 在 暴 胀 开始 时 , Phantom 处 在 势能 的 底部 , BRAS AWW (Piao 
and Zhang, 2004) 

epha = — Soha = =H (4.3.1) 
车 慢 仆 因子 满足 Jepna| < 1 和 |ôpha] < 1, 则 Friedmann 方程 和 Phantom 场 的 动力 
学 方程 可 分 别 简化 为 


H? = —V(y) (4.3.2) 
和 
3Họ -Ye) = 0. (4.3.3) 


这 样 可 以 得 到 a ~ eHt, 显然 在 慢 息 条 件 下 ，Phantom 标量 场 也 能 导致 宇宙 按 近 
似 的 指数 形式 膨胀 , 并 且 研 究 表 明 Phanom 场 的 扰动 也 可 以 产生 用 来 形成 宇宙 现 
在 物质 结构 的 标 度 不 变 谱 . 但 是 , 我 们 知道 一 般 的 标量 场 在 暴 胀 结束 时 能 自然 地 将 
自身 的 能 量 转变 为 辐射 能 量 , 从 而 使 宇宙 重 热 . 而 Phantom 场 几乎 不 可 能 将 自身 
的 能 量 转变 为 辐射 能 量 , 即使 可 以 , 由 于 辐射 能 量 密度 随 宇 宙 膨 胀 以 a-4 减少 , 而 
Phantom 能 量 密度 是 随 宇宙 膨胀 增加 的 , 因此 宇宙 也 会 很 快 的 又 进入 Phantom 控 
制 时 期 . 这 样 对 Phantom 暴 胀 , 存在 怎样 顺利 的 从 暴 胀 时 期 进入 辐射 控制 时 期 这 样 
一 个 问题 , 即 自然 退出 问题 . 虽然 在 文献 (Piao and Zhang, 2004) 中 引入 一 个 额外 
标量 场 和 虫 洞 来 解决 Phantom 暴 胀 的 退出 问题 , 但 这 些 方法 都 不 是 很 自然. 
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4.4 Phantom 字 宙 模型 中 的 时 空 涨 落 


从 4.1 节 和 4.2 节 中 , 我 们 已 经 知道 如 果 字 宙 i 是 由 Phantom RRR, RAI 
的 宇宙 将 只 有 有 限 的 生命 , Phantom 能 量 最 终 会 据 裂 所 有 的 宇宙 物质 结构 . 是 否 能 
避免 Big Rip KRÆ? Nojir 等 给 出 了 量子 效应 能 使 宇宙 避免 Big Rip, 另外 通过 
修改 原始 的 Caldwell Phantom 模型 Big Rip 也 能 避免 . 这 里 我 们 讨论 一 个 比较 自 
然 的 方法 来 避免 宇宙 Big Rip 的 发 生 , 即 Phantom 暗 能 量 控制 时 期 宇宙 自身 的 时 
空 涨 落 . 


4.4.1 ”时 空 涨 落 


时 空 涨 落 (主动 的 时 空 涨 落 和 被 动 的 由 物质 场 涨 落 引 起 的 时 空 涨 落 的 统称 ) 的 
传播 由 引力 场 的 一 阶 微 扰 方程 来 描述 , 并 且 微 扰 在 全 空间 上 的 平均 为 0, 但 由 于 它 
们 自身 带 有 的 能 量 是 微 扰 的 平方 的 函数 , 因此 在 全 空间 上 求 平均 时 不 为 0. 又 由 于 
爱 因 斯 坦 场 方程 是 一 个 非 线性 方程 , 时 空中 物质 的 分 布 是 和 背景 时 空 相 联系 的 , 这 
样 当 大 量 微 扰 在 宇宙 背景 中 传播 时 , 必然 会 影响 背景 时 空中 的 能 量 分 布 , 从 而 会 反 
过 来 影响 背景 时 空 的 演化 ， 此 即时 空 涨 落 的 字 宙 学 效应 , 它 体现 为 一 种 引力 效应 ， 
恰 与 暗 能 量 的 效应 相反 

通常 用 一 个 由 字 宙 微 扰 表示 的 有 效能 量 -动量 张 量 来 描述 时 空 涨 落 对 背景 度 规 
的 影响 . 字 宙 微 扰 一 般 可 分 为 张 量 微 扰 ,矢量 微 扰 和 标量 微 扰 . 由 于 矢量 微 扰 随 宇宙 
膨胀 是 衰减 的 , 所 以 它 的 效应 应 该 很 小 从 而 不 予 考虑 . 张 量 微 扰 导致 引力 波 的 产生 . 
关于 引力 波 在 时 空 背景 中 传播 对 时 空 背景 的 影响 在 20 世纪 六 七 十 年 代 就 有 很 多 学 
者 研究 . 他 们 发 现在 短波 近似 下 (引力 波 波长 小 于 字 宙 Hubble 长 度 ) 反 作用 可 以 看 
作 是 辐射 物质 因为 它们 的 物 态 方程 为 pew = 3pew; 但 在 长 波 近似 下 pgw © — 5 Pew. 
如 果 在 字 宙 早期 有 大 量 的 引力 波 出 现 , 它们 的 引力 效应 可 能 对 宇宙 的 演化 产生 重要 
的 影响 , 比如 能 加 快 核 合成 的 速度 和 增加 氨 元 素 的 丰 度 , 这 也 表明 在 宇宙 早期 不 可 
能 有 太 多 的 引力 波 . 在 大 多 早期 宇宙 模型 中 , 标量 微 扰 是 最 重要 的 , 因为 正 是 它 的 
存在 为 当今 字 宙 结构 的 形成 提供 了 种 子 , 因此 研究 字 宙 中 标量 微 扰 的 引力 效应 也 非 
常 重要 , 但 是 要 得 到 一 个 用 来 描述 引力 效应 的 规范 不 变 的 有 效能 量 动量 张 量 十 分 
困难 . 最 近 ， Mukhanov 等 提出 一 种 规范 不 变 的 方法 来 讨论 引力 效应 ， 这 种 方法 既 适 
用 于 标量 微 扰 也 适用 于 张 量 微 扰 . 下面 我 们 来 简单 介绍 一 下 这 种 方法 . 

考虑 一 个 空间 平 直 的 被 扰动 的 FRW 字 宙 , 其 度 规 可 以 表示 为 


ds = (1+ 26)dt? — 2a(t)(B; — S;)dx'dt — a?(t)[(1 — 20) 6;; 
+26 i; + Fij + Fj;i+ hij|dx*da” , (4.4.1) 


4.4 Phantom 宇宙 模型 中 的 时 空 涨 落 Oar. 


Af 6,U,BA E 是 标量 微 扰 , S: 和 Fi 为 横向 三 维 矢量 表示 的 是 矢量 微 扰 , hi;; 是 
三 维 无 迹 张 量 , 它 表 示 的 是 张 量 微 扰 即 引力 波 . 另外 还 假定 宇宙 中 存在 物质 场 yp 及 
其 微 扰 dy, 为 了 简单 我 们 将 度 规 和 物质 场 统一 用 9? 来 表示 , 而 它们 的 微 扰 则 统一 
用 bq? 来 表示 , 这 样 有 


q? = q + 6g°, (4.4.2) 


AF gq8 是 背景 场 , CEMA g” 在 等 时 超 曲面 上 的 均匀 分 布 部 分 , 因此 它 只 是 时 间 
的 函数 而 与 空间 坐标 无 关 ; 但 dq? 既是 时 间 的 函数 也 是 空间 的 函数 , 它 满足 条 件 


\dq*| < gg, (4.4.3) 


6gq2d37 
(6q*) = jim 4 =0, (4.4.4) 


f d3z 
V 


AP () 表示 的 是 对 空间 求 平均 , 注意 的 是 求 平均 是 对 背景 度 规 而 言 的 , 而 不 是 对 包 
含 微 扰 的 整体 度 规 而 言 的 . 
若 考 虑 一 个 无 穷 小 的 坐标 变换 


rO = +E, r=ri Zig, (4.4.5) 


这 可 以 诱导 出 一 个 对 9 的 变换 


F =e <q". (4.4.6) 


式 中 Le 表示 Lie 导数 , 显然 变量 ge 不 满足 规范 不 变性 , 如 果 用 它 来 研究 引力 效应 ， 
将 得 不 到 满足 规范 不 变 的 有 效能 量 -动量 张 量 , 为 此 Mukhanov 等 定义 一 个 新 的 变 
EQ 


Q=e'*q, (4.4.7) 


AP Lx 是 一 个 对 X 的 李 微 分 算 子 , X 是 一 个 四 维 量 X* 的 简写 , 这 个 四 维 量 并 
不 要 求 是 一 个 四 维 矢量 并 且 它 的 选择 也 不 是 唯一 的 . 一 般 可 以 用 度 规 的 微 扰 变量 
来 构造 


X" = (a(B — aE), 5%E,;), (4.4.8) 
式 中 “.” 表 示 对 坐标 时 间 的 微分 . 这 样 在 坐标 变换 (4.4.5) 下 有 


Q = elxLeg = elxqg=0. (4.4.9) 
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显然, Q 满足 规范 不 变性 . 利用 方程 (4.4.7), 我 们 可 得 
Q8 = 08 + (Lxôg") + 5(LXa8) (4.4.10) 
和 线性 微 拓 
5Q° = ôq? + Lxg®, (4.4.11) 


式 中 因为 X 是 由 度 规 微 扰 来 构成 , 所 以 有 (X) = 0. 
利用 这 个 满足 规范 不 变 的 变量 Q, 我 们 可 以 来 讨论 引力 效应 问题 . 因为 g 满足 
爱 因 斯 坦 场 方程 


G w (4) — 8nGT,v(q) = Hp (q) = 0, (4.4.12) 


式 中 Gu 是 爱 因 斯 坦 张 量 , T 是 物质 的 能 量 -动量 张 量 . 因为 在 坐标 变换 下 任意 
张 量 O(0/Ox, g(z) 满足 关系 


0(8/Aa, g(x)) = (e 6)(9/8r,g(z)) = O(8/Az, (e~“*g)(x)), (4.4.13) 
式 中 g(z) 是 度 规 张 量 , 这 样 可 以 得 到 
ex Mula) = Iw(e’*gq) = Mu (Q) = 0. (4.4.14) 
K (4.4.14) 按 微 扰 5Q* 展开 并 保留 到 二 阶 , 有 
Mpu (Q8) + Hyvalgg5Q? + 3 Auw,avlaz5Q°5Q” +0(6Q*)=0. (44.15) 


其 中 不 考虑 引力 效应 影响 零 阶 近似 应 该 满足 爱 因 斯 坦 场 方程 


Ty (Q5) = 0. (4.4.16) 
一 阶 微 扰 则 满足 线性 爱 因 斯 坦 场 方程 
Tyv,a5Q* = 0. (4.4.17) 


由 方程 (4.4.4) 可 知 , 对 方程 (4.4.15) 求 空 间 平 均 时 , 一 阶 项 6Q° WR, 但 二 阶 项 存 
在 , 这 说 明 包含 二 阶 微 扰 的 场 方程 肯定 不 成 立 , 因此 必须 考虑 这 些 涨 落 的 引力 效应 
对 原 方程 的 修正 . 被 修正 的 场 方程 可 表示 为 
Ta (Q8) =~ 5 Tw. 008Q°5Q?) = ~5 (CuratðQ SQ’) 
+4nG (Tuv, ab0Q SQ’), (4.4.18) 
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显然 这 个 表达 式 是 规范 不 变 的 , 利用 方程 (4.4.12) 它 可 以 表示 为 

Gyr (Q8) = 81G [Tv (Q0) + Tur (6Q*)), (4.4.19) 
式 中 

ry (6Q%) = =F (Thur ad5Q"5Q"). (4.4.20) 


这 个 规范 不 变 的 有 效能 量 -动量 张 量 就 表示 着 引力 微 扰 的 引力 效应 对 背景 的 作用 . 

利用 上 面 简 述 的 讨论 引力 效应 的 方法 ，Abramo 等 讨论 了 混沌 暴 胀 中 的 引力 
效应 , 他 们 发 现 长 波长 微 扰 的 引力 效应 像 负 的 宇宙 常数 并 且 能 缩短 宇宙 的 暴 胀 期 ， 
后 来 Brandenberger 利用 引力 效应 像 负 宇宙 常数 这 个 特性 来 解释 宇宙 学 常数 问题 . 
另外 , 研究 表明 Quintessence 中 的 引力 效应 能 结束 Quintessence 上 暗 能 量 控制 时 期 . 
下 面 我 们 利用 上 面 的 方法 来 讨论 引力 效应 对 Phantom 暗 能 量 所 控制 的 宇宙 以 及 
Phantom 暴 胀 模型 的 影响 . 


4.4.2 Phantom 暗 能 量 宇 宙 中 的 引力 效应 


首先 计算 Phantom 暗 能 量 宇 宙 \ 中 微 扰 的 有 效能 量 -动量 张 量 . 因为 在 膨胀 宇 
宙 中 矢量 微 扰 是 衰减 的 , 并 且 张 量 微 扰 的 有 效能 量 -动量 张 量 在 Phantom 宇宙 中 和 
在 一 般 标 量 场 宇宙 中 一 样 , 因此 我 们 只 考虑 标量 微 扰 的 引力 效应 , 此 时 有 


Tuz(0Q”) = ual (5Q*). (4.4.21) 


假定 在 t= tm 时 无 压 物 质 的 能 量 密度 和 Phantom 的 能 量 密度 相等 , 并 认为 从 此 之 
后 宇宙 就 进入 Phantom 控制 时 期 . 这 样 在 t < 如 时 宇宙 主要 由 无 压 物 质 控制 , 而 在 
t > tm 时 宇宙 则 主要 由 Phantom 暗 能 量 控制 . 另外 我 们 假定 上 < 如 时 Phantom 场 
的 引力 效应 是 非常 小 的 从 而 可 以 忽略 , 否则 宇宙 将 不 会 进入 Phantom 控制 相 , 于 是 
我 们 只 考虑 在 由 Phantom 暗 能 量 控制 时 期 宇宙 微 扰 的 引力 效应 . 由 于 在 Phantom 
暗 能 量 控制 时 期 , Hubble 常数 随时 间 增 加 , 这 样 会 导致 宇宙 的 Hubble 半径 随时 间 
减 小 , 另外 由 于 宇宙 的 标 度 因子 a 随时 间 增 长 很 快 , 因此 绝 大 部 分 宇宙 微 扰 的 波长 
都 很 快 被 拉 伸 到 Hubble 视界 之 外 , 所 以 长 波 微 扰 的 引力 效应 起 主要 作用 . 尽管 单 
个 长 波 微 扰 的 引力 效应 很 弱 , 但 大 量 的 长 波 微 扰 的 引力 效应 可 以 对 宇宙 的 演化 产生 
很 重要 的 作用 . 因此 我 们 只 考虑 长 波 近似 下 宇宙 微 扰 的 引力 效应 . 
在 牛顿 规范 下 B= E = 0, 微 扰 度 规 可 表示 为 


ds? = (1 + 26)dt? — a?(t)(1 — 2)d,;da'dz’, (4.4.22) 
从 线性 爱 因 斯 坦 方 程 , 我 们 可 以 得 到 在 牛顿 规范 下 有 


b= WV, (4.4.23) 
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因此 标量 微 扰 完全 由 2 RE, $ 叫做 Bardeen #. 在 牛顿 规范 下 有 效 的 能 量 -动量 
张 量 可 表示 为 


Tuv (6Q*) = Ty (dq*). (4.4.24) 
这 样 , 利用 方程 (4.4.20) 式 (4.4.24) 可 表示 为 
= (TY) 一 = a), (4.4.25) 


式 中 TY? GD 分 别 是 物质 场 能 量 -动量 张 量 和 爱 因 斯 坦 张 量 的 二 阶 微 扰 表达 式 . 
爱 因 斯 坦 张 量 的 二 阶 微 扰 表达 式 可 以 利用 公式 


loa 
RQ) = a 7 Rigg? = 2 |29 bgaa T 5g? (0gapluv F bguvlap OgaplvB 
—SJavius) T gy 8 (5gaule 一 dgBpla) (oop ~ iio ) 
(0gaplv T ÔJavju B a) (4.4.26) 


求 得 , 其 中 短 竖 线 表示 求 协 变 导数 , 上 下 指标 的 升降 由 背景 度 规 来 实现 . 
根据 Phantom 标量 场 的 Lagrangian 量 , 我 们 可 以 得 到 Phantom 标量 场 的 能 
量 -动量 张 量 


1 
Tw = ~8, 0800 + dv | jareaue+Y(g| (4.4.27) 


将 上 面 的 能 量 -动量 张 量 按 gg 和 6w 展开 到 二 阶 , 并 利用 公式 (4.4.26), 我 们 得 到 有 
效能 量 动量 张 量 rw 中 的 非 0 分 量 


=p ll2H (#6) - 3(6?) + 9a-2(V 62] — 5 (6g?) 


sa 2((V6p)’) + View (Sp?) + BV (Döp) (4.4.28) 


Tij = 075i; fe eo oan + 16H)({®?) + 24H( $6) + ($7) + 4(G9) 
-3 (v0)| — 492 (6?) 一 5 (6%) ~ 3a (V6p)’) + 4po0( B5¢) 


-3 ,pw (57) + 2V, (259). (4.4.29) 
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显然 , 要 得 到 有 效能 量 -动量 张 量 mv 的 值 , 我 们 必须 知道 微 扰 的 演化 , 它们 由 线性 
爱 因 斯 坦 场 方程 决定 . 对 平 直 的 宇宙 , 一 阶 微 扰 方程 可 表示 为 


—3h(h& + $) + V? S = 4rGa2670， (4.4.30) 
(hd + P') ; = 4nGa*6T?, (4.4.31) 
5) [(2h! + h?) B + D” + 3hG'] = 一 4rGa267? (4.4.32). 


其 中 对 包含 微 扰 的 Phantom 标量 场 y = po + dy, 可 得 


ÔT? = a`? (oR  — php + V pa gp), (4.4.33) 
ÔT? = —a~* yh 59.3, (4.4.34) 
STI = a-?(-gP P + poô + Vipa75y) 5, (4.4.35) 


IX «> REA n = J 1/adt 求 导数 , h =a! /a. 如 果 我 们 不 考虑 Phantom 
字 宙 中 的 其 他 物质 Friedmann 方程 可 表示 为 


-于 | A a 


H? 3 er +v). (4.4.36) 


将 式 (4.4.36) 对 时 间 求 导数 , 并 利用 Phantom 场 的 运动 方程 


öğ +3Hġ —V'(p) = 0， (4.4.37) 
可 得 一 有 用 的 关系 式 
H = 4nG¢". | (4.4.38) 
将 式 (4.4.38) 用 共 形 时 间 表 示 , 得 到 
h? —h! = —4nxnGoe. (4.4.39) 


这 样 , 由 式 (4.4.30)~(4.4.34) 和 (4.4.35), 利用 式 (4.4.39), 我 们 得 到 Phantom 上 暗 能 
量 控制 时 期 的 一 阶 微 扰 方 程 


' + hö = —4nGyjdy, (4.4.40) | 


V2 6 — 3h(hO + P') = 4nG( YB — phôp' + V,, a5¢), (4.4.41) 
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P" +3hð' + (2h’ +h?) S = —4nG(—y2 P + ypdy’ 十 oa26p). (4.4.42) 


利用 方程 (4.4.40), 可 以 将 有 效能 量 -动量 张 量 rw 中 的 dp 用 S 及 其 微分 来 表示 . 
这 样 , 要 求 出 rw 我 们 只 需求 5 及 其 导数 . 下 面 我 们 利用 上 面 的 微 扰 方程 求 B 和 
它 的 一 阶 以 及 二 阶 导数 . 用 方程 (4.4.42) 减 去 方程 (4.4.41) 并 利用 方程 (4.4.40) 和 
(4.4.37), 我 们 得 到 一 个 6 的 二 阶 微分 方程 


1 2 ES Po / 1 PO = 
rg o+2(h ak +2(h nee) 5 0. (4.4.43) 
这 个 方程 和 在 一 般 标量 场 控制 的 宇宙 中 得 到 的 微分 方程 一 致 . 引入 一 个 新 的 变量 
= (4.4.44) 


这 样 方程 (4.4.43) 可 以 表示 为 


ti 


u” — V2 一 u =0, (4.4.45) 


AF 9 = h/ap0， 如 果 我 们 考虑 平面 波 微 扰 , k ARK, 这 样 在 短波 近似 下 k? > 
0” /0, 式 (4.4.45) 中 的 第 三 项 可 以 忽略 , 容易 得 到 


ux e 圭 加， (4.4.46) 


而 在 长 波 近似 下 k? < 0" /0, A (4.4.45) 中 的 第 二 项 可 以 忽略 , EA 


u ~ C10 十 co f a = AE fanet) i (4.4.47) 
式 中 Ci, C2 和 4 是 积分 常数 . 这 样 , 我 们 得 到 在 长 波 近 似 下 
Dy, = Ax ¢ = F faat) ; | (4.4.48) 


AF A, 是 积分 常数 . 在 短波 近似 下 
Pk x po. (4.4.49) 


这 里 “.” 表 示 对 坐标 时 间 t RAF. 联合 方程 (4.4.48) 和 (4.1.14) 我 们 得 到 在 长 波 近 
似 下 


BAR = Ag, w # —5/3, 


ái { A,{1 — InX(t)] = Arz(t), w =—5/3, ae) 
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AH 6 是 积分 常数 , H 

2t 
3t 
显然 , 当 宇宙 从 tm 演化 到 trip 时 , X(t) 变化 为 从 1 到 0, z(t) 从 1 变化 到 oo. 由 
式 (4.4.51) 我 们 很 容易 得 到 当 w 4-5/3 时 


X(t) = 3 — (4.4.51) 


Ör = $k =0, (4.4.52) 
而 当 w = —5/3 时 
。 2 
b= a Dy, (4.4.53) 
和 
、 4 
Ëp = TPR YOO hla (4.4.54) 
如 果 定 义 一 个 新 变量 
2h1$64+ 6 
= a Tce 5 | (4.4.55) 


将 这 个 变量 对 坐标 时 间 求 导 , 容易 得 到 
3. oOo Po i i Po 
Sih +w)=6+2(H 2) 6+2(H-He) a. (4.4.56) 
由 方程 (4.4.43) 可 见 , 在 长 波 近 似 下 
《= 0. (4.4.57) 


这 说 明 当 波长 大 于 Hubble 半径 时 , ¢ 是 个 守恒 量 . 这 个 守恒 量 首 先 由 Bardeen 用 
一 种 完全 不 同 的 方法 求 得 , 它 在 宇宙 的 任何 时 期 都 是 不 变 的 , 这 对 研究 暴涨 宇宙 模 
型 中 密度 微 扰 的 涨 落 谱 非常 有 用 . 

有 了 上 面 的 讨论 , 下 面 我 们 就 可 以 来 计算 Phantom 暗 能 量 宇宙 中 引力 作用 的 
有 效能 量 -动量 张 量 了 .由 本 篇 第 1 章 , 我 们 知道 Phantom 暗 能 量 的 态 方程 因子 
w< 一 1, 这 导致 了 如 果 宇 宙 由 Phantom 暗 能 量 控制 , 宇宙 标 度 因子 和 能 量 密度 在 
t = wtm/(1 + w) 时 发 散 即 发 生 Big Rip, 这 说 明了 我 们 的 宇宙 只 有 有 限 的 生命 . 为 
了 说 明 引 力 效 应 对 Big Rip 的 可 能 影响 , 我 们 考虑 一 个 w 为 常数 的 Phantom ARE 
量 模型 . 利用 方程 (4.1.16) 和 p = wp, 我 们 得 到 


,2 —(w + 1)p(tm) 


p= [ow + (1+ w)t/tnl (4.4.58) 
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(—w + 1)p(tm) 
VO) = Fo + (1 + w)t/tm 2 


_ wthpltm) | -20 + we 
m 5 p z =r "m . (4.4.59) 


根据 引力 效应 对 应 的 有 效能 量 -动量 张 量 , 我 们 可 以 定义 引力 效应 对 应 的 能 量 
密度 和 压强 为 


T 
Por = T9; Phr = a (4.4.60) 


如 果 我 们 只 考虑 长 波 微 扰 的 引力 效应 , 则 方程 (4.4.28) 和 (4.4.29) 中 包含 对 空间 坐 
标 求 微分 的 项 都 可 以 忽略 , 这 样 利用 上 面 的 式 子 和 公式 (4.1.14), (4.1.16), (4.4.40), 
(4.4.52), (4.4.53), (4.4.54), 在 长 波 近似 下 表达 式 mv 可 简化 为 


(1 — w) 
—“ExGit [ow FU twee? we -5/8, 


2 1 3 | 
amare (a + ty 2) (5) = 5/ 


— Por, w # —5/3, 
Por = 2 9 (4.4.62) 


3 
oa (tp + a AA 


式 中 下 标 br 表示 引力 效应 . 如 果 给 引力 效应 的 长 波 贡 献 类 似 的 定义 一 个 态 方程 参 
数 wor = Por/ Por, WA 


Pbr = (4.4.61) 


| =f. w # —5/3, 
Wor = 2+ 32(t) — 2z(t) (4.4.63) 
14 32(t) — 22(t)?’ eSa 

显然 当 w A -5/3 时 , 引力 效应 的 长 波 贡 献 像 一 个 负 的 随时 间 变 化 的 宇宙 学 常数 ， 
这 个 结果 与 暴 胀 宇宙 学 中 的 结果 非常 相似 . 然而 对 于 w = -5/3, wor 随时 间 变 化 ， 
在 上 = 如 时 wpr = 一 3/2, MIZE t = tbrip 时 wer = 一 1. 为 了 说 明 引 力 效 应 对 整个 暗 
宇 宵 演化 的 影响 , 我 们 可 以 比较 por 和 宇宙 中 Phantom 的 能 量 密度 ppnan, 从 方程 
(4.1.16) 和 (4.4.61) 有 


—(1—w)(9?), w 天 —5/3, 
Por =} , (4.4.64) 
3 ( 


Pphan aa 十 ral 一 2) ($2), w= —5/3. 
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如 果 上 面 的 比值 为 负数 , 则 说 明 引 力 效应 将 抵消 Phantom 的 能 量 密度 , 并 且 比值 
若 为 -1, Phantom 的 能 量 密度 则 完全 被 引力 效应 所 抵消 , 字 宙 将 重新 进入 物质 控 
制 时 期 . 要 确定 这 个 比值, 显然 需要 知道 两 点 函数 (582) 的 值 , 它 能 够 通过 对 所 有 的 
0, 求 积分 而 获得 
kt 3 

(a0) = f Lae ODIA (4.4.65) 
RP ki — aiH; Hl ky = a(t) H(t) 分 别 是 红外 和 紫外 截断 . 红外 截断 可 以 选择 为 这 样 
一 个 长 度 标 度 : 在 这 个 标 度 之 上 所 有 的 涨 落 都 没有 物理 意义 . 如 果 存 在 暴 胀 时 期 
这 个 标 度 可 选 为 暴 胀 开 始 时 的 Hubble 半径 . 而 紫外 截断 ke = a(t)H(t) 是 随时 间 
演化 的 , 其 中 时 间 t 为 我 们 计算 引力 效应 时 的 时 间 | 


4.4.3 Phantom 暗 能 量 宇宙 的 结束 


为 了 简单 起 见 , 我 们 假设 宇宙 正好 在 现在 进入 Phantom 暗 能 量 控制 时 期 即 
tm ~ to. 事实 上 这 个 假设 也 比较 合理 , 因为 如 果 宇 宙 暗 能 量 是 Phantom 能 量 , W 
测 表明 宇宙 加 速 要 比 由 宇宙 常数 或 Quintessence 引起 的 发 生得 更 近 . 为 了 计算 引力 
作用 的 红外 效应 , 由 上 一 节 我 们 知道 必须 对 所 有 的 ©, 求 积 分 . 因为 在 Phantom 有 暗 
能 量 控制 时 期 , 宇宙 做 加 速 膨胀 , 这 样 将 大 量 本 来 在 视界 之 内 的 B4 很 快 拉 伸 到 视 
界 之 外 , 因此 所 有 的 红外 区 包含 两 部 分 : 第 一 部 分 是 今天 已 经 在 视界 之 外 的 ; 第 
二 部 分 是 今天 在 视界 之 内 但 在 时 间 t(t > to) 之 前 被 拉 到 视界 之 外 的 . 所 以 我 们 要 
将 Phantom 控制 时 期 r 的 值 Bpx 与 物质 控制 时 期 的 Bx 值 联系 起 来 . 对 第 一 部 
分 ， Bpx(t) 和 GBmx(to) 可 以 利用 守恒 量 CA (4.4.57)] 联系 起 来 . 在 物质 控制 时 期 ， 
w=0 E mk = 0, 我 们 得 到 


¢(Gmk) = 3 mk: (4.4.66) 


在 Phantom 上 暗 能 量 控 制 时 期 , 当 w A-5/3 时 , AA Spk = 0, 所 以 有 


5 十 3 


(pe) = ga) de (4.4.67) 
根据 ¢(Pmk) = C( Bpk), ay 
Pox = ute) Pmt. (4.4.68) 


对 第 二 部 分 , 我 们 假定 在 时 间 toy 微 扰 谱 的 波长 刚好 等 于 Hubble 半径 , 其 中 时 
间 ty 由 a(ty)H = 决定. 方程 (4.4.49), (4.4.58) 和 (4.4.50) 给 出 了 5 在 波长 大 
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于 和 小 于 Hubble 半径 时 随时 间 的 演化 . 利用 这 些 方程 , 我 们 可 以 将 Bbx(t > tu) R 
示 为 
i 
%(t) = Prat (to) oe F OF wt) A Fa Taal 
而 当 w= —5/3 时 , 从 方程 (4.4.48), 我 们 得 到 物质 控制 时 期 在 长 波 近似 下 Bmx = 


= Ak, 这 样 利用 方程 (4.4.50), 对 那些 现在 波长 大 于 Hubble 半径 的 模式 , 有 


(4.4.69) 


P(t) = 5 = Bax (to)z(t). (4.4.70) 
而 对 那些 现在 波长 小 于 Hubble ee t(t > to) 超过 Hubble 半径 的 模式 ， 
利用 方程 (4.4.49), (4.4.58) 和 (4.4. 50), 我 们 得 到 
x'(to) z(t) 
x’ (ta) z(t) 
根据 对 宇宙 微波 背景 各 向 异性 和 涨 落 谱 的 观测 结果 , 我 们 可 以 假设 今天 密度 涨 
落 谱 的 结构 为 


Dok(t) = Px (to) (4.4.71) 


入 
P(k) = Bni lto)? = C ( : ) | (4.4.72) 


2 kcoBE 

式 中 kcoss = aaoHo, C1? = 10-5, a & 7.5. 综合 探测 器 Maxima-1, Boomerang 
和 COBE 对 宇宙 微波 背景 各 向 异性 观察 的 结果 并 估计 系统 误差 , 蓝 谱 倾 斜率 应 该 
在 区 域 0 < 入 < 0.27, 最 近 的 数据 表明 这 个 上 限 要 稍微 小 于 WMAP 的 结果 (Jaffe 
et al., 2001). 将 方程 (4.4.68), (4.4.69) 和 (4.4.72) 代入 到 方程 (4.4.65) 中 , 我 们 得 
到 , 5 w # -—5/3 时 


CIORI rr kà-ldk 


(3w + 5)? (xao Ho)> 
Ct ke ķà-1 
r 一 , (4.4.73 
z (aaoHo)* 人 [一 to + (1+ wta}? atg, ( ) 


AF g 指 的 是 第 一 个 积分 , 而 go 指 的 是 第 二 个 积分 , 计算 可 得 


25C(w+1)” +1)? 25C(w + 1)” +1)? 
= Bw + 5)? (3w + 5)?(aaoHo)* f° kò- ldk = = (3w J 5)2 一 -一 一 一 一 户 ， (4.4.74) 


这 里 我 们 定义 了 


H 
fi = i (4.4.75) 


A taraji — k3(aoHo)~>], A # 0. 
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因为 暴 胀 e-folding 数 N 大约 为 60 ~ 70, 这 说 明 In(aoHo/ki) ~ O(10'). 另外 ， 
AC~10-!9, 所 以 有 gi <1. 


Ct kt kà- 1 
= A 人 [—wto + (1+ ial 
E (1+ 3w) + t situs AW? 
于 i} 
(4.4.76) 
显然 在 开始 时 (t ~ to) go ~ 0, 但 它 随时 间 增 长 并 当 t= trip 时 达到 无 穷 大 . 因此 


在 讨论 引力 效应 时 我 们 可 以 忽略 gi. 
对 于 w = -5/3 的 情况 , 将 方程 (4.4.70)~(4.4.72) 代入 方程 (4.4.65), 有 


(a(t?) = oi ae ld + ae: T kò-1 


rR R 
SoBe Jko 2(tH)?x(tH)? 


= nee J5 fit halt) ; (4.4.77) 


式 中 
kt kà- 1 
Alt)= a i saara 
LAUH) 


=2a~*(1 + Me ?+N) Fil2(1 + A)z(t)] 一 Eo (4.4.78) 
式 中 Bi(z) 为 指数 积分 函数 . 4 x 一 oo 时 Eilr) 可 展开 为 
Bi(z) ~ e(z! +r? 十 …)， (4.4.79) 
这 样 当 上 接近 tip 时 , 我 们 有 
poor [AO | an 


因为 上 面 的 结果 在 Big Rip 时 趋向 无 穷 大 , 我 们 可 以 忽略 方程 (4.4.77) 中 的 =f 
项 . 这 样 利用 方程 (4.4.64), (4.4.73), (4.4.76) 和 (4.4.77), 可 得 
(1+3w)(l-w) C 于 区 > 
| tatw] -1), 
ie w 4-5/3, (4.4.81) 
EC [1 +S2(t) — e(t)? falt), w= -5/3 
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从 式 (4.4.81) 可 见 , 对 w 4 一 5/3 的 情况 , 因为 w< 一 1, 所 以 能 量 密度 的 比值 一 
直 为 负 , 并 且 在 Big Rip 发 生 之 前 t 一 tbrip 达到 -1. AM, 当 w = —5/3 时 , 这 
个 比值 在 现在 是 正 的 并 会 在 一 段 时 间 内 保持 为 正 值 然后 再 变 为 负 值 . 在 图 4-2 中 我 
们 给 出 了 能 量 密 度 比值 随 t/to 的 演化 曲线 , 由 图 可 知 大 约 在 t = 1.81to 时 , 这 个 比 
值 都 变 为 负 值 . 这 说 明了 在 w = -5/3 的 情况 , 引力 效应 在 开始 一 段 时 间 内 加 强 了 
Phantom 暗 能 量 产生 的 效应 , 然后 再 抵消 它 . 在 t= tip 时 , 这 个 比值 趋向 无 穷 大 . 
因此 , Phantom 暗 能 量 控 制 时 期 将 会 在 Big Rip 之 前 被 引力 效应 终止. 


图 42 w=-1.5 Al w= —5/3 时 ppr/pphan 在 Phantom 控制 早期 
随时 间 t/to 的 演化 曲线 图 中 参数 被 选 定 为 A = 0.27,a = 7.5,C = 107! 
并 且 纵 坐标 的 标 度 为 1071 


在 图 4-3 中 我 们 给 出 了 能 量 密度 比值 随 t/to 在 接近 Big Rip 时 间 的 一 段 时间 内 
的 演化 曲线 , 由 图 可 见 在 Big Rip 发 生 之 前 , |ppnan/Porl 的 值 达到 -1( 即 lg(|pphan/ 
pbr|) WS), 这 说 明 引 力 效应 在 Big Rip 发 生 之 前 能 完全 抵消 Phantom 暗 能 量 , 从 
而 阻止 Big Rip 的 发 生 . 虽然 在 图 上 看 来 这 个 时 间 离 trip 很 近 , 但 因为 t 如 (15Gyr) 
RK, 引力 效应 还 是 能 在 离 Big Rip 比较 远 的 时 间 来 结束 Phantom 暗 能 量 的 控 
制 , 在 表 4-2 中 我 们 给 出 了 一 些 数 值 结 果 . 下 面 我 们 来 做 一 些 详细 的 理论 推导 . 对 


w # —5/3, 当 rate ~ —1 IN, Phantom ARR SHAR, 这 样 我 们 有 
phan 
eS Tag 


WREN t = tbrip — t, ERAN Phantom 暗 能 量 宇宙 结束 的 时 间 离 Big Rip 发 
生 的 时 间 还 有 多 久 , WA 


(4.4.82) 


to (eee pw 
+1l fe 


(1+3w)(l-—w) .C 


. (4.4.83) 


t = tbrip —t = — 


3(1+w 
to penn a ee 


1 十 人 也 (l+3w)(l-w) C 
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E w 不 变 , 显然 t 随和 的 增加 而 增加 , 这 说 明 引 力作 用 大 小 正比 于 涨 落 谱 的 倾斜 
率 . 如 果 涨 落 谱 为 标 度 不 变 谱 , 即 入 = 0, 引力 效应 对 Quintessence 很 微弱 , 但 在 
Phantom 情况 , 方程 (4.4.83) 表明 它 仍然 能 产生 很 强 的 效应 以 致 能 结束 Phantom 
暗 能 量 所 控制 的 宇宙 . 当 w = -5/3 时 , 方程 (4.4.81) 不 能 给 出 一 个 严格 的 解析 结 
果 , 因此 只 能 用 数值 的 方法 . FER 4-2 中 , 我 们 给 出 了 w A -5/3 Al w= -5/3 时 的 
数值 结果 . 


lg (|pphan/ Por|) 


2.99 2.992 2.994 2.996 2.998 3 


lg (|Pphan/ Pbr|) 


43 4w=-1.5 和 w= 一 5/3 时 lg(|pphan/pbrl) BË t/to 
的 演化 曲线 , 其 中 参数 被 选 定 为 入 = 0.27,a = 7.5,C = 107". 
横 坐 标的 步 长 为 0.0005 并 且 to ~15Gyr 


通过 对 比 表 4-1 和 表 4-2, 我 们 发 现 Phantom 暗 能 量 宇宙 的 引力 效应 能 够 阻止 
宇宙 Big Rip 的 发 生 . ABE w = 一 1.5, 从 这 两 个 表 可 见 虽 然 比 太阳 系 更 大 的 星系 
都 会 被 Phantom 暗 能 量 所 破坏 , 但 是 太阳 系 以 及 比 它 小 的 星系 都 会 被 保存 . WH 
和 RK, Phantom 暗 能 量 宇宙 被 结束 得 越 早 . 当 入 一 co 时 , 我 们 发 现 对 w 4-5/3 
和 to = 15Gyr 的 情况 t ~ 13Gyr, 这 说 明 在 这 种 极限 情况 下 引力 效应 不 能 阻止 
Phantom 暗 能 量 字 宙 的 出 现 . 另外 若 固 定 和 , 我 们 发 现 w BK, Phantom 暗 能 量 字 
宙 被 结束 得 也 越 早 . 
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表 4-2 Phantom 相 结束 时 距 宇 宙 Big Rip 的 时 间 
w t’(yr)(A = 0) t'(yr)(A = 0.27) 
—1.1 4.2 x 108 6.4 x 108 


is 
—1.5 
-5/3 
te 
=j 


9.6 x 105 
5.1 x 108 
3.4 x 105 
3 x 10° 


1.9 x 107 
5.2 x 106 
2.7 x 106 
2 x 108 


2.4 x 10° 1.3 x 108 


注 : 其 中 参数 为 to = 15Gyr,a = 7.5,C = 10710 


4.4.4 Phantom 暴 胀 宇宙 中 的 引力 效应 


Mukhanov 等 (1997) 指出 , 在 通常 标量 场 引起 的 暴 胀 宇宙 中 , 当 满 足 一 定 条 件 
时 , 长 波 的 引力 效应 是 可 能 结束 暴 胀 过 程 的 ,， 是否 在 Phantom 暴 胀 宇宙 中 长 波 的 
引力 效应 也 能 达到 这 样 的 效果 呢 ? 如 果 能 , 我 们 就 可 以 利用 Phantom 和 宇宙 中 长 
波 的 引力 效应 来 解释 整个 宇宙 的 演化 : 在 宇宙 极 早 期 即 暴 胀 时 期 , 宇宙 由 Phantom 
能 量 控制 , 宇宙 做 近似 的 指数 膨胀 , 这 样 能 解决 标准 宇宙 模型 中 的 几 个 疑难 . 当 暴 
胀 持续 一 段 时 间 后 , 由 于 大 量 的 宇宙 微 扰 都 被 拉 到 Hubble 半径 之 外 , 长 波 的 引力 
效应 将 导致 暴 胀 宇宙 的 结束 , 由 于 产生 大 量 的 引力 波 以 及 Curvaton 效应 , 宇宙 被 
重新 加 热 从 而 进入 辐射 控制 时 期 , 然后 进入 物质 控制 时 期 . 由 于 在 辐射 和 物质 控制 
时 期 宇宙 做 减速 膨胀 , 长 波 微 扰 慢 慢 进入 Hubble 视界 , 这 样 长 波 微 扰 的 引力 效应 
慢 慢 减弱 , 被 引力 效应 抵消 的 Phantom 能 量 又 重 据 优势 , 最 终 导致 宇宙 又 进入 加 速 
膨胀 时 期 . 其 实 , 现在 的 加 速 膨 胀 可 以 看 作 下 一 个 暴 胀 的 开始 , 而 这 个 暴 胀 最 终 又 
被 引力 效应 所 终止 . 

因为 在 暴 胀 模型 中 , 波长 以 指数 的 形式 被 拉 伸 , 所 以 红外 模式 的 相 空 间 快 速 增 
长 , 而 Hubble 半径 近似 不 变 , 因此 我 们 可 以 认为 长 波 的 引力 效应 增加 并 起 主要 作 
用 . 在 牛顿 规范 下 , 包含 标量 微 扰 的 度 规 也 可 由 方程 (4.4.22) BH, 其 中 Oo = y 
为 Bardeen 势 . 在 暴 胀 宇宙 中 , 表示 引力 效应 的 能 量 -动量 张 量 也 由 式 (4.4.28) 和 
(4.4.29) 表示 . 因为 由 式 (4.4.43) 可 知 , Phantom 宇宙 中 Bardeen 势 5 的 二 阶 微分 
方程 和 通常 标量 场 宇宙 中 一 样 , 所 以 在 Phantom 暴 胀 宇宙 中 , 在 长 波 近似 下 
Arm? y” 
16m V?’ 


AF A, 为 积分 常数 , V A Phantom 标量 场 的 势 函数 . HR (4.4.84), 45 e BTS 
条 件 , BANA 


Ph x 一 (4.4.84) 


. 2V fy" Ve 
na (ZY 6 (asa 
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和 


m2 ( yr vy" VV?2 i) 
k Z 天 -一 


woy ya y> 
因为 5p 和 6 之 间 可 由 一 阶 爱 因 斯 坦 方程 组 中 的 0i 方程 来 联系 


。 47r . 
+ H = -ma POOP: 


所 以 gp 可 用 © 来 表示 , 这 样 , 我 们 可 以 得 到 


V y" y! 
nee |- + m (页 - 7) 


V 
me (S yr y" Tz) | 


n" 1 1:\2 
wman- gya a -a(%) 


ta ly 3 patsy y 
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(4.4.86) 


(4.4.87) 


(4.4.88) 


(4.4.89) 


将 式 (4.4.85), (4.4.86), (4.4.88) 和 (4.4.89) HAS (4.4.28) 和 (4.4.29), 并 和 前 面 一 
样 定义 por = 区 ,por = -5 地 来 表示 Phantom 暴 胀 宇宙 中 引力 效应 对 应 的 有 效能 量 


密度 和 压强 , 可 得 


vv" me fa A IVY A ae 
p= [2v (Te -2) + Qn e (sv -aV VA ) + 


yu y" 3y’4 gy" y2 1 7V"? yu V’ 
-av av av ay + T) 


mê y’3 3V" V’ 3y "2 > 
= 44 aan ae mae |e 


VV") m fyn _ TV? TAN ae 
p=|2v (2- oar) +52 (v"- ev t apr) + pe 


aV 3v3 t 24V2 oav + 3V 
6 2 
mp (元 3VYwT' yor 3y" 2 B v”) ay 


yu y" y’4 25V" y’? 3 1 y "2 yu y’ ) 


192r3V\Y2 V y 


y's 


ya 


(4.4.90) 


ys 
2V?2 


(4.4.91) 
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因为 只 有 红外 模式 被 考虑 , 所 以 所 有 包含 对 空间 坐标 求 微分 的 项 都 被 忽略 了 . 又 因 
FEMA Phantom 暴 胀 过 程 中 宇宙 背景 的 能 量 密度 为 pbg ~ Vo), 所 以 有 
pbr N Vv" m2 5y” 3y/2 7V’2 m4 ys 
++ ae a 
yy" 3y'4 3V"y B 17V”2 yy 
VV Bvt + ys” av? * a) 


6 13 myst 12 2 


192x3V2\V? V V' 
和 上 一 节 中 讨论 的 一 样 , 如 果 上 面 的 比值 为 负 , 则 长 波 的 引力 效应 将 抵消 Phantom 
能 量 , 若 比值 达到 一 1， 则 Phantom 能 量 完全 被 抵消 , 这 样 Phantom 暴 胀 将 结束 . 
由 于 大 量 的 引力 波 被 产生 和 一 些 轻 的 标量 场 将 自身 的 能 量 转化 为 辐射 能 量 , 宇宙 由 
Phantom 暴 胀 顺利 进入 辐射 控制 时 期 . 显然 要 确定 这 个 比值 , 我 们 首先 应 该 来 计算 
Phantom 暴 胀 宇宙 中 的 两 点 函数 (97), 它 可 以 通过 对 所 有 傅 里 叶 模 Bi 求 积 分 来 
获得 


ke 
(8?) = | | orak | Pk l (4.4.93) 


AP ki = H(tijalti), 其 中 ti 表示 暴 胀 开始 的 时 间 . AA Phanom 宇宙 中 5 满足 
的 微分 方程 和 普通 标量 场 一 样 , 因此 我 们 假定 Bi 的 值 和 普通 标量 场 引 起 的 暴 胀 宇 
宙 中 一 样 , 这 样 当 ki < 大 < ki 时 有 (Mukhanov,1992) 


3, H? 12 3/2 
Bk = (£ ) € ‘| adt) = eT (=) , (4.4.94) 
k/m \ H Jim \@ skamp tu (k) 


AP th(k) 表示 标 度 k 穿 过 Hubble 半径 的 时 间 , 这 样 我 们 可 得 


(6) = av f i (ra), dink. (4.4.95) 
”因为 
Daren +dlnH, (4.4.96) 
FH dln H = -ephadlna 可 以 忽略 , 又 因为 由 式 (4.3.2) 和 (4.3.3) 可 得 
ee (a J Lap) | (4.4.97) 
由 式 (4.4.97) 有 


8T V 
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这 样 , 我 们 得 到 


1 yA at y3 4 y'4: yp y4 
2\ — = 


显然 要 讨论 具体 的 引力 效应 的 大 小 ， oe Phantom 4ehk 
模型 , 即 具体 的 Phantom 势 . 下 面 我 们 就 以 混沌 暴 胀 V(p) = sm 2p2 模 型 为 例 来 讨 
论 Phantom 暴 胀 中 的 引力 效应 . 

混沌 暴 胀 : 因为 在 混沌 Phantom 暴 胀 中 场 |p| 随时 间 的 演化 而 增 大 , 所 以 
一 旦 慢 爬 条 件 在 暴 胀 开始 时 刻 ti 满足 , 它 将 永远 满足 这 也 说 明 Phantom Rik 
不 像 普 通 的 暴 胀 模型 那样 能 顺利 地 从 暴 胀 出 来 进入 辐射 控制 时 期 . 慢 爬 条 件 要 求 


p > mmp/V4r, 我 们 假定 在 Phantom 暴 胀 开始 时 刻 有 pi = mp/V4r. 将 混沌 暴 胀 
势 带 入 方程 (4.4.99) 中 我 们 得 到 


2 6/+. 
(8?) = aot (1 一 a) . (4.4.100) 


利用 上 面 的 表达 式 、 混沌 暴 胀 势 以 及 式 (4.4.92), 可 得 


t 6 ti 2 2 
二 入 一 ae ) i- Aa E i (4.4.101) 
显然 当 Phantom 场 满 足 
wa 
y(t) > TE = (4.4.102) 


RY, Phantom 骏 胀 将 能 够 被 引力 效应 所 终止 . 


第 四 篇 ”量子 宇宙 学 


在 第 三 篇 中 我 们 谈 到 暴 胀 宇宙 i 学 可 以 解释 标准 宇宙 模型 中 的 视界 问题 、 平 直 
性 问题 和 磁 单 极 问题 . 它 已 经 把 我 们 带 到 了 t = 10-35s 的 宇宙 极 早 期 ,已 接近 于 宇 
宙 的 开端 . 剩 下 的 一 个 问题 就 是 宇宙 的 创 生 了 , 这 是 量子 宇宙 学 要 回答 的 问题 . 

广义 相对 论 宇宙 学 是 建立 在 爱 因 斯 坦 引力 理论 基础 上 的 . 严格 地 说 , 量子 宇宙 
学 应 该 建立 在 量子 引力 理论 的 基础 上 . 然而 , 至 今 人 们 还 未 能 建立 一 个 令 人 满意 的 
量子 引力 理论 . 尽管 如 此 , 人 们 仍然 可 以 根据 已 经 了 解 的 量子 引力 的 某 些 特 征 , 去 
寻找 各 种 途径 , 尝试 解决 量子 宇宙 学 的 主要 问题 宇宙 的 创 生 问题 . 20 世纪 80 
年 代 初 , 霍金 (Hawking)、 维 林 金 (Vilenkin) 等 提出 用 宇宙 波 函 数 来 描述 宇宙 的 量 
子 状态 , 而 宇宙 波 函 数 满足 宇宙 动力 学 方程 一 一 惠 勒 - 德 维特 (Wheeler-De Witt) 
方程 . 这 样 , 只 要 确定 宇宙 的 边界 条 件 , 便 可 定量 地 研究 宇宙 的 创 生 问 题 了 . 

对 于 宇宙 波 函 数 的 选择 和 宇宙 边界 条 件 的 确定 ， 哈 特 -霍金 (Hartle-Hawking) 
和 Vilenkin 分 别提 出 了 不 同 的 方案 , 这 两 个 方案 构成 了 目前 量子 宇宙 学 中 的 两 个 
学 派 . 他 们 虽然 都 可 以 解决 宇宙 的 创 生 问题 , 但 它们 的 理论 本 身 差异 甚大 , 争论 相 
当 激 烈 . 下 面 我 们 先 讨 论 哈 特 -霍金 的 方案 , 然后 讨论 Vilenkin 的 方案 . 
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在 量子 宇宙 学 中 , 字 宙 的 状态 由 宇宙 波 函 数 来 描述 , 由 这 个 波 函 数 可 确定 宇宙 
按 特征 量 分 布 的 几率 幅 . 在 量子 力学 意义 上 讲 ， 这 种 描述 是 完备 的 .在 哈 特 -霍金 
理论 中 , 可 以 自然 地 给 出 宇宙 边界 条 件 , 所 以 能 够 得 到 一 个 自治 的 宇宙 . 在 这 样 的 
理论 框架 下 , 人 们 的 任务 是 给 出 宇宙 按照 对 观测 有 兴趣 量 分 布 的 宇宙 波 函 数 . 哈 
特 - 霍 金 采用 了 欧 氏 (其 中 时 间 为 纯 虚 数 ) 路 径 积 分 表述 . 


1.1 量子 引力 的 路 径 积分 表述 


在 量子 力学 中 , 所 有 的 物理 定律 都 可 以 用 路 径 积 分 形式 来 表述 . 对 于 单个 粒子 
系统 , 粒子 可 以 从 事件 (21, t1) 经 由 任何 路 径 到 达 事 件 (x2, to), 每 个 路 径 的 权重 为 
exp(iJ), 其 中 了 是 系统 的 作用 量 . 于 是 , 粒子 由 点 (21, t1) 到 达 点 (22,t2) 的 几率 
EA 


(xo, t2|£1, t1) = f szexpii), (1.1.1) 


式 中 的 泛 函 积分 是 对 连接 (z1,t1) 和 (ro, to) 的 所 有 路 径 进 行 的 . 这 一 表述 同样 可 
用 于 量子 场 论 . 我 们 把 场 yz) 看 作 场 构 形 空间 的 坐标 , 则 事件 便 可 由 点 (ole), t) 给 
出 . 其 含义 是 在 时 刻 t 场 具有 构 形 O(c). 于 是 , 场 由 (¢1(z), ti) 到 (加 (z), 妇 ) 的 几 
率 幅 为 

PRAETTE ENTE / 5¢(a, t) exp(il), (1.1.2) 


式 中 积分 沿 构 形 空间 中 连接 (61 (x), t1) 和 (¢o(x), te) 的 所 有 路 径 进 行 . 这 样 , 只 要 
作 代 换 (x,t) 一 (lx), t), 对 单 粒子 系统 的 讨论 和 对 场 的 讨论 便 在 形式 上 完全 一 样 

作为 量子 理论 的 起 点 , 是 通过 在 适当 的 构 形 空间 给 出 系统 的 波 函 数 , 从 而 确定 
系统 的 状态 . 波 函 数 的 构造 要 从 它 的 几率 解释 出 发 , 可 以 写成 形式 


Vz,t) =N f 5x(t) exp(il[x(t)]), (1.1.3) 


AF N 是 归 一 化 因子 , 由 系统 的 初始 准备 给 出 , 积分 是 沿 一 类 路 径 进 行 的 , 这 类 路 
径 是 从 (x,t) 出 发 并 按 前 面 所 述 的 方式 加 权 . 

A (1.1.3) 并 不 是 好 的 定义 , 因为 在 一 般 情况 下 式 (1.1.1) 和 (1.1.2) 中 的 路 径 
积分 可 能 发 散 . 为 了 解决 这 一 问题 , 只 要 将 时 间 轴 在 虚 平 面 上 顺 时 针 转 到 虚 时 间 轴 
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(t > ir), 并 且 考虑 到 一 -oo 时 对 系统 的 准备 对 应 于 7 一 -oo. 按照 这 种 程序 , 单 
粒子 系统 的 基态 波 函数 应 构造 为 


V(rz,T) = N | izexp(-ITle(n)) (1.1.4) 


AP I(z(7)) 是 所 谓 欧 氏 作用 量 , 它 是 通过 作 代 换 tir 并 调整 一 个 整体 符号 (使 
其 为 正 ) 得 到 的 . 可 以 看 出 , 如 果 elr) 是 正定 的 , 则 路 径 积分 (1.1.4) 便 是 收敛 的 . 
将 所 得 波 函 数 解析 延 拓 到 实时 间 轴 , 便 可 得 到 物理 结果 . 

A (1.1.4) 可 直接 推广 到 量子 场 情况 , 系统 的 基态 波 函 数 具有 形式 


p(z), T) =N J p(x) exp(—I[(z))). (1.1.5) 
我 们 希望 将 同样 的 表述 用 于 量子 引力 . 在 广义 相对 论 中 , 引力 场 即 度 规 张 量 场 . 
一 个 紧 致 的 四 维 流 行 时 空 度 规 可 表示 为 
ds? = —(N? — N,N*)dt? + 2Njdz'dt + hijdzx'dz’, (1.1.6) 
AP N 是 时 移 (lapse) 函数 ,Ni 是 位 移 (shift) 函数 , hi; 是 三 维 类 空 超 曲面 上 = const 
ERARE. N, Ni hi; 均 为 时 空 坐标 的 函数 ; h;; 作为 自由 度 构 成 一 个 无 限 维 的 
超 空间 , 而 N 和 Ni 可 以 通过 适当 的 广义 变换 消去 , 因此 它们 不 构成 物理 的 自由 度 . 
下 面 证 明 式 (1.1.6). 首先 , 我 们 在 时 空 流 形 中 引入 一 个 类 空 超 曲 面 , 在 其 上 任 一 点 
(zi,t) 引入 法 矢 na AYR Xe = X4, 它们 满足 关系 
ed A GEW), 
gabn ne 一 一 | (类 时 )， 
{nert} 构成 一 个 局 部 4 标 架 . 设 超 曲面 在 时 空中 连续 变形 , 广义 变形 矢量 为 


wen 2 xm, =X 


它 在 局 部 4 标 架 上 分 解 为 
Ne = Nn? + N? X. 
式 中 的 类 时 分 量 就 是 前 面 说 的 时 移 (lapse), 类 空 分 量 NE 即 为 位 移 (shift). 由 于 
ds? = gitdt2 十 2gitdzidt 十 gijdzidz7， 
有 


OX* 8x® 
= —_—__g,, = N*N°q, 
Jtt pt Ot Jab Jab 
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=N° N? (hab — nans) = NŻN; — N?. 


实际 上 
NON? (hab 一 manb) = NaN°h? — N? 
=(Nna + N’ Xa i)(Nn? + N*X?)hg — N 
=(Nna + NiXai)(0 + N X?) — N? 
=N'N, — N?. 
类 似 地 有 


git = XEN’ gap = n X N’ (hap 一 Nans) = Ni, 
Jij = X?X} gab = = X?X} (hap = NaNp) = hij, 


由 此 即 可 得 到 式 (1.1.6). 

关于 时 间 t, 在 广义 相对 论 (经 典 ) 宇宙 学 中 是 用 的 世界 时 , 它 是 宇宙 的 内 豪 属 
性 . BR, 当 研 究 量 子 宇宙 学 时 , 任何 测量 系统 本 身 作 为 宇宙 的 一 部 分 也 必须 量子 
化 , 因此 独立 的 时 间 便 完全 失去 了 意义 . 这 样 , 构 形 空间 的 坐标 应 该 只 有 hij, 若 还 
存在 物质 场 $, WAL (hij, >) 描述 . 于 是 , 宇宙 由 三 维 类 空 超 曲面 hi, (READ $) 
跃迁 到 类 空 超 曲面 内;( 其 上 有 场 o) 的 跃迁 几率 幅 可 表示 为 


(hij, 9' |hij, H) = J 6[guv， 由 exp(il[gyv, ?)|). (1.1.7) 
与 一 般 量子 系统 的 处 理 相 类 似 , 量子 引力 系统 的 波 函 数 可 表示 为 
Vlhi;, o] = N | Squ6dexp (illo 4) 7 (1.1.8) 


AP 是 归 一 化 常数 , 积分 区 域 C 是 构 形 空间 中 连接 点 (his, p) 和 初始 点 的 所 有 
路 径 . 系统 的 基态 波 函 数 具有 形式 


V [hij, $) = N | gub exp(-Ilour $l), (1.1.9) 


A Igu, | 是 欧 氏 作用 量 . 

我 们 期 望 , 波 函数 (1.1.9) 应 应 满足 一 个 类 似 于 莅 定 调 (Schrédinger) 方程 的 宇 
宙 动 力学 方程 ， 下 面 我 们 将 得 到 这 样 一 个 方程 , 它 被 称 为 惠 勒 - 德 维特 方程 (W-D 
方程 ). 

在 单 圈 (也 称 为 半 经 典 的 WKB) 近似 下 , 式 (1.1.9) 具有 形式 


Vlhij, $) = N >_ Biexp(—), (1.1.10) 
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式 中 五 是 第 i 个 满足 最 小 作用 量 原理 的 经 典 欧 氏 作 用 量 , N 是 归 一 化 常数 , B; 是 
对 经 典 轨道 的 涨 落 . 


1.2 ”宇宙 动力 学 方程 
我 们 首先 给 出 广义 相对 论 的 哈密 顿 形式 . 为 此 , 引力 场 的 作用 量 取 为 
万 = T= ah d‘z,/—g(R— 2A) +2 | doViK | (1.2.1) 
N aM 


式 中 中 括号 内 第 二 项 的 引入 是 为 了 抵消 第 一 项 在 变 分 时 出 现 的 表面 积分 项 . 实际 
E, 第 一 项 在 对 gu 变 分 时 给 出 的 表面 积分 项 为 


1 
一 Q HY H a'a 
Al, Tr [ (ATL ATA iia (1.2.2) 


积分 是 在 时 空 流 形 M 的 表面 OM 上 进行 的 . 由 于 含有 场 量 gu 的 一 阶 导数 项 , 所 
以 Al’ 在 表面 OM 上 不 能 取 为 零 . 在 式 (1.2.1) 中 , h = det hij, K = hij K”, hij 
和 Ki; 分 别 是 三 维 边界 上 的 内 豪 度 规 张 量 和 外 部 曲率 张 量 , R 是 标 曲 率 , 4 是 宇宙 
常数 . 

如 果 存 在 物质 场 , 作用 量 中 还 应 加 一 项 Im, 注意 到 度 规 表示 式 (1.1.6), THE 
用 量 写 为 


1 z 
I= Ip + Im = = / d4zhl/2N(K 天 — K? +°R — 24) + Im, (1.2.3) 
ae 1 7 10h 
Kij = N (-; A -+ Na) ; (1.2.4) 


下 标的 小 竖 表 示 对 hi; 取 协 变 微 商 , 3R 是 由 hy 给 出 的 内 部 曲率 标量 . 
由 式 (1.2.3) 可 以 得 到 系统 的 哈密 顿 量 的 表示 式 


H= f d3a(nN +r N; + NH? + NH’), (1.2.5) 
这 里 NA Ni 起 拉 格 朗 日 乘 子 的 作用 ， 


hi/2 
H? = 
> 167 
H? = —2r”: 


K;;K“ — K? —*R(h) + 2A], (1.2.6) 


i, (1.2.7) 


_ 9S EG. 
EN 
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r= — = 0, 
ôN; 
s 1/2 
nd i — (Kh — K“). (1.2.8) 
ij 


由 于 7 =0 A r = 0 人 恒 成 立 , 所 以 郑 = 0, 询 = 0. 由 哈密 顿 方程 得 
H? =0, (1.2.9) 
H* =0. (1.2.10) 


式 (1.2.9) 和 (1.2.10) 即 为 哈密 顿 约束 和 动量 约束 . 
在 由 场 构 形 {hi;} 构成 的 超 空 间 中 引入 度 规 


Gijkl = sho (ing + hüuhjk — hijhki), (1.2.11) 

则 式 (1.2.6) 可 写 为 
H? = [Gmrint — h/2(8R — 2A)]. (1.2.12) 
做 算 符 化 处 理 rz 一 ie 如 果 有 物质 场 存在 ， 将 相应 的 广义 动量 以 算 符 代 


替 , 则 哈密 顿 约束 给 出 


ô? 1/2| 3 加 
{ -Ou FR +h |- R+ 2A + 1677 an ED) } W [hij h] = 0, (1.2.13) 


此 即 W-D 方程 , 也 就 是 我 们 要 寻找 的 宇宙 动力 学 方程 . 式 中 Tn 是 物质 场 能 量 - 动 
量 在 三 维 类 空 超 曲 面 法 线 方向 上 的 分 量 . 人 们 可 以 把 式 (1.2.13) 认为 是 宇宙 的 薛 定 
SDi, 但 由 于 波 函 数 不 明 显 地 依赖 于 时 间 , 所 以 方程 中 没有 时 间 导 数 项 . 
由 动量 约束 可 得 
(5) =T™ . W(h,;,¢) (1.2.14) 
Shis ) 1; iii 


此 即 动量 约束 方程 . 它 表明 , 对 于 相互 之 间 可 以 由 坐标 变换 得 到 的 不 同 度 规 hi, 其 
波 函 数 必 须 是 相同 的 . 

方程 (1.2.13) 和 (1.2.14) 都 是 无 限 维 空间 中 的 变 分 方程 , 没有 普遍 的 严格 的 求 
解 方 法 , 只 有 通过 限制 超 空间 自由 度 个 数 , 也 就 是 用 小 超 空 间 模型 (只 有 有 限 个 自 
由 度 的 超 空 间 模型 ), 将 量子 涨 落 限制 在 保持 时 空 某 些 拓扑 及 几何 特征 的 自由 度 上 ， 
从 而 将 变 分 方程 简化 为 简单 得 多 的 偏 微分 方程 组 . 

宇宙 波 函 数 (hi, p) 要 满足 方程 (1.2.13) 和 (1.2.14), |W)? 表征 宇宙 在 超 空间 
中 出 现在 点 (hij, o) 处 的 概率 . 
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关于 方程 (1.2.13) 和 (1.2.14), 我 们 再 作 一 补充 讨论 . 

(1) 由 经 典 几何 动力 学 可 以 得 到 经 典 几 何 应 满 足 的 两 个 约束 ; 正则 量子 化 以 后 ， 
我 们 得 到 波 函 数 应 满足 的 两 个 偏 微分 方程 , 这 就 是 量子 几何 动力 学 中 的 基本 动力 学 
方程 , 原则 上 , 它们 应 适用 于 任何 量子 引力 系统 , 关键 在 于 选择 适当 的 边界 条 件 . 

我 们 可 以 把 方程 (1.2.13) 看 作 一 个 零 能 的 定 态 苹 定 户 方程 . 对 于 闭合 宇宙 , 它 
表示 宇宙 的 总 能 量 (引力 能 加 上 物质 能 ) BAS. 实际 上 , 闭合 宇宙 的 总 能 量 必须 
AF, 因为 否则 引力 线 通 量 将 不 会 为 零 , 而 对 于 闭合 宇宙 这 是 不 可 能 的 . 

对 于 真空 引力 场 或 按 宇 宙 学 原理 , A (1.2.14) 化 为 


E wu =Q. 
此 式 表 明 , 三 维 曲面 上 坐标 系 的 微小 变化 将 引起 度 规 的 微小 变化 , 由 此 导致 的 波 函 
数 的 变化 为 零 , 这 意味 着 波 函 数 是 规范 不 变 的 . 
(2) 泛 函 微 分 方程 (1.2.13) 可 以 看 作 度 规 场 流 形 {hi;} 上 以 Gii 为 超度 规 的 
微分 方程 , 所 有 无 限 多 种 三 维 几 何 {hi;} 和 物质 构 形 一 起 构成 一 个 无 限 维 构 形 空间 ， 
叫 超 空 间 . 1967 年 , De Witt 首先 指出 了 Giz 的 几何 意义 , 可 以 验证 


E ijkl jilk ijkl ijik klab b 
Gijkt = Gjikt, Gikl = Gijik, GP" = G05, GY = GS, GynG™ = df. 


独立 的 对 称 指标 是 11, 22, 33, 12, 13, 23; 对 角 元 素 为 Giri, G2222, G3333, G1212, 
G1313, G2323; 号 差 为 (一 十 十 十 十 十 ). 因此 , W-D 方程 就 是 六 维 超度 量 空间 内 的 一 个 
双 曲 方程 . 

(3) Kuchar 曾 指出 , 在 量子 几何 动力 学 中 , 由 正则 量子 化 并 不 能 得 到 哈密 顿 , 而 
只 是 得 到 了 一 个 哈密 顿 约束 . 这 一 点 与 通常 的 量子 力学 不 同 . 这 一 特点 将 导致 波 函 
数 不 能 构成 一 个 希 尔 伯 特 空间 , 因而 波 泛 函 的 几率 解释 可 能 会 遇 到 困难 . 


为 了 给 出 宇宙 动力 学 方程 的 解 , 还 需要 有 边界 条 件 . 在 量子 宇宙 学 中 , 由 于 时 
ZEA RIT, 所 以 初始 条 件 包 含 在 边界 条 件 之 中 . 在 量子 宇宙 学 中 , 也 存在 某 些 
“自然 边界 条 件 ”, 这 些 “ 自 然 边 界 条 件 ” 是 由 问题 的 物理 考虑 得 到 的 . 比如 考虑 度 规 
的 正定 性 , 即 当 看 成 场 量 时 必须 满足 h > 0. 定义 新 的 场 量 hi; 一 hij 三 hi; /h/?, 
则 此 边界 条 件 可 写成 

P [hij h? p] =0, h? <0. (1.3.1) 


在 路 径 积 分 表述 中 , 这 个 边界 条 件 可 以 由 适当 选择 积分 路 径 来 实现 . 
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有 了 边界 条 件 (1.3.1) 还 不 够 , 还 需要 有 作为 边界 条 件 的 初始 宇宙 波 函数 的 形 
Kh. 这 涉及 式 (1.1.9) 以 及 其 中 积分 路 径 C 的 选取 . 

霍金 认为 , 字 宙 中 任何 一 点 都 不 应 处 于 特殊 地 位 , 因此 宇宙 应 该 是 没有 边界 的 . 
他 认为 物理 定律 在 任何 地 方 都 应 有 效 , 宇宙 的 开端 处 也 不 例外 . 为 此 , 应 该 让 路 径 
积分 只 对 非 奇异 性 度 规 取 和 . 在 通常 的 路 径 情况 下 , 人 们 知道 测度 更 集中 于 不 可 微 
的 路 径 . 但 是 在 某 些 适当 的 拓扑 中 , 这 些 路 径 是 光滑 路 径 的 完备 化 , 并 且 具 有 定义 
完好 的 作用 量 . 类 似 地 可 以 想到 , 量子 引力 的 路 径 积 分 应 该 对 光滑 度 规 的 完备 化 空 
间 取 和 , 不 应 包含 奇异 性 度 规 (因为 它 的 作用 量 没有 定义 ). 

在 黑洞 的 情况 下 , 路 径 积 分 应 该 对 欧 氏 (规则 ) 度 规 取 和 . 这 意味 着 像 史 瓦 希 黑 
洞 这 样 的 奇异 性 在 欧 氏 度 规 中 不 出 现 , 欧 氏 度 规 并 没有 到 达 视 界面 以 内 . 视界 像 是 
极 坐 标 原点 . 因此 , 欧 氏 度 规 的 作用 量 是 完好 定义 的 . 这 一 问题 的 处 理 可 认为 是 宇 
宙 监 督 的 量子 理论 表述 : 奇 点 处 结构 的 破坏 不 应 影响 任何 物理 测量 . 

这 样 看 来 , 量子 引力 的 路 径 积 分 应 该 对 非 奇 异 欧 氏 度 规 取 和 . 那么 在 这 些 度 规 
上 应 赋予 什么 样 的 边界 条 件 呢 ? 回答 是 : 只 存在 两 个 自然 的 选择 : 第 一 个 选择 是 度 
规 在 紧 致 集 之 外 要 趋 于 平 直 的 欧 氏 度 规 ; 第 二 个 选择 是 在 紧 致 和 没有 边界 的 流 形 上 
的 度 规 . 

第 一 类 度 规 ( 渐 近 欧 氏 度 规 ) 对 于 散射 计算 仍然 很 合适 . 在 散射 过 程 中 , 粒子 由 
无 穷 远 处 射 入 , 人 们 在 无 穷 远 处 观测 出 射 粒子 , 无 穷 远 处 的 背景 度 规 是 平 直 的 , 可 
以 用 通常 的 方式 把 场 的 小 涨 落 解释 成 粒子 , 人 们 不 必 问 在 中 间 的 相互 作用 区 域 发 生 
THA, 这 就 是 人 们 让 相互 作用 区 域 的 路 径 积 分 对 所 有 可 能 历史 ( 即 对 所 有 欧 氏 度 
规 ) 取 和 的 原因 . 

在 字 宙 学 中 情况 就 不 同 了 . 人 们 处 在 宇宙 之 中 而 非 宇宙 之 外 , 因此 人 们 感 兴趣 
的 是 在 有 限 区 域内 而 不 是 在 无 限 远 处 进行 测量 .首先 假定 宇宙 学 的 路 径 积分 是 对 
所 有 渐 近 欧 氏 度 规 取 和 , 那么 对 于 有 限 区 内 的 测量 的 概率 将 存在 两 类 贡献 : 第 一 类 
来 自 于 连通 的 渐进 欧 氏 度 规 ; 第 二 类 来 自 于 非 连通 的 度 规 , 它 由 一 个 包含 测量 区 域 
的 紧 致 度 规 和 一 个 与 之 相 分 离 的 渐 近 欧 氏 度 规 组 成 , 如 图 1-1 所 示 . 

人 们 不 应 该 把 非 连通 度 规 从 路 径 积分 中 排除 , 因为 它们 可 以 由 连通 度 规 来 近 
似 , 在 这 些 度 规 中 不 同 部 分 可 由 虫 洞 (其 作用 量 可 忽略 ) 连接 起 来 . 

对 于 散射 问题 , 由 于 时 空 的 非 连通 的 紧 致 区 域 不 和 无 穷 远 连接 , 而 测量 是 在 无 
穷 远 处 进行 的 , 所 以 紧 致 区 域 不 影响 散射 计算 . 但 是 它们 会 影响 宇宙 学 中 的 测量 ， 
为 宇宙 学 的 测量 是 在 有 限 区 域 进行 的 . 的 确 , 这 种 非 连通 度 规 贡献 远 远 超 过 了 来 自 
连通 的 渐 近 欧 氏 度 规 贡献 . 这 样 , 即使 把 宇宙 学 的 路 径 积 分 对 所 有 渐 近 欧 氏 度 规 取 
Al, 其 效应 和 对 所 有 紧 致 度 规 取 和 几乎 完全 相同 . 所 以 哈 特 和 霍金 认为 , 更 自然 地 
应 该 对 所 有 无 边界 的 紧 致 度 规 取 和 . 这 个 宇宙 的 边界 条 件 可 以 表述 为 : 宇宙 的 边界 
条 件 是 它 没有 边界 . 
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测量 区 域 


渐 近 欧 氏 度 规 


测量 区 域 


渐 近 欧 氏 度 规 


图 1-1 


我 们 对 前 面 的 讨论 做 一 个 小 结 : 宇宙 动力 学 方程 由 Wheele-De Witt 方程 给 出 ， 
边界 条 件 由 式 (1.1.9)(C 取 上 面 所 讨论 的 路 径 ) 以 及 因 某 些 物理 要 求 给 出 . 对 于 一 
个 动力 学 系统 , 这 种 表述 是 完全 的 . 

为 了 对 哈 特 -霍金 的 “无 边界 ”的 边界 条 件 有 一 个 更 清晰 的 了 解 , 我 们 再 做 一 
直观 的 描述 . 先 从 确定 宇宙 边界 条 件 的 必要 性 谈 起 .在 宇宙 学 中 被 研究 的 系统 是 
整个 宇宙 . 根据 定义 , 宇宙 没有 外 部 , 没有 人 可 对 其 要 求 边界 条 件 的 “宇宙 之 外 的 
部 分 ”. 而 且 仅 仅 依 靠 数 学 的 相 容 性 不 可 能 求 出 Wheeler-De Witt 方程 的 解 . 因此 ， 
宇宙 学 家 不 能 不 从 物理 的 考虑 出 发 来 确定 宇宙 的 边界 条 件 . 用 几何 的 语言 表述 就 是 
要 确定 基态 波 函 数 (1.1.9) 中 路 径 积 分 的 积分 路 径 . 量子 力学 中 的 路 径 积 分 表述 就 
是 对 历史 求 和 , 波 函 数 的 计算 就 是 对 系统 的 某 一 类 历史 算出 一 个 确定 的 和 . 为 了 使 
波 函 数 是 唯一 的 , 必须 精确 规定 需要 求 和 的 历史 类 . 这 种 对 历史 求 和 在 数学 上 相当 
FRR EBA. 在 量子 宇宙 学 中 , 宇宙 波 函 数 可 以 通过 对 宇宙 的 某 一 类 历史 求 和 
而 计算 出 来 ， 这 就 是 解 Wheeler-De Witt 方程 的 过 程 . 获得 宇宙 动力 学 方程 的 解 
取决 于 怎样 选择 对 之 求 和 的 历史 类 . 我 们 可 以 由 几何 形体 来 描述 哈 特 -霍金 的 工作 . 
把 字 宙 在 指定 时 间 的 空间 外 延 想像 成 位 于 水 平面 内 的 一 个 闭合 圈 (图 1-2), 竖 直 轴 
代表 时 间 , 随时 间 的 增加 , 闭合 圈 变 大 , 表示 宇宙 膨胀 ， 这 样 , 宇宙 的 各 种 可 能 的 
历史 在 宇宙 随时 间 演 化 时 就 表现 为 宇宙 圈 生 长 成 的 管子 .管子 的 终端 代表 今天 的 
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FH, 最 下 端 就 表示 宇宙 的 初始 态 ( 创 生 ). 初始 态 要 由 提出 的 边界 条 件 来 确定 . 某 
些 管 子 的 下 端 可 能 像 一 个 锥 体 的 尖端 一 样 封闭 ; 其 他 管子 的 下 端 则 可 能 突然 结束 . 
哈 特 -霍金 认为 , 只 应 考虑 初始 端 以 光滑 规则 方式 收缩 到 零 的 半球 形 帽 的 那些 管子 . 
就 是 说 , 人 们 只 应 该 对 这 些 无 边界 几何 形体 求 和 , 终端 除外 (终端 是 开放 的 , 相当 于 
今天 的 宇宙 ). 这 就 是 哈 特 -霍金 的 无 边界 的 边界 条 件 . 


图 1-2 


在 广义 相对 论 宇 宙 学 中 要 用 这 样 一 种 光滑 的 方式 封闭 几何 形体 是 不 可 能 的 . 奇 
点 定理 告诉 人 们 , 宇宙 的 所 有 经 典 历史 都 必须 以 奇 点 的 方式 收缩 到 零 , 就 像 锥 体 的 
末端 一 样 . 但 是 量子 理论 中 对 历史 的 求 和 法 则 允许 有 许多 可 能 的 历史 , 而 不 仅仅 是 
那些 经 典 的 历史 . 于 是 光滑 的 封闭 便 成 为 了 可 能 . 特别 地 , 封闭 的 区 域 可 以 看 作 发 
生 在 虚 时 间 内 , 因而 显然 是 非 经 典 的 . 

哈 特 -霍金 由 这 一 边界 条 件 得 到 了 一 个 宇宙 动力 学 方程 的 解 . 由 于 虚 时 间 的 出 
现 是 量子 理论 中 的 隧道 效应 的 特征 , 因此 宇宙 可 能 是 从 “一 无 所 有 ”经 隧道 效应 创 
生出 来 的 ; 大 爆炸 是 在 隧道 效应 之 后 接着 发 生 的 . 

下 面 我 们 具体 讨论 哈 特 -霍金 的 宇宙 波 函 数 . 


第 2 章 ”宇宙 波 函 数 
2.1 基态 波 函 数 的 表述 


这 一 章 , 我 们 将 比较 详细 地 讨论 哈 特 -霍金 的 基态 波 函数 理论 . 波 函 数 依赖 于 
类 空 超 曲面 的 拓扑 性 质 和 三 维度 规 以 及 曲面 上 的 物质 场 的 值 . 为 了 简洁 , 我 们 现在 
只 考虑 53 拓扑 性 质 , 其 他 可 能 性 放 在 后 面 讨论 . 

正如 第 1 章 所 讨论 的 , 基态 波 函 数 构造 成 泛 函 积 分 形式 


Dolhi;, | Ti N | 59 uv56.exp(—Tay 4); (2.1.1) 


式 中 I 是 总 的 欧 氏 作用 量 , 积分 沿 着 具有 紧 致 边界 条 件 的 一 类 四 维 欧 氏 几何 和 相 
应 的 一 类 欧 氏 场 构 形 , 在 边界 上 诱导 (RAR) BMA hj. 为 了 实现 基态 波 函 数 的 
定义 , 需要 给 出 一 类 几何 和 场 用 来 求 和 . 其 几何 应 当 是 紧 致 的 , 其 上 的 场 应 是 规则 
的 . 在 正 宇 宙 常 数 的 情况 下 , 场 方程 的 任何 规则 欧 氏 解 必 是 紧 致 的 . 最 大 的 对 称 性 
解 是 半径 为 3/4 的 四 维 球 , 其 度 规 可 写 为 


ds? = (a / H)? (d8? + sin? 6d), (2.1.2) 


AP dn? 是 三 维 球 上 的 度 规 , H? = o?4/3, 我 们 为 以 后 表述 方便 还 引入 了 一 个 因 
F o? = 12/24n?,12 = 16rG. BR, 当 4 > 0 时 , 对 紧 致 的 四 维 几何 取 和 是 唯一 合理 
的 选择 . 

如 果 4 < 0, 场 方程 没有 紧 致 解 . 最 大 对 称 性 解 是 欧 氏 空间 (A = 0) 


ds? = o(d6? 十 62d423) (2.1.3) 
和 欧 氏 反 de Sitter 空间 (A < 0) 
ds? = (o / H)? (d8? + sin? 0AN). (2.1.4) 


正如 第 1 章 最 后 一 节 中 谈 到 的 , 对 于 散射 问题 来 说 , 当 4 < 0 时 , 基态 波 函 数 定义 
为 渐 近 欧 氏 几何 上 或 渐 近 反 de Sitter 几何 上 的 泛 函 积分 更 合适 . 然而 在 宇宙 中 , 人 
们 感 兴趣 的 是 在 时 空 内 部 进行 的 测量 , 内 部 点 是 否 与 无 穷 远 区 域 连通 没什么 关系. 
哈 特 -霍金 认为 , 应 该 取 由 两 部 分 组 成 的 不 连通 的 几何 : 其 一 是 紧 致 的 部 分 , 没有 内 
部 边界 . 这 个 不 连通 几何 实际 上 给 出 了 对 基态 波 函 数 的 绝对 主要 的 贡献 . 


2.1 基态 波 函 数 的 表述 . 267 . 


在 4< 0 的 情况 下 , 由 紧 致 四 维 几何 上 得 到 的 基态 波 函 数 , 对 大 的 三 维 几何 发 
B, 且 波 函 数 不 能 归 一 化 . 这 是 因为 在 作用 量 中 , 正 的 A 和 负 的 4 对 大 的 四 维 几何 
的 作用 刚好 相反 . 因此 , 我 们 只 考虑 4 > 0 的 情况 , 4 = 0 将 被 视 为 4 > 0 的 极限 
情况 

有 时 在 K 表象 下 描述 波 函 数 比较 方便 . 即 hh/? 代 之 以 它 的 共 辆 动量 -SKIz? 
这 时 也 可 用 泛 函 积分 构造 之 


Solis, K, 4] = N J bguwip exp(-I" Igun, ¢)). (2.1.5) 


积分 仍 沿 着 前 面 的 场 和 几何 , 只 是 现在 在 边界 上 固定 的 是 $, hi; MK, 而 不 再 是 o 
和 hiy. 因此 , 1X 是 保持 办 hi; 和 K 在 边界 上 固定 的 欧 氏 作用 量 . 我 们 有 


2 
BIK (gu) = os f R d3zh!/2K — L dtzg!/?(R — 2A), (2.1.6) 
1 1 
(aud) = 5 f aao [ivo + Ere). (2.1.7) 
向 K 表象 变换 时 , 我 们 有 
$ oo 4 
$lhi;, K] = f ôh!/? exp (和 f dch!/*K ) Y (hij), (2.1.8a) 
0 
反 过 来 有 
W{hi;] = f i 6K exp ($i? f ach"? ) (hij, K). (2.1.9a) 
按照 欧 氏 的 K, 上 两 式 可 改写 为 
glhi;, K, | = f i ôh!/? exp (-38 i} dah!/*K ) P (hij, È), (2.1.8b) 
0 
V[hij;, $] = -= J ôK exp (52 J ach"? ) (hi;, K, È), (2.1.9b) 


式 中 路 径 C 从 —ico 到 +ioo. 

从 泛 函 积分 (2.1.5) 来 构造 基态 波 函数 有 一 个 优点 , 就 是 式 (2.1.9b) 中 的 积分 
总 能 满足 波 函 数 Volh, p) 的 要 求 , 当 h! < 0 时 这 个 波 函 数 等 于 零 . 

欧 氏 引力 作用 量 式 (2.1.6) 不 是 明确 限定 的 , 因为 式 (2.1.1) 和 (2.1.5) 中 的 泛 函 
积分 还 需要 仔细 地 加 以 限制 . 其 中 一 种 限制 方法 是 使 积分 改变 为 沿 着 共 形 因子 和 共 
形 等 效 几 何 上 进行 . 通过 适当 选择 共 形 因子 的 积分 路 径 , 便 可 构造 一 种 收敛 的 泛 函 
积分 . 

这 是 哈 特 -霍金 关于 基态 波 函 数 的 基本 思想 . 下 面 给 出 它 的 某 些 性 质 ,并 在 一 
小 超 空间 模型 中 表明 它 的 合理 性 . 
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2.2 ARIE 


基态 波 函 数 泛 函 积分 定义 的 一 个 重要 优点 是 它 直接 满足 半 经 典 近似 ，、 本 节 将 
检验 2.1 节 定 义 的 基态 波 函数 的 半 经 典 近似 . 为 了 简便 , 我 们 只 考虑 纯 引 力 的 情况 ， 
其 结果 可 直接 推广 到 含 物 质 场 的 情况 . 

通过 最 陡 下 降 法 计算 泛 函 积分 , 可 以 得 到 半 经 典 近似 . 如 果 只 有 一 个 稳 态 相 点 ， 
半 经 典 近 似 为 

Zo[hii] = NAT? [hi] exp(—Iai[hij])- (2.2.1) 


AF Ia 是 稳 态 相 点 的 欧 氏 作用 量 , 即 对 应 用 于 欧 氏 场 方程 
Ruy = Agu (2.2.2) 


的 解 oo; 在 闭合 三 维 曲面 边界 上 , 它 给 出 度 规 hij, 且 满足 2.1 节 讨 论 的 边界 条 件 . 

如 果 存 在 不 止 一 个 稳 态 相 点 , 则 必须 仔细 考虑 积分 路 径 , 以 便 确 定 哪个 给 出 决 
定性 的 贡献 . 一 般 地 , 有 最 低 Rel 值 将 是 稳 态 相 点 , 尽管 也 许 不 是 , 比如 有 两 个 对 
应 于 四 维 几何 的 稳 态 相 点 , 则 两 个 相互 共 形 . 本 节 我 们 将 看 到 一 个 这 样 的 例子 . 基 
态 波 函 数 是 实 的 , 这 意味 着 如 果 稳 态 相 点 有 复 的 作用 量 值 , WU See I) 
献 ; 如 果 稳 态 相 点 的 四 维 几何 不 存在 , 则 在 半 经 典 近似 下 波 函 数 将 是 零 . 

首先 从 泛 函 积分 (2.1.5) 求 So 的 半 经 典 近似 , 然后 用 最 陡 下 降 法 求 积 分 (2.1.9b)， 
从 而 获得 Yo 的 半 经 典 近似 . 要 求 


f sn Wo [his] wolhi;] =], (2.2.3) 


可 确定 式 (2.2.1) 中 的 归 一 化 常数 . 我 们 将 式 (2.2.3) 几何 地 解释 为 所 有 四 维 几 何 上 
的 路 径 积 分 , 在 度 规 为 hi; 的 三 维 曲面 两 边 这 些 四 维 几 何 是 紧 致 的 . 从 而 , 根据 无 
边界 紧 致 四 维 几何 的 作用 量 , 给 出 这 个 可 能 路 径 积 分 的 半 经 典 近似 . 当 4 > 0 时 ， 
其 解 是 四 维 球 . 于 是 


2 
2 一 一 一 — CO 
N* = exp ( 3 ) (2.2.4) 


由 波 函 数 的 泛 函 积分 定义 , 波 函 数 的 半 经 典 近似 使 我 们 对 Wheeler-De Witt 77 
程 的 边界 条 件 有 一 个 深刻 的 理解 .它们 可 以 自然 地 应 用 到 足够 大 体积 的 和 无 穷 小 
体积 的 三 维 几 何 中 . 

首先 考虑 小 三 维 体积 的 极限 . 如 果 极 限 三 维 几 何 可 以 髓 入 平 直 空间 , 则 当 4 >0 
时 式 (2.2.2) 的 经 典 解 是 四 维 球 , 而 且 当 三 维 几 何 缩 为 零 时 它 保 持 为 四 维 球 . 此 时 作 
用 量 趋 近 于 堆 . 因此 必须 考虑 波 函 数 的 涨 落 行列 式 的 行为 . 在 这 种 极限 情况 下 , 可 
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忽略 曲率 , 把 涨 落 看 作 是 关于 平 直 空间 区 域 的 . 考虑 它 在 四 维度 规 常 共 形 尺度 变化 
下 和 边界 三 维度 规 下 的 行为 , 便 可 求 其 值 . 

在 4>0 时 ,在 半 经 典 近 似 的 基础 上 , 我 们 可 以 定性 地 讨论 足够 大 的 三 维 体积 
波 函 数 的 行为 . 对 于 式 (2.2.2) 任 一 实 解 来 说 , 四 维 球 具有 最 大 体积 . 随 着 三 维 几 何 
体积 的 增 大 , 将 得 到 一 不 再 能 放 入 四 维 球 任何 地 方 的 三 维 几 何 . 于 是 我 们 认为 稳 态 
相 几 何 变 为 复 的 了 ; WRR (2.2.1) 在 稳 态 相 的 四 维 几何 中 取 值 , 基态 波 函 数 将 变 为 
2 表示 的 实 组 合 . 于 是 我 们 认为 , 随 着 三 维 体积 的 增 大 , 波 函 数 振荡 . 如 果 振 荡 没 有 
强烈 地 衰减 , 则 对 应 于 一 无 限 膨 胀 的 宇宙 . 

以 上 讨论 仅仅 是 定性 的 , 但 已 指出 基态 波 函 数 行为 照样 决定 于 Wheeler-De Witt 
方程 的 边界 条 件 . 下 面 将 这 些 讨论 用 于 一 小 超 空 间 模 型 . 
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超 空间 是 一 个 无 限 维 流 形 , 无 法 对 W-D 方程 求解 . 如 果 考 虑 上 述 无 限 维 空间 
内 的 一 个 有 限 维 子 空间 , 即 所 谓 小 超 空间 , 则 往往 可 以 对 W-D 方程 的 解 进行 一 些 
讨论 . 这 里 , 我 们 将 采用 一 特别 简单 的 小 超 空间 模型 , 来 说 明 以 前 那些 一 般 讨 论 的 
含义 . 在 这 一 模型 中 , 我 们 限定 宇宙 常数 为 正 , 四 维 几何 为 空间 均匀 、 各 疝 同性 且 闭 
合 . 这 就 是 说 , 设 
A >00, 
三 维 几 何 的 拓扑 是 53. 此 时 度 规 可 表示 为 
ds? = o?[—N?(t)dt? 二 a2(t)d923]， (2.3.1) 


KH, N(t) AWG (lapse), o = 1/247. 为 简单 , 设 物质 场 是 共 形 不 变 标 量 场 , HA 
性 条 件 要 求 = 9(t). 这 样 , 波 函数 仅 是 两 个 变量 alt) 和 g(t) HZ 

y = Vla(t), A(t}, 

$= SİK (t), d(t)], (2.3.2) 
式 中 9$(t) = a-9/29(t). 

为 了 简化 讨论 , 我 们 引入 如 下 定义 并 改变 变量 尺度 
p-f- 

~ a (20202)!/2a’ 

A=3,\/o*, H*=|A. (2.3.4) 


(2.3.3) 


经 典 洛 伦 兹 作用 量 可 写 为 


| N a da\” 2 4 a dx 2 
I =5 fae (=) - (FF) +a — àa (42) 一 X | . (2.3.5) 
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实际 上 , I* = Ig + Ik 而 
Ie = / dtdz? /g(R — 24), 


1 Sl 
及 = 了 J dtzyg o” ($) + se ; 


R — 24 =60~2a~?(aaN~? — aà N N? + a?N-* +1 — 2), 


a=% 
ge 
由 于 
ds? = o?{—N?(t)dt? + a?(t)[d6? + sin? 0(d0? + sin? 01d?)]} 
= c(n){—dn? 十 [dg2 + sin? 6(d6? + sin? 0,dy")]}, 
所 以 有 
R-2A=c"! (s+ =D? +6K) 一 24 
=60 2a (aa) +1 +a?) 
= 60~7a-?(aaN~? — aà NN? + å? N? +1 — a?)). 
考虑 到 
,_ da _dadt _ a, 
dn dtd) N” 
i dôdhıdyy =g = 2n?ota? N, 
可 和 和 f 


2 
I= 12170? fa (=) 攻 +a? — rat] : 


于 是 得 到 式 (2.3.5). 
用 通常 的 方法 可 以 由 这 一 作用 量 构造 a AXE x。 和 7、 


下 -ÎE WIN (9840) = 一 0 
aa 64 2avN NJ N” 

ôL 1N a.a\ a. 
™ = 5 2a NXN)” NX 


A (2.3.5) 对 N 求 变 分 , 得 到 


ECE RORE 
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+ (x) =~] TPG) Geter) 
+ 人 (总 AR 


1 / a? a? . 
一 一 一 (ë 一 ak + a? car at ~ e) 


2a 
由 此 得 到 
T? + a? — at — ts — x? =0, (2.3.6) 
此 即 哈 密 顿 约束 . 
引入 正则 量子 化 
DEEE, .0 
Ta = -izp Tx ay 
W-D 方程 为 52 52 
= (2 — a? + dat — dx? + ê) V(a,x) = 0. (2.3.7a) 
实际 上 , 在 把 c 数 变 为 g 时 , 要 出 现 排列 中 的 不 确定 性 , 一 般 有 
1 oO 0 
T2 = ~ oP a (e2) ; (2.3.8) 


AF p 代表 次 序 模糊 因子 . 因此 , 在 一 般 情况 下 , W-D 方程 可 写 为 


1|1 ð ð 82 
2 aP ða irr E ; “一 == S . 
2 È Oa (a 元 ) ne aS +x ¥(a,x) =0 (2.3.7b) 


SERT p= 0, 即 得 (2.3.7). 
现在 , 我 们 讨论 对 波 函 数 进 行 分 离 变 量 求解 . 令 


W(a,x) = 2 Cn (a)un (x), (2.3.9) 
由 式 (2.3.7b) 得 到 两 个 常 微分 方程 
(-& + x2) m0) = (n+ 5) mb) (2.3.10) 
> ee + (a? — ra*)C | = (n + z) Cn. (2.3.11a) 
式 (2.3.11a) 也 可 以 写 为 


lf id d ] 
l cae ae 了 -一 2 一 4 = a 
2 | a? da (a Zon) + (a — àa )C | (n+ > eo) On: (2.3.11b) 
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式 (2.3.10) 的 解 正 是 一 个 一 维 谐振 子 解 


Un(x) = ex /2H, (x). (2.3.12) 
式 (2.3.11a) 的 严格 解 无 法 求 得 , 我 们 讨论 其 渐 近 行为 . 
当 a 其 小 时 , 有 
Cn % const, Ch wa’; (2.3.13) 
4 a 甚大 时 , 有 
Cn ~ a‘ exp (540°) (2.3.14) 


为 了 构造 小 超 空 间 模型 中 式 (2.3.11a) 的 解 , 我 们 可 以 把 欧 氏 泛 函 积分 的 规定 
应 用 到 小 超 空间 模型 中 . 对 于 Vola, x), 我 们 建议 在 满足 边界 条 件 的 欧 氏 几何 和 场 
构 形 上 对 exp(—I[g, ¢]) RA. 几何 求 和 应 该 在 形 如 


ds? = o2[dr2 + a2(r)d923] (2.3.15) 


的 紧 致 几何 上 进行 , a(7) 与 超 曲面 上 给 定 的 ao 值 相对 应 . 对 于 物质 场 , 应 在 各 向 同 
性 的 场 xX(r) ERM, 这 个 场 与 超 曲面 上 规定 的 xo 值 相对 应 , 且 在 紧 致 几何 上 是 规 
则 的 . 这 样 , 我 们 可 以 写 出 


Vo(ao,xo) = | sa6x exp(—Ila, xl), (2.3.16) 
其 中 定义 dn = dr/a, 作用 量 为 
1 da\? dx a 
[=> an - (=) —a? + ìa + (2x) rél l (2.3.17) 


一 共 形 旋转 可 以 使 式 (2.3.16) 中 的 积分 收敛 . 
在 小 超 空 间 模型 中 构造 基态 波 函 数 的 另 一 种 方法 是 在 K 表象 中 进行 . WEA 
有 三 维 超 球 面 的 四 球 而 言 , 引入 


o 
k= 7K, 
i 1 1,.,0K. 
pp 
Katy = (dese) 
得 到 
_ 1d 
~ Badr’ 
又 由 


2 
ds? = (=) (d0? + sin? 64.2?) 
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-e (E) « Gar) 品 


= o*|dr? + a°d N3), (2.3.18) 
可 得 
k= A oid 
= cot. 
又 由 
I“ = Ka’ + I, 
ds? = 0?[dr? + a7d 23] = 07a(dn? + d3), 
可 知 


1 da 2 4 
=} fen|- (2) —a +a! 
= 5 sme (sin? 0 一 1 一 cos0)db 


6 
= 1 1 。 2 1 3 
=o | z cos (sin 0 +2) + cos? + z cos o| 


式 中 0 为 边界 值 . 由 此 可 得 


1 da 1 

ee Sea 一 — in? 

i” = T Raa zgra 008 9 sin 0 +I, 
1 K 

本 二 = eee N 2.3.1 

s 3H? £ | (2.3.19) 
3 
上 = Ae = cot 人 (2.3.20) 


在 K(k) 表象 中 , 与 式 (2.3.16) 对 应 地 有 
hisses i 6a5x exp(—I*{a, x). 


求 和 是 在 与 式 (2.3.16) 相同 的 几何 和 场 上 进行 的 , 只 是 现在 要 求 在 三 维 曲面 边界 上 
k 取 给 定 值 . 即 在 边界 上 它们 要 满足 
1 da 
y= (2.3.21) 


满足 此 要 求 的 作用 量 是 
IF = koa + I. (2.3.22) 
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如 果 算 出 了 olko, xo), 则 通过 线 积分 便 可 还 原 为 Zo(ao, Xo) 
Ce PERS f dk exp(ka3) čo (ko, Xo), (2.3.23) 


27i 
式 中 积分 从 —ico 到 +ioo. 
从 普遍 的 观点 看 , 直接 从 式 (2.3.16) 计算 Vo(ao, xo) 和 通过 K 表象 (2.3.23) 计 
算 没 有 区 别 . 
在 半 经 典 近 似 下 , 我 们 有 


Bo(Ko) = N J õaexp(—I*) = N exp|-I* (Ko), (2.3.24) 


1 4 
Wo(a0) = zi | aK exp BEER (K) 


E: L 3_ 7K 
= sai | AK exp(ha§ — I") 


N 
= -zzi PII“ (Ko) + koag) 


= -> exp(—I). (2.3.25) 


式 中 了 和 IK 分 别 为 he 表象 和 K 表象 中 的 纯 引 力 场 作用 量 . 在 推导 式 (2.3.25) 
过 程 中 用 到 了 积分 


4 _ H 
5 /padazK 一 5 /cosam (2x) = ark a3k, 
3 o 3 


式 中 
/az 0ta fam = 2ng a" 
按 最 小 作用 量 原理 有 iy 
C 
de” 
由 此 可 得 
sin = Hap = To (2.3.26) 
j 1 
o 2 p\-1/2 _ 
sin 6 = (1 + cot 6) ~ (+ R272 
解 之 得 
K = +V! ~ Ha2, 
Bp 
_ W272 
Pe pew (2.3.27) 


ee 
Has 
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| 把 式 (2.3.27) 代入 式 (2.3.19), 得 到 
I, = -zzl + (1 — H?a?)3/?}, (2.3.28) 


当 Hao < 1 时 , 即 三 球 半径 ao 小 于 四 球 半径 H, 这 相当 于 宇宙 处 于 欧 氏 号 
差 的 量子 演化 阶段 . 工 的 极 值 点 出 现在 等 值 反 号 的 实 s 值 , 此 三 球 半径 与 四 球 半 径 
之 比 为 snb( 如 图 2-1 所 示 ). 


图 2-1 


k < 0 对 应 于 四 球 被 三 球面 包围 的 部 分 大 于 四 球 半 径 . k> -oo 表示 四 球 完全 
被 三 球面 包围 , 当 > aa 时 即 成 为 de Sitter 空间 的 欧 氏 作用 量 . 
在 经 典 近似 下 , 必须 令 积分 路 径 经 过 作用 量 I 的 极 值 点 . 由 此 可 得 


1 
Wo = N exp[—I_(ao)| = N exp 区 十 3H2 l! 一 (1 一 Hag)’ i (2.3.29) 


当 Hao & 1 时 , XK (2.3.29) 可 写 为 


Wo ~ exp 区 + 503 a 5H i 


1 
N = exp (-347) (2.3.30) 


EA (2.3.30) F, 我 们 只 取 了 <“ > 0 时 的 I, 这 是 由 于 积分 路 径 应 选 在 右 半 复 < 平 
面 的 缘故 . 

由 式 (2.3.29) 和 (2.3.30) 可 以 看 出 , 宇宙 波 函 数 随 a 增 大 而 指数 增 大 . 特别 是 
EA (2.3.30) F, 令 ao = 0 时 y 是 有 意义 的 且 不 为 零 . 这 表明 宇宙 将 从 欧 氏 号 差 
的 量子 相 de Sitter 空间 膨胀 到 处 于 洛 伦 兹 号 差 的 经 典 de Sitter 空间 中 去 . 在 广义 
相对 论 宇宙 学 中 的 大 爆炸 奇 点 (a = 0) 在 量子 宇宙 学 中 不 复 存在 . 
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当 Hao > 1 时 , 即 三 球 半径 ao 大 于 四 球 半径 A, 这 相当 于 宇宙 处 于 洛 伦 北 
号 差 的 经 典 de Sitter 演化 阶段 . 作用 量 工 的 极 值 出 现在 等 值 反 号 的 虚 K 值 , 即 


i ‘es ead 
在 经 典 极限 下 , 应 令 积分 路 径 经 过 作用 量 的 极 值 点 , 由 此 可 得 
ee), 
Yo(ao) = 2 cos [ea 一 z] . (2.3.32) 


当 Hao > 1 时 , A (2.3.32) TRA 
Zo(ao) = exp ED + exp (~5 #8) ; (2.3.33) 


这 一 结果 和 式 (2.3.14) 相符 合 , 这 表明 欧 氏 路 径 积分 表述 的 半 经 典 近似 所 得 到 的 解 
满足 W-D 方程 所 要 求 的 渐 近 形式 . 

由 式 (2.3.32) 和 (2.3.33) 可 知 , 处 于 经 典 de Sitter 相 的 字 宙 波 函 数 是 一 个 振荡 
函数 . 这 表明 

(1) 各 种 尺度 因子 (de Sitter FH) 都 可 能 以 相同 的 概率 出 现 ; 

(2) de Sitter 宇宙 可 以 无 限 地 膨胀 下 去 . 如 果 在 式 (2.3.11a) 中 考虑 到 物质 场 能 
量 -动量 张 量 的 重 整 化 , 在 基态 情况 下 , A (2.3.11a) 应 写 为 
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as ee EE ee 
3 | a2 + (a* — ra*)C | = (3 -oj Ch. (2.3.34) 


# p=0,e= -3 Pola = 0) = 0, WSK (2.3.34) 的 数值 解 如 图 2-4 Pras. 4 Ha <1 
时 , 振幅 迅速 衰减 , 这 相当 于 欧 氏 de Sitter 相 . 当 Ha > 1 时 , 振幅 衰减 很 慢 , 这 相 
当 于 无 限 膨胀 的 洛 伦 效 de Sitter 相 . 由 于 量子 欧 氏 相对 应 于 隧道 效应 , 因此 H-H 的 
量子 宇宙 学 提供 了 一 个 宇宙 从 “无 ”经 过 量子 隧道 效应 自发 创 生 的 图 像 . 
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如 前 所 述 , 用 一 紧 致 四 维度 规 的 路 径 积 分 来 确定 宇宙 的 量子 态 , 这 可 看 作 超 空 
间 宇 宙 波 函数 的 边界 条 件 , 而 这 个 超 空 间 包 括 三 维 超 曲面 上 的 所 有 三 维度 规 和 物质 
场 . Halliwell 和 Hawking 把 以 前 的 超 空 间 有 限 维 近似 推广 到 无 限 维 超 空 间 , 严格 给 
出 了 两 个 均匀 各 癌 同 性 自由 度 的 小 超 空 间 模 型 , 把 哈密 顿 中 其 他 的 非 均匀 、 各 问 异 
性 自由 度 精 确 到 二 阶 项 . 他 们 明确 地 指出 , 各 种 非 均 匀 性 和 各 疝 异 性 都 从 它们 的 基 
态 出 发 . 对 于 每 一 模式 都 可 以 得 到 与 时 间 有 关 的 薛 定 请 方程 . 这 些 模式 一 直 处 于 基 
as, 直到 他 们 的 波长 超出 了 暴 胀 期 的 视界 线 度 . 基态 涨 落 被 随后 的 膨胀 进一步 扩大 ， 
可 以 得 到 一 密度 扰动 谱 ; 原则 上 , 这 个 谱 可 用 来 解释 银河 系 和 所 有 其 他 结构 的 起 源 . 
如 果 导 致 暴 胀 的 标量 场 的 质量 为 104GeV 或 更 少 , 则 这 个 涨 落 与 微波 背景 辐射 的 观 
测 相符 合 . 


3.1 5| 言 


微波 背景 辐射 的 观测 表明 , 宇宙 在 大 尺度 上 是 均匀 、 各 疝 同 性 的 . 但 宇宙 极 早 
期 却 不 可 能 是 完全 均匀 和 各 向 同性 的 , 因为 那样 星系 和 恒星 是 不 可 能 形成 的 . 在 标 
准 大 爆炸 宇宙 模型 中 , 用 来 产生 宇宙 结构 的 密度 扰动 不 得 不 假定 为 初始 条 件 . 在 暴 
胀 宇宙 模型 中 , 引起 宇宙 暴 胀 的 标量 场 的 基态 涨 落 可 能 导致 密度 扰动 . 最 简单 的 大 
统一 暴 胀 模型 预言 的 密度 扰动 幅 太 大 . 其 他 具有 不 同 势 的 标量 场 模型 , 有 一 些 原则 
上 可 以 得 到 与 观测 一 致 的 扰动 幅 . 引力 波 模式 的 基态 涨 落 给 出 一 个 长 波 引 力 波 谱 
与 观测 相符 合 一 一 由 这 一 波谱 得 到 的 暴 胀 期 哈 勃 常数 不 超过 普 朗 克 质 量 的 10- 
倍 . 

但 是 这 些 结果 对 宇宙 起 源 的 解释 不 能 令 人 满意 , 因为 暴 胀 模型 并 没有 假定 初始 
或 边界 条 件 . 特别 是 它 不 能 保证 存在 一 个 典型 的 暴 胀 期 , 在 此 期 间 标 量 场 和 引力 波 
模型 均 处 于 基态 . 如 果 没 有 宇宙 的 边界 条 件 , 目前 的 任何 状态 都 是 可 能 的 一 一 人 
们 可 以 选择 任 一 状态 ,然后 沿 着 时 间 逆 推 回 去 ,看 它 导致 什么 样 的 初始 条 件 . H-H 
量子 宇宙 学 认为 , 宇宙 的 边界 条 件 就 是 宇宙 没有 边界 . 即 用 没有 边界 的 紧 致 四 维度 
规 的 路 径 积分 来 确定 宇宙 的 量子 状态 . 描述 宇宙 量子 态 的 波 函 数 到 是 无 限 维 空间 
( 超 空间 )W 上 的 函数 , 这 个 超 空 间 包 括 三 维 超 曲面 5 上 所 有 的 三 维度 规 和 物质 场 
构 型 do 因为 波 函 数 不 明 显 地 依赖 于 时 间 , BTA ALS REESE. BRETT 
程 可 以 分 解 为 动量 约束 , 这 意味 着 波 函 数 在 空间 上 的 任何 一 点 都 是 相同 的 . 波 函 数 
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由 路 径 积分 给 出 , 这 一 要 求 就 变 成 了 决定 V 唯一 解 的 W-D 方程 的 一 组 边界 条 件 . 

在 本 章 中 , 将 小 超 空 间 推广 到 引力 、 标 量 场 具 有 更 大 自由 度 的 情况 , 严格 给 出 
两 个 均匀 各 向 同性 自由 度 的 小 超 空间 模型 , 把 哈密 顿 中 其 他 非 均匀 各 向 异性 的 自由 
度 精 确 到 二 阶 项 . 在 7 剧烈 震荡 的 W 区 域 , 采用 WKB 近似 把 波 函 数 与 经 典 解 联 
系 起 来 , 由 此 引出 时 间 概 念 . 与 前 面 的 小 超 空 间 模型 一 样 , 这 组 解 中 包括 一 个 具有 
长 暴 胀 期 的 解 . 就 经 典 解 的 时 间 参 数 而 言 , 引力 波 和 密度 扰动 模式 满足 退 耦 与 时 间 
AGERE ETS HL. 边界 条 件 意味 着 这 些 模 式 都 从 基态 出 发 . 它们 仍 留 在 暴 胀 相 的 
视界 内 时 , 由 于 膨胀 可 以 是 绝热 的 , 所 以 它们 仍然 处 于 基态 . 但 是 当 超过 了 暴 胀 相 
的 视界 时 它们 就 “冻结 ” 了 , 直到 再 进入 物质 为 主 时 期 的 视界 . 随后 , 他 们 产生 引力 
波 和 密度 扰动 谱 , 这 与 微波 背景 辐射 一 致 . 如 果 标 量 场 的 质量 是 普 朗 殉 质 量 的 1075 
倍 , 还 可 以 解释 星系 的 起 源 . 因此 , 原则 上 路 径 积分 定义 宇宙 量子 态 的 理论 可 以 解 
释 字 宙 结 构 的 起 源 ; 最 终 解释 不 是 来 自任 何 初 始 条 件 , 而 是 来 自 海 森 伯 测 不 准 原理 
决定 的 基态 量子 涨 落 . 


3.2 广义 相对 论 的 正则 形式 


考虑 到 四 维 流 形 分 成 两 部 分 的 三 维 超 曲面 S. 在 5 的 邻 域 里 , 引入 坐标 t,5 是 
t=0 和 zi(i =1,2,3) 的 超 曲面 . 如 前 所 述 , 度 规 具 有 形式 (1.1.6) 


ds? = —(N? — NiNi)dt2 + 2Nidzidt + hijdz’dz’. (3.2.1) 
作用 量 
I= / (Lg + Lin)d? dt, (3.2.2) 
式 中 
m2 
Lg = TEN(G Kis Ku + hV ARRS. (3.2.3) 
1 Ohi; 
Ki; = oN (- aE + 2Naty ) ; (3.2.4) 
Gut — Shaak + hihik — an n*), (3.2.5) 
在 有 质量 标量 场 中 ， 
1 ðN? N; 8696 , NiNi\ ðð 06 
Lm = ENK |N L) -222 — h - lM ) — = - m’ 8"). 
2 x (z) Ž N2 Ot Oz! ¢ N2 Ea p 


(3.2.6) 
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在 广义 相对 论 的 哈密 顿 表 述 中 , 人 们 把 h;; 和 场 S 作为 正则 坐标 , EUIH) 
量 为 
OL, 


it 1/2,,2( Kd — pis ie 
x Oh, si Th /am 2(K — hK), (3.2.7) 
ðL Og 
= —— = N—'Al/2 (ż- Ni ar 3.2.8 
"$= g Ox 23) 
哈密 顿 为 
H = J (mhi; + ro? — Lg — Lm)d?z = f (N Ho + NiH')d’z, (3.2.9) 
AP 
z OG AG 
= —277... tj kl _ mp 1/2 3 1/2 eet ee 
Ho = 16xm; Gij R T Te h R+ sh (3 +h¥ a a5 +m d* |, 
5 (3.2.10) 
i ij ij OP 
H — 一 27 十 h "Bri (3.2.11) 
以 及 i 
Gijkt = 5h? (highst + hihje 一 higher). (3.2.12) 
HN 和 Ni EAR ART, 所 以 解 满足 
H' =0, (3.2.13) 
Ho = 0. (3.2.14) 
运动 方程 为 
yy =< OH gts = OF 
On) Ohi; 
OH OH 
6;,;=—, tm%=--—. 2. 
T ity ae (3.2.15) 
33 E Tf 化 


如 前 所 述 , 宇宙 的 量子 态 由 一 个 波 函 数 描述 , CE 5 面 上 所 有 三 维度 规 jj 
和 物质 场 > 的 无 限 维 流 形 W 上 的 函数 , W 的 切 矢 量 为 S 上 的 一 对 场 (Yie), 其 
中 xi; 可 看 作 度 规 h;; 的 无 穷 小 改变 量 , u 可 看 作 6 的 无 穷 小 改变 量 , 对 于 5 上 
N > 0 的 每 一 选择 , 有 一 个 W 上 的 自然 度 规 (NN) 


ds? = =) N? & aaa We + 3 1 p172 e) dz. (3.3.1) 


33 量子 化 - 281 - 
波 函 数 不 明显 依赖 于 时 间 t, 因为 t 只 不 过 是 通过 选择 不 同 的 N 和 Ni 值 可 给 
以 任何 值 的 坐标 . 这 表示 YRS RR EAE 
HŪ =0, (3.3.2) 
算 符 H 是 经 典 哈密 顿 , 具有 通常 的 代 换 关系 
ij . ô . ô 
T I(x) =? "Shag (x)’ (zx) = "5 G(x) (3.3.3) 


因为 N 和 N; 是 两 个 独立 的 拉 格 朗 日 乘 子 , OR EIA AAMT. 动量 
约束 为 


H-W= [Naecy 


0 DG 0 
= UAN i a 二 
fh Ni (aa), Oxi aa TEx 


=0. (3.3.4a) 
这 表明 波 函 数 对 于 三 维度 规 和 物质 场 构 形 是 相同 的 . ESER R A 


式 中 
Hi = f Niz. 


xt (3.3.4b) BE W-D 方程 . 我 们 假设 Hı Y = 0 具有 形式 
1 
(-5V?+ER+V) v=0 (3.3.5) 
AP V? 是 度 规 T(N) 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 , R 是 这 个 度 规 的 标 曲 率 , AV 是 
V= f hi/2N (-Fae+ E+ v) d?r, (3.3.6) 
AP 
U =T” — n3, 
常数 < 可 看 作 宇 宙 常 数 4 的 重 整 化 . 我们 假设 重 整 化 的 AAS, 且 RR 的 系数 E 
AF. 


对 于 S 上 N AN, 的 任 一 选择 , 任何 满足 动量 约束 和 W-D 方程 的 波 函 数 v 
都 描述 一 个 可 能 的 宇宙 量子 态 . 其 中 一 个 特 解 是 以 路 径 积 分 表示 的 


p= J dlgurld[8] exp[—F(guv, P), (3.3.7) 
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式 中 了 为 欧 氏 作用 量 ( 设 N 为 负 虚 数 ). 可 以 把 式 (3.3.7) EE W-D 方程 的 边界 条 
件 . 这 意味 着 当 hi; HEM y 趋 于 一 个 常数 (可 归 一 化 为 1). 


3.4 未 受 扰动 的 弗 里 德 曼 模型 
考虑 由 弗 里 德 曼 模型 构成 的 小 超 空间 . 弗 里 德 曼 度 规 为 
ds? = o2( 一 N2dt2 + ad NÈ), (3.4.1) 


AF dQ} 是 单位 三 球 度 规 . 为 了 方便 , 引入 一 个 规 一 化 常数 o? = 2/30m?2. 这 个 模 
型 包括 一 个 质量 为 om 的 标量 场 (V2no)-19, 其 质量 在 t 为 常数 的 超 曲 面 上 是 
常数 . 我 们 很 容易 将 其 推广 到 势 为 V(%) 的 标量 场 . 其 中 包括 具有 高 阶 导数 量子 修 
正 的 一 些 模型 . 作用 量 为 


į gl a. a a aa E Peden. os 
1 = 5 dtNa Bz ($) “2 N ($) +m*¢*|. (3.4.2) 
经 典 哈密 顿 为 i 
H = zNa Ta + aan? —~a+a*m?¢?), (3.4.3) 
式 中 as 
a da a 
Ta = -N dt’ To = Na (3.4.4) 


经 典 哈密 顿 约束 为 H = 0. 经 典 场 方程 为 


d /1dġ\ 3dadd 2 2, 
Ct +N°m'¢ =), (3.4.5) 
d (1da) yamg? — 2a (2Y 
Na (Wag) = am*@ 2a ($$) . (3.4.6) 
W-D 方程 为 
1 Ne-3e (2 a + 2V ] W(a,¢) (3.4.7 
2 ða ag ko 
式 中 
V= 3(e mp — e4°), (3.4.8) 


E a = mna. 我 们 把 方程 (3.4.7) 作为 具有 坐标 (a, 由 的 平 直 空 间 中 v 的 双 曲 方程 ， 
a 作为 时 间 坐 标 . 边界 条 件 是 当 a 一 -oo 时 y 一 1. 积分 (3.4.7), 我 们 发 现 波 函数 
在 区 域 开 始 振荡 (这 个 已 由 数值 计算 给 出 ). 可 以 由 WKB 近似 来 解释 波 函 数 的 振 
荡 部 分 

W = Re(CeiS)， (3.4.9) 
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AF C 是 组 变 振幅 , S 是 剧烈 变化 的 相位 . 选择 S, 使 之 满足 经 典 哈密 顿 - 雅 可 比 
方程 


H(tq,74,a,¢) = 0, : (3.4.10) 
< T ee Tọ = 2 (3.4.11) 
co oa 7 Ab 
方程 (3.4.10) 可 改写 为 ， 
a D S 一 3aTr _ 
af B00 se Care 
-AP f 是 度 规 r) AE: 
f% = e-*diag(—1, 1). (3.4.13) 
为 了 使 波 函数 (3.4.9) 满足 W-D HH, REA 
V°C + 2if= = oo +icV?S = 0, (3.4.14) 


AP V? 为 度 规 for 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 我 们 可 以 忽略 式 (3.4.14) 中 的 第 一 项 , 沿 着 
矢量 场 Xe = dq*/dt = f%S/dq 的 矢量 线 (与 经 典 解 对 应 ) 积分 式 (3.4.14), 从 而 
确定 振幅 C. 

H V = 0,/¢| > 1,da/dt = dp/dt = 0 开始 , 使 函数 振荡 部 分 的 解 按 指数 规律 
膨胀 


. 1 
g= -etemlgl(l =m e 47g?) 2 —5e mlgl, (3.4.15) 
dj¢j 1 
=m] = -am. (3.4.16) 


经 过 量 级 为 3m! (leil — 1) het 场 $ 开始 振荡 , 频率 为 m, AP D1 为 9 
的 初 值 . 此 后 , 解 变 为 物质 为 主 , H ea 与 Pee 成 正比 膨胀 . 如 果 存 在 其 他 场 , 有 质 
量 标量 粒子 将 分 解 为 光子 , H er A te 成 正比 膨胀 . 最 后 此 解 会 达到 一 个 最 大 半 
径 , 其 值 可 能 为 exp(942/2) 或 exp(9d?); 对 于 大 多 数 膨 胀 , 这 依赖 于 是 辐射 为 主 的 
还 是 物质 为 主 的 , 此 后 用 类 似 的 方式 重新 收缩 . 


3.5 ”扰动 的 弗 里 德 曼 模 型 


假设 度 规 仍 取 式 (3.2.1) 的 形式 ， 只 在 右 端 乘 以 一 个 因子 c”, 三 维度 规 具 有 
形式 
hij = a° (Nij + ei;), (3.5.1) 
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RP Ry 为 单位 三 球 度 规 , ei; 为 度 规 的 一 个 扰动 , 可 按 谐 函数 展开 
Eij => [eani 3 ij Qim aa 61/2 btm (Pig in 
nim 


T 21/200 (Stim T 2 (S55 im T 2d tm (GS; )im + 2am (Gin F (3.5.2) 


系数 anim,- ,d2,,, 都 是 时 间 t 的 函数 , 不 是 空间 坐标 xi 的 函数 . Q(X) 为 三 球 上 
的 标量 谐 函 数 . P(c) 由 式 


Pij = ten T 05Q (3.5.3) 
给 出 (这 里 除 ij 以 外 的 附 标 都 隐 去 了 ), Pij 是 无 迹 的 ， P} = 0.9;; 由 式 
Si; a Si; 二 Sji (3.5.4) 


给 出 , 式 中 5; 是 横 矢量 谐 函 数 , S!' = 0. Gy 是 无 迹 横 张 量 谐 函 数 , Gi = Gi = 0. 
3.6 节 我 们 详细 讨论 谐 函 数 和 它们 的 正 交 归 一 性 
时 移 、 位 移 和 标量 场 均 可 用 谐 函 数 展开 : 


nl,m 
N; =e” >》， [6-2 ktm (Pion T V2jnim(Si) in]; (3.5.6) 
n,l,m 
1 
d= -1 | 一 一 t) 十 nim lr 》 3.5.7 
o Ez ) XS l a, ( ) 


RP P; = (1/(n? 一 1)]Qji. 为 了 简化 , FE n,l,m,o,e 都 用 n 表示. 这 样 , 我 们 可 以 
把 作用 量 用 各 (全 部 ) 阶 的 背景 量 a, 9, No 的 项 展开 , 而 “扰动 ” 则 只 到 二 阶 项 : 


[= Io(a, 9, No) T > In, (3.5.8) 
RP Ip 是 未 受 扰 动 模型 (3.4.2) 的 作用 量 , m 是 扰动 的 二 次 式 . 
我 们 可 以 用 一 般 方 式 定义 共 力 动量 : 


Ta = 一 No età 十 二 阶 项 ， (3.5.9) 
ne = Notte 十 二 阶 项 ， (3.5.10) 


z . 1 
Ta, = —N, le in 十 Cl(an — gn) + 3e kn i (3.5.11) 
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2 
_ Ar 一 1 3a? =4 fs 。 | 
Th, = No € Ai (i. + 4ab,, 一 3° kn) ; (3.5.12) 


Te, = Ng e®*(n? — 4)(En 十 4Gcn — C jn), (3.5.13) 
Ta, = No le3a(d + 4adn), (3.5.14) 
ms, = No e**[fn + 6(3an — gn)]. (3.5.15) 


方程 (3.5.9) 和 (3.5.10) 中 的 二 阶 项 在 3.7 节 中 给 出 . 哈密 顿 可 由 动量 和 其 他 量 表示 
H = No | Ho + >》 Hiz + Dont + X (k$ H? +52H™,), (3.5.16) 


AP Hi Al H- 的 下 标 0, 1, 2 表示 扰动 量 的 阶 数 , 5 和 V 表示 哈密 顿 位 移 的 标量 
和 矢量 部 分 . Ho Æ N = 1 时 未 受 扰动 模型 的 哈密 顿 


Hjo = se 8 (—n2 +1 + em? ¢? — ef). (3.5.17) 


二 阶 哈密 顿 为 
Hp = >) A = DY (SHR + VHB + THR), 


式 中 


n2—1 


15 6(n? — 4 n? —1 
+ [Za + “4 一 ea T3 一 T2 十 T, 十 Tf 


2 
Sup -ie Fe oo d n? 


n? — 4 
+ 2an7a Ta + 8DnTb Ta 一 Gann f, Tb 


1 5 (n? — 7)(n2 — 4) 
_ pal 由 二 2 Meo ee ee 
i E ¢ 5) ea + B21) 


一 = (n? 一 4)anpn — (n? 一 DA 


3 6(n? — 4 
+ ef m (fn + 6a fno) + efm? g? 到 ~ n] } (3.5.18) 
| E 1 
“Hh = 3 G = 4)c? (107? + 673) + -agen 
+ 8c% + 8Cn Ten Ta + (n? — 4)c2 (2e4* 一 Gorem?g?)| ; (3.5.19) 


1 
TH? =50 “{dn(10ra +673) + T4, + 8dn Ta, Ta 


+ d?[(n? + 1)e*® — 6ef®m?g?]}. (3.5.20) 
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一 阶 哈密 顿 为 
| 一 an(Tr2 十 37%) + 2(ng7f, — Tata, ) 
+ m7e%*(2fng + 3an¢) 一 = ofa G 一 4)bn + G + 3) an| i (3.5.21) 


哈密 顿 的 位 移 部 分 为 


l n? — 
SH", = =e f-ren 十 Tp, + fan + 3 = i bn Ta + Stare} y (3.6.22) 
VH”, =e |W, + 4(n? — 4)ental. (3.5.23) 
经 典 场 方程 见 3.7 节 . 
PYAR BAA FES No, gn, kn, jn 是 独立 的 , 所 以 零 能 巷 定 刘 方 程 
Hv =0 (3.5.24) 


可 分 解 为 动量 约束 和 W-D 方程 . 由 于 动量 约束 是 线性 的 , 所 以 算 符 的 阶 数 是 很 明 
确 的 . 于 是 得 到 


r Se 
SH” y =e 2- jant E hp] E T i } W=0, (3.5.25) 


Da m2 一 1 Oa bn 3$ 

VH? =e Es +4(0?— Aon] ý =Q. (3.5.26) 

对 于 每 一 个 n, 一 阶 哈密 顿 H 给 出 一 组 有 限 维 二 阶 微分 方程 . 为 了 所 需要 

的 近似 , 我 们 可 以 增加 一 些 9/6a 的 线性 项 , 它们 的 影响 可 以 用 ea AUREL wk rH 

来 补偿 , 不 会 影响 不 同 观 测 的 相对 几率 . 因此 , 我 们 可 以 忽略 这 些 不 确定 性 和 这 样 
一 些 项 

a 3? 3? 
2° fan (sa z 355) : (555 ~ ii) 


+ me%* (2bfn + 3an¢") 一 et G 一 4)bn + (7 十 5 ) an } y = 0.(3.5.27) 
最 后 , 我 们 得 到 一 个 无 限 维 二 阶 微分 方程 
+Y (SHR + YAR + "a vy = 0, . (3.5.28) 
式 中 Ho 是 未 受 扰动 的 弗 里 德 曼 小 超 空间 模型 的 W-D 方程 中 的 算 符 


Hio = 工 e-3a 2 一 十 etern2g — ef (3.5.29) 
I ða? ¢? 
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以 及 


a oe 1 10(n? — 4) 
SH =Le mau sap + 9) 


15 a2 + Sint = 4) 52 g? 2 2 -1 8 

Dn -1 "6 Da2 ni—406 

D2 ə? 82 @? 
-JA mnada oo 5G da + OO OTe 


2 一 = 
-eai (e-i) tgi s(n — 4)anbn — (n? -f| 


+ e&%m?(f? + 6an fno) + mg) a ei Bai 二 d } (3.5.30) 


ð 6? 1 & 
Vpn —+,-3a| _ (m2 _ 4\,2 | 本 
Hip -ie | ANS (02 oj ) n? — 40c2 


一 8cn + (n? — 4)c? (2e4* 一 Gosom?g7)| (3.5.31) 


8? 
OcnOa 
T n _l -3a — 2 3? Pad FP | 3? 
naeg. { a 2 (1055 4 2+ 655) aa oa 


+ d2[(n? + 1)e4* — 6e°%m?¢?] } (3.5.32) 


a 5.28) 称 为 主 方程 . a AAS SH, 都 有 正 的 二 阶 


导数 a 在 Hilo 中 也 有 正 的 二 阶 导数 字 3 z 但 是 可 以 用 动量 约束 (3.5.25) 代 换 对 


An een 然后 解 关于 a, = 0 的 方程 TIR, FARR (3.5.26) 代 换 对 cn 的 偏 导数 ， 
然后 解 关于 cn = 0 的 方程 . 这 样 , 便 可 得 到 一 个 关于 f 的 双 曲 方程 . 如 果 知 道 了 
an = 0 = cn 的 波 函 数 , 便 可 利用 动量 约束 计算 an, cn 其 他 值 的 波 函 数 . 


3.6 三 球 上 的 谐 函 数 


本 节 我 们 详细 讨论 三 球 53 上 的 标量 、 矢量 和 张 量 哈 密 顿 的 一 系列 性 质 ， 3 上 
的 度 规 为 Vij, 所 以 线 元 为 


dl? = Vijdzidzz = dx? + sin? x(d0? + sin? 6d¢?). (3.6.1) 
附 标 中 用 一 小 竖 表 示 对 于 度 规 2,5 的 协 变 导数 . 附 标 i j,k 的 升降 均 用 度 规 02;;. 
1. HEB KAR | 
标量 球 谐 函 数 Qt (x,0,¢) 是 S 上 拉 普 拉 斯 算 符 的 本 征 函 数 , 于 是 满足 本 征 
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方程 


QR = —(n? -1Q, n=1,2,3,---. (3.6.2) 
此 方程 的 最 一 般 的 解 是 
n—1 1 
Q)(x,0,¢) = >> X At Qin (x; 9, 4) (3.6.3) 
l=0 rm 一 一 ! 


的 一 个 线性 组 合 , AF AP, 是 一 组 任意 常数 , QP 的 显 式 为 
Qim(x, 8, $) = M” (x)Yim (9, $), (3.6.4) 


式 中 Yim(9,9) 是 二 球 S? 上 通常 的 球 谐 函 数 , T(x) 是 福 克 (Sor) 的 谐 和 函数 ， 球 
谐 函数 OF, 对 于 53 上 任意 标量 场 的 展开 , 构成 一 完全 正 交 集 . 

2. KEW RK 

横 矢 量 谐 函 数 是 53 上 拉 普 拉 斯 算 符 的 矢量 本 征 函 数 , 于 是 它们 满足 本 征 方程 


SRE = —(n? — 2)S!"), ee ee (3.6.5) 
和 横 条 件 
Slt = 0. (3.6.6) 
方程 (3.6.5) 和 (3.6.6) 的 最 一 般 的 解 是 
n—1l L 
Si™(%,0,9) => YO Bim(Si)in 00) (3.6.7) 


l=1 m=-1 


的 线性 组 合 , AP Br 是 一 组 任意 常数 . (5S:)? 的 显 式 在 文献 (Halliwel, 1985) 中 
给 出 , 那里 还 指出 , 可 按 奇 的 或 偶 的 将 其 分 类 . 这 样 , 我 们 有 两 个 线性 独立 的 横 撩 量 
谐 函 数 So 和 Se. 

利用 标量 谐 函 数 Or, 可 以 构成 第 三 个 矢量 谐 函 数 (PP, 


P; = = zz li n = 2, 3, 4, etc (3.6.8) 
可 以 看 出 , 矢量 谐 函数 P, 满足 


k 
Ply, = —(n? — 3)P;, 


Pit = -Q. (3.6.9) 


这 三 个 矢量 谐 函 数 59, Se AP MS 上 任意 矢量 场 的 展开 构成 一 完全 正 交 系 . 
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3. KEW BR 


无 迹 的 横 张 量 谐 函数 (Gi;)B,(x,9,9) ES? 上 拉 普 拉 斯 算 符 的 张 量 本 征 函 数 ， 
于 是 满足 本 征 方 程 


en om —(n? g 3)Gi n = 3,4,5, (3.6.10) 
和 横 的 无 迹 的 条 件 
og’ =0, Gy" =0. (3.6.11) 
式 (3.6.10) 和 (3.6.11) 的 最 一 般 的 解 是 
n—1 l 
CAY Y chn(Gis)in(xs 0,0), (3.6.12) 
l=2 m=—! 


式 中 Gin 为 一 组 任意 常数 . 和 矢量 的 情况 类 似 , 他 们 也 可 以 分 为 奇 的 或 偶 的 .(G9 in 
和 (Gs;)B, 的 显 式 由 文献 (Halliwel, 1985) 给 出 . 

利用 矢量 谐 函 数 (S?)7 和 (Ss)8, 可 构成 无 迹 张 量 谐 函数 (S0) 和 (SE), 
奇 的 和 偶 的 均 为 ( 隐 去 附 标 l,m, n) 


Sij = Si; + jl (3.6.13) 

由 于 5; 是 无 迹 的 , 故 Si = 0. 另外 , Sy 满足 
sii = —(n? — 4)S;, (3.6.14) 
s = 0, (3.6.15) 
Sih = —(n? 一 6)55. | (3.6.16) 
利用 标量 谐 函数 Qr, 可 以 构成 两 个 张 量 (Qi;)B, 和 (Piin ERER n, 1, m) 
Qij = 5 3 Q, n= 1.2. 3, (3.6.17) 
Pij = Os + ZAQ, n = Fae (3.6.18) 

Pi 是 无 迹 的 , Pi = 0. 另外 , 它 满足 

pi = 一 (nz — 4)P,, (3.6.19) 
Pli, = —(n? — 7)P, (3.6.20) 
p = = (n? — 4)Q. (3.6.21) 


以 上 6 个 张 量 谐 函数 Qij, Pijs SY, SE, G2, 和 Gs 对 于 以 上 任意 对 称 二 阶 张 
量 场 的 展开 构成 一 完全 正 交 系 . 
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4. 正 交 归 一 性 


标量 、 矢 量 和 张 量 谐 函数 的 归 一 性 是 由 正 交 关 系 式 决定 的 . 用 du 表示 53 上 


的 标 体 元 , 即 
du 一 dsz(det Nij)! 2 — sin x sin ĝdydədé. 
Qn, 是 归 一 化 的 , 即 
S UnAn EE 6™ Sw Smm’. 
这 表明 


1 
n2—1 


S Pn PVE nw = 5” Si Simm’ 5 


n? 一 


ij \n’ 2 4 nn’ 
f eulPsdin(P TP va = 3 n2 = 79 Ôw Omm'- 


奇 的 和 偶 的 (SiR, 都 是 归 一 化 的 , 即 
S SNE Em = "Bur Br 
这 表明 
S MSDS Ew = 2n? — 4)" bu Sram 


最 后 , TRAUB (Gij)im 都 是 归 一 化 的 , 即 


S Auli nl oe 6™ bl1 mm’. 


3.7 ”作用 量 和 场 方程 


作用 量 (3.5.8) 即 
I = Iola, 4, No) + > Hn, 


AF Ip 为 未 受 扰动 模型 的 作用 量 (3.4.2) 


1 3a: a? —2a ¢? 242 
l = 5 | atNoe ($ e No ; 


In 是 扰动 中 的 二 次 式 , 可 写 为 


p= f dt(L? +L"), 


(3.6.22) 


(3.6.23) 


(3.6.24) 


(3.6.25) 


(3.6.26) 


(3.6.27) 


(3.6.28) 


(3.7.1) 


(3.7.2) 


(3.7.3) 
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式 中 
n_l a 1f 2_5\22 n’—7n?—4,5 
Lg =5e No{3(" 5 aa an aa aan 
—2(n?—4)c2 —(n? +1)d2 += (n? —4)anbn 
r P Af 4,1 Li E a 2 4\22 
+n |3(n Dents (n +5 on] +] 372ap int” 4) je 


1 3a n2—4. i a l x n2—4 - 
i Mt 5 bnbn 


+8(n?—4)cnën+8dndn | +å? -3% 2 +.6(n?—4)c? +a] 


2 2n?—4. 2 
es | = 。 a 
+9n aad, +6 er) +e i, a, gan— ERN Ságn) 


-2(n?—4)éndn| (3.7.4) 
1 


Lp =y Noea d Ta è +6an fad) =m? (2+ Gan fnd) 
12 7 MAA 
i Gs -mp )|e a- (na ae 
Nô 
M p 
+ Sahn (2m fpr amang? +28 atat )-2 fad l- (3.7.5) 
0 0 


N2 NZ 
Ta 和 rw 的 表达 式 为 


gra i , a — 4), ; 3 l ; 


+å > = a +e = a + 6(n? 一 4)c2 + od 


Li > Gn lin + å(3an 一 gn) + “alee \ (3.7.6) 
3a. ， . /3 re 49 

m+ = anja + O( $2 ~ 47 — 22 — a(n? — aje? — Adi )| 
十 > og = Gal tn 十 3an¢) 一 chen fa! } (3.7.7) 


由 作用 量 原理 , 将 作用 量 (3.7.1) 分 别 对 每 一 个 场 作 变 分 , 便 得 到 经 典 场 方程 , 分 别 
对 a Al o RER, 得 到 两 个 场 方程 


d i << da dø 2 1i2， 一 
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d 
Mog 


分 别 对 扰动 Gn; On; Cn, dn 和 fn 取 变 分 ， 得 到 5 个 场 方程 


(总 ) + 367 — Nae" =? = = (6+ o—Nge-? + N*m?¢?) = 二 阶 项 ， (3.7.9) 


ee (<* x) +5 + i(n? — 4)NBe%(an + bn) + 36° (dfn — N3m° fa) 


dt N; 
kn 
— n2/9,30,,242 + = 2a En 
= Nő [se mp = (n? + 2)e* | 9 + lóin = Nos, (e x | ， (87.10) 
d [3a bn 1, > 2 1 2 d (2a kn 
了 nr | a E i n n Q = n “< ’ 
Noz; (: 3 3 (n 1)Noe” (an +b )+a(n )Nge"g + No e No 
(3.7.11) 
d 3a Cn = d 2a In 
at (c x ) = (c i) ; (3.7.12) 
d a dn 2 2 a = 
Noz ( i) + (n? — 1)Nĉe®dn = 0, (3.7.13) 
No i "a Ía + 3e3* ga, + N2 [m7e3* + (n? — 1)e°]f 
dt No ei n 
=e% (—2NM pgn + $n — e7" $kn). (3.7.14) 


在 推导 方程 (3.7.10)~(3.7.14) 过 程 中 , 利用 了 场 方 程 (3.7.8) 和 (3.7.9), 并 略 去 了 扰 
动 中 的 三 阶 项 . 

Ft BRT HAS BA FEF kn, jn, gn 和 No 取 变 分 , 得 到 一 组 约束 . 对 kn 和 jn W 
变 分 , 得 到 动量 约束 


. 92 一 4， 人 e72 
cn = "Fn. (3.7.16) 


对 gn 取 变 分 , 得 到 线性 哈密 顿 约束 


3an(—a? + 67) + 2(bfn — Gan) + NEm?(2fn9 + 3ang’) 
~ = Nee? G — 4)bn + (® + >) an] = de akn + 29n(—a? + $7). (3.7.17) 


最 后 , 对 No 取 变 分 , 得 到 哈密 顿 约束 , 我 们 把 它 写 为 


lesa a a e274 4 mg? | = 二 阶 项 (3.7.18) 
2 Ne Nè _ l i 
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3.8 X K 数 
由 于 扰动 模式 之 间 不 存在 耦合 , 所 以 波 函 数 可 表示 为 形 如 
y = Re | Bota, 6) Tt UW (a, d, an, bn, Cn, dn, fn) = Re 人 ceis) (3.8.1) 


的 项 的 和 , 式 中 S 是 a 和 o 的 剧变 函数 , C 是 所 有 变量 的 缓 变 函数 . 把 式 (3.8.1) 
代入 主 方 程 (3.5.28), 同时 除 以 v 得 到 


V3 Yo V3 y (V2 0) - (V2 P0) 


2 Po — 2 p(n) 2 p(n) p(m) 
V- y V, y(n) H? Y Sia 
-oo gaa 


AP V2 为 小 超 空间 度 规 fon = e3*diag( 一 1,1) 的 拉 普 拉 斯 算 符 , 点 积 也 相对 于 这 
一 度 规 . 

一 个 单位 的 扰动 模式 在 式 (3.8.2) 的 第 三 、 第 四 项 中 不 给 出 有 意义 的 贡献 
此 , 这 些 项 可 代 之 以 


2 
V2% V: #™) 1 Vou 
op ps vem) t3 2 y(n) 
l V ğ™ 1 Va g ™ Ja 


为 使 ansatz(3.8.1) 有 效 , 必须 使 式 (3.8.2) 中 与 an, bn, Cn, dn, fn 有 关 的 项 均 为 零 . 这 
表明 


V2% Hp Y 


1 
4 (n) “v2 y(™ = 一 一 一 (n) ( 
go Val Eevee a h (3.8.4) 
1 2 —3a 1 
-3V +e E wo = 0, (3.8.5) 
式 中 
V Pr) 
J 23 TO)” 


在 相 S 剧烈 变化 的 区 域 , 式 (3.8.4) 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 可 以 略 去 . 还 可 以 
用 3S/ða, 85/89 分 别 代替 AY 中 的 ra, no. 矢量 za = jfab6S/89b 可 看 作 其 
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中 WKB 近似 对 应 的 经 典 弗 里 德 曼 度 规 的 时 间 参 量 . 这 样 , 沿 着 矢量 场 Xe 的 
RER, 对 于 每 一 个 模式 得 到 一 个 与 时 间 有 关 的 薛 定 谓 方 程 
Ou 
Ot 
AE (3.8.5) 可 看 作 二 维 小 超 空间 模型 的 W-D 方程, 其 中 有 一 个 由 扰动 引起 的 
附加 项 3J J. 为 了 使 7 有 限 , 须 减 去 与 字 宙 常数 4 的 重 整 化 相对 应 的 HB 基态 
能 量 (也 可 以 利用 普 朗 克 质量 ny KEW). 


= HE wv). (3.8.6) 


可 以 把 VO) 写 为 
更 人) = SO (a, h, an, bn, fr)” VU (a, Q, en)? Y" (a, $, dn), (3.8.7) 
AP SU) VI ATO ABE SHR, ”Hr AY AD RRS TER. 
3.9 边界 条 件 
我 们 希望 能 找到 与 
W(hij, &) = J d[guv]d[ exp(—Î) (3.9.1) 


对 应 的 主 方程 的 解 . 式 中 积分 沿 所 有 紧 致 四 维度 规 和 以 三 维 超 曲 面 5 为 边界 的 物 
质 场 . 如 果 令 参数 a 为 绝对 值 足够 大 的 负数 , 而 保持 其 他 参数 不 变 , 则 欧 氏 作用 量 
7 将 按 e2a 规律 趋 于 零 . 因此 , 我 们 期 望 当 a 趋 于 负 无 穷 时 , v 趋 于 零 . 

可 以 从 路 径 积 分 (3.9.1) 估计 扰动 yw 的 标量 、 矢 量 和 张 量 部 分 SY om 
和 ow) 的 形式 . 取 四 维度 规 g,, 具有 背景 形式 


ds? = o2( 一 N2dt2 + ee HdR), (3.9.2) 


标量 场 $ 为 9(t), 再 加 上 一 个 由 含 t 的 变量 (an, bn, fn), Cn dn 描述 的 扰动 . 为 了 使 

四 维 背 景 度 规 是 紧 致 的 , 当 a 一 -co 时 度 规 须 是 欧 氏 的 , 即 当 a 一 -co 时 N 必须 

AAT eR, 此 时 取 作 上 = 0. 在 度 规 为 洛 伦 效 的 区 域 ，N 将 是 正 实数 . 为 了 使 欧式 

空间 到 洛 伦 效 空 间 的 变换 是 光滑 的 , 取 N 为 -iein 的 形式 ,t=0 时 j=0. 为 了 使 

t = 0 时 四 维度 规 和 标量 场 是 正常 的 , 就 必须 使 1= 0 时 an,bn,cn,dn 和 fy, WAZ. 
张 量 扰动 d,, 有 欧 氏 作用 量 


TT, = > / dtd,’ Dd, 二 边界 项 ， (3.9.3) 


式 中 
d esa 


d 
TN | : Afp 
D= | ET (i 5) +iNoe? (n 1) 
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1 3 3¢? 3a? d a 
. 3a | 二 —3a a r PNY t a ee es — ° . A 
+ 4iNoe E ar 中 2(iNo)? 2(iNo)? iNodt 后] (3 9 ) 


如 果 背 景 度 规 满足 背景 场 方程 , 则 式 (3.9.4) 最 后 一 项 为 零 . 当 dn 满足 方程 


TDd,=0 (3.9.5) 
时 , 作用 量 就 只 剩 下 边界 项 
Pye — a eso (dndn + 4ad2). (3.9.6) 
FE dn 的 路 径 积分 为 
f d{d,] exp(—T in) = (det? D)-™/? exp(-T i). (3.9.7) 


沿 不 同 的 背景 度 规 积分 (3.9.7), 便 得 到 波 函 数 TV. 我 们 期 望 主要 贡献 来 自 
与 经 典 背 景 场 方程 的 解 相 近 的 背景 度 规 . 对 这 些 度 规 可 采用 一 绝热 近似 , 令 a 为 时 
间 ¢ 的 缓 变 函 数 . 这 样 , 式 (3.9.5) 的 满足 边界 条 件 t= 0 时 dn = 0 的 解 可 写 为 


dn = 4(err — e™™"). (3.9.8) 
式 中 
v = e~%(n? — 1)2, 
r= | inoat 
这 种 近似 对 于 满足 条 件 


$ K ne~* (3.9.9) 


的 背景 场 是 成 立 的 . 一 个 正常 的 欧 氏 度 规 , 在 t = 0 附近 有 |G/Nol =e. 如 果 度 
规 是 背景 场 方程 的 一 个 欧 氏 解 , 则 有 [å/No < e-*. 这 个 绝热 近似 当 n 足够 大 时 成 
立 , 在 相应 区 域 中 背景 场 方程 的 解 是 洛 伦 效 的 , 可 采用 WKB 近似 . 这样, 波 函 数 
Ty”) WEA 

Ty) = Bexp {- mercoth(v") + mae a) a (3.9.10) 
在 欧 氏 区 域 , r 是 正 实数 . 4 ”很 大 时 有 coth(vr) ~ 1. 在 采用 WKB 近似 的 洛 伦 
AKR, + 是 复 的 , 但 仍 有 正 的 实 部 ; 当 n 很 大 时 coth(zr) 仍 将 近似 为 1. 因此 有 

Os 1 


T y(n) — 9:99 92 +, 2042 
y Bexp ( Zin in ane i). (3.9.11) 
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归 一 化 常数 B 可 取 为 1. 于 是 除了 一 个 相 因 子 之 外 , 引力 波 模式 在 WKB 区 域 处 于 
基态 . 

现在 考虑 波 函数 的 矢量 部 分 ”yw("). 这 是 一 个 纯 规 范 , 因为 cn 可 由 jn 参量 化 
的 规范 变化 给 予 任何 值 . 这 个 规范 变换 的 可 能 性 可 由 约束 


一 0 2 ð 
Q anamtii 3. . 
e E +4(n* 一 4)en a =0 (3.9 12) 


看 出 . 积分 式 (3.9.12) 得 到 
Vy(a, {cn}) = Y [ 一 2 > 6? —4)cé, j : (3.9.13) 


这 里 隐 去 了 对 其 他 变量 的 依赖 性 . 也 可 以 用 i(3S/3a) Y 代替 OW /Oa. 这 样 便 可 解 
出 了 更 人) 
V gin) = exp jao 一 4)Cn Sa wa sal: (3.9.14) 


标量 扰动 包括 张 量 扰动 和 矢量 扰动 行为 的 组 合 . 前 节 给 出 了 作用 量 的 标量 部 
分 , 它 决定 于 经 典 场 方程 (3.8.10), (3.8.11) 和 (3.8.14) 的 解 . 这 三 个 方程 有 一 个 三 
参数 解 族 , 满足 边界 条 件 t+=0 时 an = bn = fn = 0. 还 有 两 个 约束 方程 (3.8.15) 和 
(3.8.17), 对 应 于 两 个 被 kn, 和 on 参量 化 的 规范 自由 度 . 对 于 方程 (3.8.10), (3.8.11), 
(3.8.14), (3.8.15) 和 (3.8.17) 的 解 , 欧 氏 作用 量 为 


Ta. E 92 一 4 ， 加 4(n? 一 4 
a bg =a? { — Anan + bnbn + fnfn+ 一 an 十 ana 
+ 3¢anfn + gn(Gan — fa) 一 x0 hn fan + 5 + 2 | } (3.9.15) 
这 里 利用 了 背景 场 方程 , 


A> gn = kn = 0 的 规范 是 最 简单 的 . 但 这 样 我 们 找 不 到 一 个 四 维 紧 致 度 规 满足 
上 面 三 个 场 方程 和 两 个 约束 方程 . 令 an = 如 = 0, MARAE (3.8.15) 和 (3.8.17), 
得 到 
3 (n* — apfn + dfn + Nom?ofn 
(n? 一 ane 8 
a 3(n? — 1)e* a pfn + SM bfnad 一 3fno(— 一 G02 + $? ) 
和 4)a? + 3¢? 
把 它们 代入 式 (3.8.14), 得 到 f 的 一 个 二 阶 方程 


(3.9.16) 


(3.9.17) 


d fa a a 
Nox (: ev ) + N2[m?es + (n? — 1)e®] fn 
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=e% (—2N2Mm? pgn + pon 一 e “gjn). | (3.9.18) 
当 很 大 时 , 可 再 次 利用 绝热 近似 来 估算 || > 1 时 方程 (3.9.18) 的 解 
fn = Asinh(v7), (3.9.19) 
式 中 v? = e-2a(n2 一 1). 因此 , 对 于 这 些 模式 有 


S po) (a, h, 0,0, fn) = exp (in 2a f2 过 sigs onfa) . (3.9.20) 
这 是 基态 形式 (只 差 一 个 小 的 相 因 子 ). 当 an Mb, 不 为 零 时 , SU 的 值 可 由 积分 
约束 方程 (3.5.25) 和 (3.5.27) 得 到 . 
张 量 和 标量 模式 从 它们 的 基态 开始 , 但 要 除去 n 很 小 的 情况 . 矢量 模式 是 纯 规 
范 的 ， 因此 可 以 忽略 . 所 以 总 的 扰动 能 量 为 


AY y(n) 


Bs Fe y(n) 


当 不 考虑 基态 能 量 时 , 这 一 总 扰动 能 量 是 很 小 的 .又 因为 E = i(V2S)-J, 式 中 
J= 》 V2 中 ,所 以 J 了 也 很 小 . 这 表明 波 函 数 加 满足 未 受 扰动 的 小 超 空间 模型 


的 W-D 方程 . 相 因 子 $ 近似 为 -iln Wo. 然而 均匀 标量 场 模式 6 将 不 再 从 它们 的 基 
态 开 始 . 这 有 两 个 原因 : 第 一 ,上 = 0 时 的 规则 性 要 求 an = bn = cn = dn = fn = 0, 
但 不 要 求 5 = 0. 第 二 , 6 的 经 典 方程 具有 频率 为 常数 m 的 阻尼 振荡 形式 . 这 表明 
绝热 近似 在 很 小 的 t 内 是 不 成 立 的 , 经 典 场 方程 的 解 o 近似 为 常数 ， 这些 解 的 作 
用 量 很 小 , 大 的 o 值 也 不 衰减 . 因此 , 从 大 的 || 值 开始 的 WKB 具有 很 大 的 概 
率 . 它们 对 应 于 那些 有 一 个 长 的 暴 胀 期 而 后 又 回 到 物质 为 主 膨胀 型 的 经 典 解 , ER 
有 小 静 质 量 的 其 他 场 的 模型 中 , 物质 可 在 有 质量 标量 场 的 振荡 中 分 解 为 具有 热 谱 的 
光子 . 然后 , 此 模型 像 辐射 为 主 的 宇宙 那样 膨胀 . 


3.10 ”扰动 的 增长 
KERAMER E lr AE 
aT y(n) 2 2 
= =T HRT pir) 一 = ae | +a |1 [ 0( 5) +e( 2) | (3.10.1) 
= a 8dni = > +d je 2 十 le 各 一 Gesem?g?| 上 (3.10.2) 
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我 们 可 将 TUM) BHA 


T 
T gin) = exp(—2a) exp (-215= yi. (3.10.3) 
利用 W-D 方程 的 WKB 近似 , 得 到 
£ (n) 7 
iz =o = =e E- +Ë- nete yi, (3.10.4) 
这 样 , R (3.10.4) 具有 频率 为 v = (n? - 1)1/2e-e MRF REBAR. 初始 
波 函 数 TY!) 处 于 基态 , 而 且 频 率 v 比 & 要 大 . 在 这 种 情况 下 , 可 利用 绝热 近似 来 
说 明 TE 保持 在 基本 状态 
TO™ x exp (jined) (3.10.5) 


F va & 时 , 绝热 近似 失效 . 此 时 引力 波长 在 暴 胀 期 等 于 视界 尺度 , 波 函 数 也 
将 冻结 : 
si yi” ~ exp (- neea) i (3.10.6) 


AF o, 是 模式 超出 视界 范围 时 的 a 值 . 波 函 数 TO 将 保持 式 (3.10.6) 的 形式 ， 
直到 模式 再 进入 物质 为 主 或 辐射 为 主 时 期 的 视界 , 此 时 a 取 大 的 值 ae 于 是 可 以 
对 (3.10.4) 再 次 用 绝热 近似 , 但 TUL? 不 再 处 于 基态 , 它 将 处 于 多 个 高 激发 态 的 又 
加 . 这 是 引力 波 模式 中 基态 涨 落 的 放大 现象 . 

标量 模式 的 行为 和 上 面 讨 论 的 很 相似 , 但 由 于 规范 自由 度 的 原因 , 它们 的 描述 
是 相当 复杂 的 ， 前面 我 们 曾 用 路 径 积 分 的 方法 估算 了 an = 如 = 0 时 的 波 函 数 
Zn， 在 绝热 近似 适用 时 ,所 找到 的 基态 形式 是 有 效 的 ; 但 当 绝热 近似 不 再 适用 
时 , 即 当 波 长 超出 暴 胀 期 视界 范围 时 , 这 种 有 效 性 也 就 不 复 存 在 了 . 为 了 讨论 随后 
波 函 数 的 行为 , 采用 一 阶 哈密 顿 约束 (3.5.27) 来 估算 当 an #0,bn = fa = 0 时 的 
So”) 的 值 是 比较 方便 的 . 我 们 得 到 


Sw) (a, h, an, 0,0) = Bexplica?]s 0” (a, $, an). (3.10.7) 
归 一 化 因子 B 和 相 因 子 c 依赖 于 a 和 o, 但 不 依赖 于 an 
—1 2 
c= 5 (35) (3) 一 5 (n? 一 aye (3.10.8) 


当 模 式 的 波长 等 于 暴 胀 期 的 视界 线 度 时 , 波 函 数 So) 具有 形式 


1 
S yi” = exp (Bmw seo? ) (3.10.9) 
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式 中 y, 代表 模式 超出 视界 范围 时 y = (0S/da)(0S/0¢d)—! 的 值 , w = 3¢.. 更 一 般 
地 , 在 势 为 V(9) 的 标量 场 的 情况 下 , y = 6Y(8V/6g)-1 
42 bn = fn = 0 MEETS SHP, 且 分 别 用 动量 约束 (3.5.25) 和 一 阶 哈 


密 顿 约束 (3.5.27) 代 换 六 二 一 =a a 可 以 得 到 Sul WREIDE 


S yi) 
2 Yo 一 oe 2 O az tett (n? —4)- z- (E) Jays. (3.10.10) 


Ot 2 y Oa2 3 Oa 
式 中 忽略 了 -z L BY. 535 = 比较 , 项 ese(85/6a)-” 是 很 小 的 , 但 在 背景 解 的 最 大 


半径 附近 例外 s yl") een Ty) 的 方程 方程 (3.10.4)] 很 相似 , 只 是 
动力 项 乘 以 一 个 因子 y, 势 项 除 以 y?. 因此 , 我 们 希望 对 视界 范围 内 的 波长 , Sol”) 


”有 基态 形式 exp (—Fu Peal), BR (3.10.9) 那样 ， 另 一 方面 ， 当 波长 超出 视界 


范围 时 , BEEF (3.10.10) 表明 TUL? 将 以 式 (3.10.9) 的 形式 冻结 , 一 直到 模 
式 再 进入 物质 为 主 时 期 的 视界 范围 . 即使 宇宙 的 状态 方程 到 达 波 长 超出 视界 线 度 
的 辐射 为 主 时 期 , SW” 仍然 将 保持 为 式 (3.10.9) 的 形式 . 标量 模式 的 基态 涨 落 放 
大 , 其 方式 与 张 量 模 式 的 相似 . 在 重 返 视界 范围 时 , 标量 模式 的 均 方 根 涨 落 (在 规范 
bn = fn = 0 的 条 件 下 ) 要 比 同样 波长 的 张 量 模式 的 均 方 根 涨 落 大 一 个 因子 ys- 


3.11 实验 检验 


在 矢量 场 Xi 的 矢量 线 上 一 给 定点 , 即 在 作为 经 典 场 方 程 解 的 背景 度 规 中 给 定 
的 w Ald, 由 7 了 WW ASO” 可 以 计算 观测 到 不 同 的 d,, 和 an 值 的 相对 概率 . 实 
际 上 , 对 o 的 依赖 性 是 无 关 紧 要 的 , 可 以 忽略 . 于 是 可 以 计算 观测 微波 背景 各 向 异 
性 的 不 同 量 的 概率 , 并 把 这 些 预 言 与 观测 上 限 进 行 比 较 . 

张 量 和 标量 扰动 模式 在 a 值 很 大 时 处 于 高 激发 态 . 这 表明 我 们 可 以 把 它们 的 
发 展 作为 一 个 整体 演化 来 处 理 , 演化 决定 于 dn 和 an 初始 时 的 经 典 运动 方程 .dh 
和 ån 的 初始 分 布 分 别 正比 于 [FOL eg TO | 和 SW ae S|, 当 模 式 重 返 视 
界 内 时 , 分 布 集中 在 dn = a, = 0 处 . 

bn = fn = 0 的 超 曲 面 为 暴 胀 期 金边 解 的 常 能 量 密 度 面 . 根据 局 部 能 量 守 恒 , 在 
暴 胀 期 后 它们 仍 保持 为 长 能 量 密度 面 , 此 时 能 量 由 均匀 背景 标量 场 $ 的 相关 振荡 
决定 . 如 果 标 量 粒子 分 解 为 光子 , 并 把 宇宙 加 热 , Wb, = fn = 0 的 面 是 等 温 面 . 这 
样 , 微波 背景 最 稀疏 的 面 将 是 温度 为 工 的 超 曲 面 . 可 以 认为 , 微波 辐射 是 从 这 个 面 
传播 到 地 球 的 . 因此 , 观测 到 的 温度 将 是 

T; 
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AP z 是 上 述 超 曲面 的 红 移 , 不 同方 向 上 的 z 不 同 将 引起 观测 到 的 温度 不 同 , 1 + > 
的 表达 式 为 
1+z= ln,, (3.11.2) 


式 中 Ny FE Gn = kn = Jn = 0 和 bn = fn =u 时 常数 上 面 上 的 单位 法 矢量 ， a 是 零 
短程 线 的 切 矢量 . 沿 着 观察 者 的 过 去 光 锥 , 可 以 计算 n, 的 演化 

d jp = ujv 

at! ny) = npl”. (3.11.3) 
和 为 零 短 程 线 上 的 仿 射 参量 , n,., 的 非 零 分 量 为 


1 。 
ni;j = e2a ald; + Y (an 十 dan) 3 jQ 十 X (pn 十 ab,) Pi; + > (dn + ad, )Gi; ‘ 
(3.11.4) 


我 们 采用 的 规范 中 , 在 视界 尺度 上 , A (3.114) 中 主要 各 向 异性 项 是 含有 aa, 和 
ad, 的 那些 项 . 他 们 给 出 具有 形式 ` 


((AT/T)*) = (a2)BK = (d?) (3.11.5) 


的 温度 各 问 异 性 , 在 视界 尺度 上 , 对 各 问 异 性 有 贡献 的 模式 数目 具有 n WER. 我 
们 得 到 


(aa) 王 估 ne， (3.11.6) 
(È) = n te?e, (311:7) 

对 各 向 异性 的 主要 贡献 来 自 标量 模式 , 由 此 得 到 
((AT/T)*) ~ yn?e 2°.. (3.11.8) 


于 是 nee = dy 是 现在 视界 尺度 的 哈 勃 党 数值 . ((AT/T)?) 的 观测 上 限 为 10-8, 
EKG As BDF 5 x 10-°m,, 从 而 限制 标 场 的 质量 小 于 1014GeV. 这 就 是 说 ， 
如 果 标 量 场 的 质量 为 1014GeV 或 更 小 , 则 我 们 讨论 的 扰动 (由 初始 基态 增长 起 来 的 
扰动 ) 便 与 微波 背景 辐射 的 观测 结果 相符 . 

前 面 我 们 计算 了 常 时 间 、 常 密度 超 曲 面 的 标量 扰动 . 在 那样 的 规范 里 , 没有 密 
度 变化 . 但 是 我 们 可 以 对 an = bn = 0 的 规范 作 一 个 变换 , 当 波 长 进入 视界 范围 时 ， 
密度 涨 落 为 


a2 
((Ap/p)*) = y? aa at. (3.11.9) 


由 于 y 和 av 仅 以 对 数 形式 依赖 于 扰动 的 波长 , 于 是 式 (3.11.9) 给 出 一 个 大 范围 的 
密度 涨 落 谱 . 这 些 密度 涨 落 可 以 按 经 典 的 场 方程 演化 , 直到 能 够 解释 银河 系 和 我 们 
观测 到 的 其 他 宇宙 结构 的 形成 . 
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在 半 经 典 近 似 中 , 虫 洞 可 看 作 经 典 欧 氏 场 方 程 的 解 . 但 是 这 些 解 相 当 特 殊 , H. 
仅 对 于 某 些 类 型 的 物质 场 才 存在 . 另 一 方面 , 可 把 虫 洞 描述 为 具有 适当 边界 条 件 的 
W-D 方程 的 解 . 含有 无 质量 标量 场 的 小 超 空 间 模型 可 给 出 这 些 解 的 不 连续 波谱 . 
Giddings-Strominger 瞬 子 解 对 应 于 无 限 多 这 种 解 之 和 . 在 有 质量 标量 场 的 小 超 空间 
模型 中 , 也 显示 出 具有 给 定 渐 近 形式 解 的 不 连续 波谱 . 

虫 洞 是 由 一 狭窄 管道 式 喉 连 接 的 两 个 大 区 域 构成 的 欧 氏 度 规 .宏观 虫 洞 也 许 
可 以 为 黑洞 的 完全 蒸发 和 消失 提供 机 制 , 而 微观 虫 洞 似乎 会 对 物理 常数 , 尤其 是 宇 
宙 常 数 有 重要 影响 . 虫 洞 主要 作为 经 典 欧 氏 场 方程 的 解 (BET) 来 研究 , 它们 是 半 经 
典 处 理 方案 的 基础 . 在 这 类 方案 里 , 人们 做 了 稀薄 虫 洞 近似 , 即 忽 略 连接 相同 大 区 
域 的 不 同 虫 洞 端点 之 间 的 相互 影响 . 

但 是 实 的 类 虫 洞 解 只 在 几 种 特殊 的 物质 场 情 况 下 才 存 在 {允许 Rici KEK f 
的 本 征 值 ). 这 些 物质 场 不 包括 极 小 耦合 标量 场 (除非 它 是 纯 虚 的 ), 但 包括 反对 称 张 
量 场 ; 在 四 维 情况 下 , 张 量 场 的 场 方程 等 效 于 标量 场 的 方程 . 在 四 维 情况 下 没有 电 
磁场 虫 洞 解 , 而 有 Yang-Mills 解 , 但 是 这 些 解 一 般 不 是 作用 量 的 局 域 极 小 值 . 因此 ， 
它们 对 半 经 典 近似 的 贡献 还 不 清楚 . 也 存在 有 作用 量 局 域 极 小 值 的 Yang-Mills 解 ， 
但 它们 只 存在 于 Yang-Mills 场 没 有 同 任何 场 兢 合 的 情况 . 此 外 , 这 些 解 具 有 几 个 普 
朗 死 单位 尺度 的 极 大 喉 . 这 使 人 们 很 难看 到 虫 洞 如 何 把 所 有 在 宏观 黑洞 蒸发 时 失 
去 的 粒子 和 信息 带 走 . 

可 能 有 人 因此 假设 , 仅仅 在 物质 组 成 允许 虫 洞 瞬 子 的 几 种 非常 受 限 制 的 理论 
中 , 虫 洞 才 重要 . 如 果 这 样 , 则 将 难以 使 人 相信 和 虫 洞 是 黑洞 蒸发 的 机 制 , 因为 这 一 过 
程 对 于 任何 物质 组 成 , 甚至 除了 引力 场 没 有 物质 都 会 发 生 . 这 样 还 会 在 能 否 用 虫 洞 
解释 宇宙 常数 取 值 的 问题 上 产生 疑问 . 

基于 以 上 考虑 , 霍金 提出 一 个 不 同 的 研究 方法 , 即 不 把 虫 洞 看 作 经 典 欧 氏 场 方 
程 的 解 , 而 看 作 是 W-D 方程 的 解 . 波 函数 必须 满足 某 些 边界 条 件 , 以 便 描述 虫 洞 . 
边界 条 件 是 : 对 于 大 的 三 维 几何 , 波 函 数 指数 衰减 , 当 三 维 几何 替 缩 至 零 时 , 波 函 数 
以 某 一 适当 的 方式 成 为 规则 的 . 下 面 我 们 要 讨论 遵守 边界 条 件 的 W-D 方程 解 的 不 
连续 波谱 . 我 们 用 含有 标量 场 的 W-D 方程 的 小 超 空间 解 来 说 明 这 一 点 . 含有 无 质 
量 标量 场 的 一 连续 解 簇 , 对 应 于 Giddings 和 Strominger 发 现 的 瞬 子 解 . 在 无 限 远 
处 波 函 数 是 衰减 的 , 但 是 在 零 半径 附近 它们 无 限 地 振荡 . 这 些 解 可 以 描述 为 不 连续 
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解 簇 的 无 限 项 和 , 它们 在 无 限 远 和 半径 为 零 处 都 有 好 的 行为 . 在 有 质量 标量 场 的 情 
况 下 , 也 可 以 近似 地 构造 出 这 些 解 , 对 它们 的 渐 近 形式 , 我 们 将 给 出 明显 的 表达 式 . 


41 边界 条 件 


在 稀薄 虫 洞 近似 中 , 可 以 把 每 一 个 虫 洞 分 立地 当 作 连接 两 个 渐 近 欧 氏 区 域 的 虫 
洞 来 处 理 . 因此 , 我 们 要 讨论 拓扑 为 R! x 53 的 欧 氏 度 规 , 在 R! 的 每 一 终点 处 , 它 
是 渐 近 欧 氏 的 . 为 此 , 需要 计算 格林 函数 


($(x1)O(@2)--- (yr) P(y2)---), (4.1.1) 


式 中 zi,zz,… A yi,y2,… 是 远离 虫 洞 的 两 渐 近 区 域 中 的 点 . 在 平 直 空间 中 , 点 
ZT1,T2,"… 和 ,yz,… 实际 上 可 以 取 为 无 限 远 . 通过 引入 虫 洞 态 的 完全 系 


(4(zi)g(za)…%(0)g(y2) =) 
= 》 (0|b(a1) (a2) +++ | Ye) x ( 殉 |%(oa)%(ya) -|0) (4.1.2) 
k 


( 式 中 |0) 是 没有 虫 洞 的 真空 态 , 而 | Yn) 是 虫 洞 态 的 完全 系 ), 便 可 以 将 格林 函数 分 
解 因 式 . 

这 些 |W.) 虫 洞 态 是 什么 ? 令 5 为 分 离 两 个 渐 近 欧 氏 区 域 的 三 维 曲 面 , 于 是 虫 
洞 量子 态 可 以 描述 为 波 函 数 Ve (hiz, po), 它 依赖 于 三 维度 规 hi; 和 物质 场 po. 这 波 
函数 在 所 有 有 限 非 零 的 三 维度 规 h;; 处 满足 W-D 方程 和 动量 约束 方程 


1 
AY, = = 3mp W (hithjm 二 Raniji = hijhim) > 


7n2 刀 :7243) R + Sh!/2T™" (% A Ta 
69o 
wr (hiy, $o) = = 0. (4.1.3) 


H’ m= |- —2im? (a= ) + "(oo -i35 ) W.(hij,¢0) =0. (4.1.4) 


但 是 如 果 这 个 波 函 数 对 应 于 虫 洞 而 不 是 其 他 种 类 的 时 空 , 它们 还 将 满足 三 维度 规 
hij 退化 或 者 变 为 无 限 大 时 的 边界 条 件 . 

hi; 退化 时 的 边界 条 件 描述 四 维度 规 非 奇异 这 一 事实 . 在 所 有 三 维度 规 的 超 空 
间 中 这 些 边 界 条 件 将 是 什么 还 不 清楚 , 但 是 在 小 超 空间 模型 中 , 正如 下 面 要 考虑 的 ， 
波 函 数 应 该 是 规则 的 或 者 (依赖 于 因子 顺序 ) 随 a 接近 零 而 变 为 半径 a WERE 
A, 它 当 然 不 应 该 振荡 无 限 多 次 . 


oh; Ti 
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当 hi; 足够 大 时 , 边界 条 件 应 表示 四 维度 规 是 渐 近 欧 氏 的 . 这 可 以 解释 为 : 渐 
近 态 中 没有 引力 激发 . 如 果 在 渐 近 区 域 也 没有 物质 激发 的 边界 条 件 ,就 将 得 到 “ 基 
态 ” 或 真空 波 函数 Vo 和 无 边界 波 函 数 相 似 , 由 路 径 积分 可 以 得 到 真空 波 函 数 


gj 和) = | dlguldlgje od (4.1.5) 


在 无 边界 状态 的 情况 下 , 路 径 积分 是 沿 所 有 给 出 的 紧 致 度 规 和 物质 场 的 . 但 在 真空 
态 情况 下 , 路 径 积分 遍及 所 有 的 欧 氏 度 规 和 所 有 在 无 限 远 处 为 零 或 者 规范 为 零 的 物 
质 场 . 

在 小 超 空 间 模型 中 , 无 边界 波 函 数 以 e* /2 的 形式 随 a 的 增 大 而 增 大 , 其 中 a 
是 三 维 曲面 S 的 半径 ; 另 一 方面 , 真空 态 波 函数 对 于 足够 大 的 a 以 er” /2 的 形式 
随 a 的 增 大 而 减 小 . 这 一 不 同 是 由 于 引力 作用 量 中 的 主要 项 是 表面 项 


m2 
= | daVhK, (4.1.6) 


AF K 是 曲面 S 外 法 线 2 形式 的 迹 . 在 无 边界 波 函数 的 情况 下 , 零 物 质 场 稳 态度 
规 是 半径 为 a 的 三 维 球 内 平 直 空间 . 外 法 线 发 散 , 作用 量 为 负 的 . 这 使 得 无 边界 波 
函数 随 着 三 维 曲 面 尺 寸 的 增 大 而 增 大 . 另 一 方面 , 真空 波 函数 的 稳 态 度 规 是 半径 为 
a 的 三 维 球 外 部 平 直 空间 . 外 法 线 收敛 , 作用 量 为 正 的 , 在 大 半径 a 处 波 函数 衰减 . 

然而 , 对 于 小 超 空 间 模型 存在 另 一 个 W-D 方程 的 解 , 在 a = 0 处 也 是 规则 的 ， 
在 大 半径 处 也 衰减 . 此 时 某 些 解 可 以 描述 为 具有 守恒 量子 流 的 解 的 登 加 , 这 些 解 不 
能 与 紧 致 四 维 几何 隔离 , 因为 那样 通 量 将 为 零 . 在 大 半径 处 的 行为 表明 , 这 些 解 是 
渐 近 欧 氏 的 , 而 且 在 a= 0 处 是 非 奇异 的 . 这 样 , 这 些 解 应 该 对 应 于 连接 两 个 接近 
欧 氏 区 域 的 虫 洞 . | 

借助 于 53 x Ri 拓扑 空间 所 有 度 规 上 的 路 径 积 分 , 可 以 定义 虫 洞 的 基态 . 在 R! 
每 一 终点 处 , 路 径 积 分 中 的 物质 场 将 规范 为 零 . 这 意味 着 虫 洞 的 波 函 数 与 真空 态 波 
函数 是 等 同 的 , 由 遍及 所 有 渐 近 欧 氏 度 规 和 所 有 渐 近 零 质 量 场 的 路 径 积分 给 出 . 另 
外 , 在 a = 0 处 规则 , 在 大 半径 处 衰减 的 其 他 W-D 方程 的 解 可 以 解释 为 虫 洞 的 “ 激 
发 态 ”"， 在 文献 (Hartle, 1983) 中 , 把 这 些 解 解释 为 闭 宇宙 的 激发 态 ， 这 是 因为 在 
小 a Sb PAGE, 所 以 对 应 于 洛 伦 兹 的 闭 弗 里 德 曼 度 规 . 同样 可 以 认为 , 大 a 处 
指数 形式 的 波 函数 对 应 于 欧 氏 虫 洞 度 规 . 实际 上 , 虫 洞 度 规 是 弗 里 德 曼 度 规 的 解析 
延 拓 . 

虫 洞 激 发 态 的 波 函 数 也 可 以 由 路 径 积 分 描述 ， 路 径 积 分 中 的 度 规 是 渐 近 欧 氏 
的 , 这 意味 着 这 里 没有 渐 近 的 引力 激发 . 但 是 在 无 限 远 处 有 物质 场 源 , 可 以 解释 为 
存在 有 穿越 虫 洞 的 物质 粒子 .这 里 ,“ 在 无 限 远 处 ” 意 指 与 虫 洞 特有 尺度 相 比 的 大 
距离 . 这 适用 于 计算 低能 格林 函数 的 源 , 也 适用 于 稀薄 虫 洞 近似 下 其 他 虫 洞 的 有 效 
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源 . 我 们 可 以 把 稀薄 虫 洞 近似 解 释 为 虫 洞 是 “ 即 壳 " (on sell). 于 是 有 关于 W-D 方 
程 的 边界 条 件 : 至 少 在 小 超 空 间 情 况 下 允许 解 的 唯一 一 个 分 立波 谱 . 然而 , 当 超 出 
稀薄 虫 洞 近似 时 , 或 者 探讨 相互 靠近 的 虫 洞 时 , 就 要 在 对 格林 函数 分 解 因 式 的 态 中 
AE “AFG” (off sell) HAS HUES. 


4.2 ”具有 无 质量 标量 场 的 小 超 空间 模型 


我 们 讨论 形式 为 
ds? = o2[N?(t)dt? + a? (t)d R3] (4.2.1) 


的 度 规 , 式 中 o? = 2G/3n, dN? 是 单位 半径 三 维 球 的 度 规 . 如 果 N 为 虚数 , 这 是 弗 
AS a ERE, 当 N 为 实数 时 , 这 是 欧 氏 虫 洞 度 规 . 但 是 W-D 方程 的 
解 不 依赖 于 N 和 上 + 于 是 根据 波 是 振动 的 或 指数 形式 的 , 分 别 解 释 为 弗 里 德 曼 宇宙 
或 虫 洞 . 
首先 考虑 零 质量 最 小 耦合 标量 场 ¢, W-D 方程 为 
| 18 ð 1 @ 


ate aoe ~ a| W(a,b) =0, (4.2.2) 


其 中 因子 顺序 在 小 超 空间 坐标 变换 下 是 不 变 的 , 于 是 可 以 令 


P (a, $) = c(a)e'*® (4.2.3) 
来 分 离 变 量 , 其 中 
+ 一 2 二 É - a?! Gt (4.2.4) 
两 个 独立 的 解 为 


i 
Jtik/2 Fal 。 (4.2.5) 


可 以 找到 这 些 解 的 线性 组 合 , 在 大 的 半径 a 处 以 e-" /2 形式 变化 , 但 在 接近 a = 0 
处 , 解 以 at 形式 变化 , 于 是 它们 振动 无 限 多 次 . 


这 些 解 是 量子 力学 算 符 rs = -i 的 本 征 态 , 本 征 值 为 k. 经 典 地 ， 


a (4.2.6) 
于 是 这 些 解 携带 一 守恒 的 标量 流 g = 2n?k, 其 中 


人 一 i f buao". (4.2.7) 
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它们 将 在 a 处 振荡 (0 < a < k!/2), 在 这 些 区 域 , 它们 可 以 解释 为 对 应 于 具有 标量 流 
q 的 经 典 洛 伦 兹 - 弗 里 德 曼 解 . 这 些 解 将 从 a = 0 膨胀 到 最 大 半径 a = (gq/27?)!/2， 
并 再 次 收缩 到 a = 0. 在 a = 0 附近 无 限 多 数目 的 波 函 数 振动 对 应 于 最 初 和 最 终 弗 
里 德 曼 解 的 奇 点 . 

当 a> k! 时 , 波 函 数 将 以 e-* /2 的 形式 指数 地 衰减 . 这 表明 它们 对 应 于 渐 
近 欧 氏 经 典 解 , 半径 a 的 下 限 kV? 和 非 零 标 量 流 g 的 存在 表明 解 具有 连接 两 个 渐 
近 欧 氏 区 域 的 虫 洞 的 形式 . 对 于 实 的 q, 在 欧 氏 解 中 o 的 梯度 将 是 虚 的 , 这 意味 着 
标量 场 的 能 量 -动量 张 量 将 和 在 欧 氏 部 分 上 为 实 的 标量 场 的 能 量 -动量 张 量 反 号 . 经 
典 欧 氏 解 和 Giddings 与 Strominger 发 现 的 解 相同 , 恰恰 是 含有 实 $ 的 经 典 弗 里 德 
曼 解 的 解析 延 拓 . 

在 虫 洞 的 半 经 典 方案 中 , 我 们 考虑 作为 经 典 欧 氏 解 的 瞬 子 . 如 果 要 求 物质 场 是 
实 的 , 这 样 的 解 仅 在 反对 称 张 量 场 或 Yang-Mills 场 的 特殊 情况 下 才 存 在 . 在 纯 引力 
的 情况 下 它们 不 存在 . 这 表明 , 对 于 宇宙 常数 问题 , 虫 洞 不 是 一 般 解 . 男 一 方面 , 在 
量子 力学 波 函 数 方案 中 ,， 人们 可 以 期 望 , 对 于 所 有 合理 的 物质 形式 , 存在 满足 适当 
边界 条 件 的 W-D 方程 的 解 . 

当然 上 面 给 出 的 解 不 满足 a = 0 处 的 规则 性 条 件 . 但 我 们 将 表明 , 有 另外 一 类 
W-D 方程 的 解 , 它们 在 a = 0 处 的 规则 的 , 并 在 大 a 值 处 是 衰减 的 , 在 小 超 空 间 中 ， 
我 们 引入 一 新 的 坐标 , 定义 为 


z = asinhġ, y = acoshd. (4.2.8) 


此 时 W-D 方程 变 为 
P fF 5.» 
(so- aay +a?) v=0 (4.2.9) 
这 是 能 量 符 号 相反 的 两 个 谐振 子 的 方程 .其 解 在 原点 处 规则 , 且 在 无 限 远 处 衰减 ， 


恰 为 两 谐振 子 波 函数 的 乘积 
y= (7) nly), (4.2.10) 
式 中 
Pala) = (Pn!) 1Ha (zr)e-® /2. (4.2.11) 
这 些 谐振 子 解 ,以 下 用 n) 表示 , 构成 W-D 方程 解 的 基础 , 它们 在 原点 处 规则 , 在 
无 限 远 处 衰减 . 于 是 在 W-D 方程 的 对 称 性 下 , 它们 必须 可 以 相互 转换 . 这 可 以 看 作 
是 zy 平面 内 的 洛 伦 效 变换 , 由 Killing 矢量 0/06 = yO/Or + za/6y 生成 . 我 们 可 
以 用 两 个 谐振 子 的 源 灭 和 产生 算 符 来 表示 , 采用 
net ae (4.2.12) 


V2 


. 306 - Baw 虫 洞 波谱 


(4.2.13) 


1 
Ox q(t ~ at). 
对 称 生成 元 K =ing 为 


5 = (azay — atat). (4.2.14) 
我 们 可 以 按 谐 振子 态 , 用 式 (4.2.14) 来 表示 K KES; 反之 亦 然 . 令 
|k} = Y(t) (4.2.15) 
用 K 作用 之 , 得 到 四 
iken = (n + 1)Cn41 — NCn-1. (4.2.16) 


可 以 由 co(k) 用 递 推 的 方法 得 到 cn(k), 而 co(k) 由 规则 化 来 确定 . 用 超 几 何 函 数 F 
表示 , 得 到 


cn(k) = (—1)"n3/?2sech (Bk) F (=m + Zik, 1,2) 


= m3/2sech (37+) F -m3 一 sik, 1,2) . (4.2.17) 


这 里 F 是 ik 的 奇 或 偶 的 n 次 多 项 式 . 因此 , 我 们 可 以 把 奇异 的 K 本 征 态 看 作 无 
限 多 规则 谐振 子 解 的 又 加 . 类 似 地 , 谐振 子 解 可 认为 是 不 同 K 本 征 态 的 登 加 , 就 像 
波动 方程 的 波 包 解 可 被 看 作 平 面 波 的 合 加 一 样 . 于 是 , 谐振 子 解 可 以 解释 为 经 典 解 
的 相干 态 . 

含有 共 形 不 变 标量 场 o 的 小 超 空间 模型 , 存在 谐振 子 解 的 类 似 的 不 连续 波谱 . 
W-D 方程 为 


2 2 
(2 — a ick e) v =0, (4.2.18) 


RP E= ad. 这 一 方程 显然 有 a Ae 的 谐振 子 解 . 然而 人 们 总 可 以 利用 一 个 自由 
度 做 一 度 规 的 共 形 变换 , 来 建立 耦合 于 引力 的 共 形 标量 场 和 最 小 标量 场 之 间 的 等 价 
性 . 在 目前 的 情况 下 , 由 定义 新 的 半径 和 标量 场 


a=aV/1—¢*, g=arctanhd, (4.2.19) 


可 以 看 到 这 种 等 价 性 , 用 这 些 新 变量 , W-D 方程 就 和 最 小 无 质量 标量 场 的 方程 一 样 
T. 于 是 存在 有 K 本 征 态 解 . 在 a = 0 处 这 些 解 是 奇异 的 , 它们 是 解析 延 拓 了 欧 氏 
虫 洞 瞬 子 中 a = 0 处 的 奇 点 . 在 = 士 1 处 , 它们 也 是 奇异 的 , 这 对 应 于 在 $ = 士 1 
处 牛顿 引力 常数 变 为 无 限 大 且 改 变 符号 . 但 在 a = 0 和 4 = 士 1 处 谐振 子 解 的 行 
为 都 是 好 的 . XH, 它们 可 在 有 共 形 不 变 标量 场 的 理论 中 提供 一 种 虫 洞 的 量子 力学 
描述 . 
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共 形 不 变 的 和 无 质量 的 最 小 耦合 标量 场 都 是 相当 特殊 的 物质 形式 ， 对 于 其 他 
的 物质 形式 , 是 否 存在 a = 0 处 规则 、 大 半径 处 衰减 的 W-D 方程 的 解 ? 很 难 完全 
有 信心 地 回答 这 个 问题 , 因为 人 们 显然 不 能 得 到 封闭 形式 的 、 明 显 的 严格 解 , 即使 
在 具有 非 零 自 耦 合 势 U(9) 的 最 小 耦合 标量 场 这 一 简单 情况 下 . 但 是 , 对 于 有 质量 
标量 场 的 情况 , 人 们 可 以 找到 明显 的 渐 近 解 , 而 且 类 似 的 构造 方法 对 于 相当 任意 的 
势 都 是 可 行 的 . 

对 于 耦合 于 均匀 标量 场 $、 半径 为 a 的 FRW 三 维 球 几 何 , 选择 适当 单位 , W-D 
方程 可 以 写 为 


ja. 7 
Wy = | ae 20°U()] P (a, 9$) 
= Ü — Ø" — at Ý + 2aôU Ý =0, (4.3.1) 


式 中 圆 点 表示 0/00, WRR 80/30. 作为 出 发 点 , 构造 一 个 零 级 WKB 近似 e, 其 
中 I(a, 9) 是 经 典 欧 氏 解 的 作用 量 , 从 (a,9) 点 到 a = co 和 U(9) 极 小 处 的 OAT 
使 解 是 渐 近 欧 氏 的 , 必须 使 8=0 kb U = 0). 

欧 氏 作用 量 (a, 9) 满足 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 


P — I? — at + 2a°U =0. (4.3.2) 


I 中 平方 项 的 符号 与 洛 伦 效 作用 量 中 的 相反 . 对 于 大 的 a, 可 以 用 渐 近 形式 给 出 作 
用 量 


I(a, 4) = a° E(d) + 50°F (4) + aG($) + H(9) + ofa), (4.3.3) 
式 中 
E”? — 9E? = 2U, (4.3.4) 
E ¢ = 0 处 Elo) ERMES, 我 们 得 到 关于 o 的 其 他 函数 的 微分 方程 , 积分 后 得 
到 
$ T 
F(¢) = exp | | SEN oe (4.3.5) 


H 
GA) = FO? { EEEE x [VORP - EOP} az (43.6) 


由 
H(¢) = i [E' (x) Fea -ca dz. (4.3.7) 
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RA 6 =0 处 F(¢) 4 OF = 1), 于 是 沿 着 $= 0 HRA I(a,0) = 50, 这 对 应 于 
空 的 平 直 时 空 的 欧 氏 解 . 由 式 (4.3.4) 和 (4.3.5) 容易 看 到 , 随 着 远离 $ = 0, E(¢) 和 
F (6) 都 是 || 的 单调 递增 函数 , 只 要 U(g) 维持 为 非 负 或 至 少 不 降 低 到 -3E(6). 


对 于 U(¢) = img? Al ¢2 <1, 我 们 可 以 找到 E, FG Al H HRAS 


1 2 3? 4 3° 6 3° 8 10 3° 12 3° 14 16 
F) =m |32 + 359 +as9 + sa? + 0¢ + sar? — 52? +o(lp )|, 
(4.3.8) 
3, 325, 32. 3313 。 3441 342603 35904417 
E(¢) 一 totai td nm ta a ma tos) 
(4.3.9) 
3, 33 3 x 41 32115 
G($) =m? Eg -+ 
33410953 332319221 
一 = =3 10 _ ae gi? + (ot), (4.3.10) 
3 3? 43 3°26267 341377457 
H(¢) == m`? -30 a ha = 99 + 922 “一 21955 p! T ob 
(4.3.11) 
对 于 Ule) = (A/2p)d??, 我 们 得 到 
pf e. | o ep to 
|p] pti 2(p+1)(p+3) 23(p+1)3(p+3)(p+5) 
36(5p3 十 15p2 — 5p + 1)¢ P 
t p+ etot pt O?) es) 
B 3¢? 37p(p + 4)d4 3?(p* + 10p* 十 23p2 — 34p + 6)® 
F=1+ FIt 2+ +3) 2B 二 IEB+3D+ 1%) 
(4.3.13) 
[A]? 3(2p— 1) 63? 3(4pt — 14p3 — 61p? + 134p — 39) ， i 
7 B 2(p + 1)2(3 —p) ~ f re a o )| l 
(4.3.14) 
A]? 3(2p 一 1)¢4-?” 2 
[|| i ; 4.3.15 
Bl w+) ba 
如 果 把 展开 式 (4.3.3) 写 为 
1 DO 
I(a,$) = 5 + $ a Fi(9), (4.3.16) 


[一 一 3 


UJ E = F3, F=1+2F2, G= Fn A H = Fw, 然后 我 们 看 到 对 于 小 的 9 值 , A 
以 »-1-/2g2-(p-Dl42) 的 形式 变化 . 因此 , 如 p > 1, 对 于 1 > (4 一 2p)/(p 一 1), 在 
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小 $ 值 处 这 一 展开 式 不 成 立 . 然而 , 对 于 U = 5mg?,p — 1 的 情况 , 显然 这 个 展开 


式 对 所 有 的 1 在 小 o 值 处 均 成 立 . 于 是 我 们 假设 , 在 足够 小 的 峰值 处 , 势 以 smd” 
的 形式 变化 (m? > 0). 
假设 Ul) 不 比 Sl 的 常数 倍增 长 得 更 快 , 可 以 看 到 , 对 于 大 的 Joll < 0 时 ， 
a-! 的 展开 系数 为 
Fi(¢) + Cie ™h, (4.3.17) 


AF C 是 依赖 于 Ulo) 的 常数 . 原则 上 , 对 式 (4.3.4)~ (4.3.6) 做 数值 计算 , 便 可 求 
出 其 值 , 显然 , C_s 和 C 都 是 正 的 . 于 是 对 于 大 的 a t, 


a? = y? — r° = w, (4.3.18) 
和 大 的 jol 值 ， 
ġ = arctanh (2) = 5n”, (4.3.19) 
作用 量 
TC_sa3e3t = C_3(y + |x|)’ = C_3max(u?, v’), (4.3.20) 
AP u 和 v 是 小 超 空间 零 坐标 
u=y—z=ae?, v=y+z=ae®, (4.3.21) 
它们 均 取 非 负 值 . 用 这 些 零 坐标 , 可 将 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (4.3.2) 改写 为 
2-2 = Euv = 5u2u27 (3m2) , (4.3.22) 


在 小 超 空 间 的 一 个 零 边界 附近 (如 v = 0), 作用 量 的 近似 式 (4.3.20) 也 成 立 , RE 
为 了 粗略 地 想象 整个 小 超 空 间 上 作用 量 的 行为 , 需要 有 一 个 自然 近似 的 清晰 的 
表述 . 为 此 , 我 们 用 E = 5msinh?36 RER (4.3.3) 中 的 前 两 项 , 此 式 用 来 给 出 当 


u= 3m2g2 时 式 (4.3.8) 的 第 一 项 . 如 果 标 量 场 的 势 为 [= 2m2sinh?3g, 实际 上 


这 个 E ÆA (4.3.4) 的 解 . 因此 , 如 果实 际 的 势 增长 得 稍 快 了 些 , 使 它 显得 太 大 了 ， 
但 是 对 于 大 的 ¢ (8, E? 和 9E? 均 将 粗略 地 以 9C2sesl9l 的 形式 变化 , 并 且 如 果 势 


上 升 得 不 那么 快 , 它们 将 比 2U 项 大 得 多 . 由 式 (4.3.5) 给 出 F= cosh4/354 它 确 


实 与 式 (4.3.9) 的 前 两 项 符合 , 并 且 具 有 正确 的 近似 式 (4.3.17). 此 时 这 两 个 近似 函 
数 给 出 


T(a, $) ~ <ma°sinh? o $ Zažcosh“/3 $g 
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一 旦 有 了 欧 氏 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (4.3.2) BR (4.3.22) 的 解 , 梯度 矢量 场 VI 的 
积分 曲线 便 给 出 经 典 欧 氏 解 的 轨迹 . 指标 的 上 升 由 小 超 空间 度 规 


ds? = —ada? + a3dg2 = (y? — z2)12( 一 dy2 + dz?) = —ul/2v!l/2dudv (4.3.24) 


的 逆 给 出 . 
沿 每 一 条 积分 曲线 的 欧 氏 时 间 导 数 由 
d _,01 0 _30I O = = ol o 0170 
q Viy =a "a t a n 1/2% 1/2 (set Seas) (4.3.25) 


给 出 , 或 者 由 df/dr =a? (If — T f') 给 出 . 
按照 对 应 于 度 规 (4.3.24) 的 拉 普 拉 斯 , W-D 方程 (4.3.1) 对 应 于 


50 SW y= (-a™ + v) y —0, (4.3.26) 
V(a,¢) = -5 + aU(6), (4.3.27) 
并 且 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 具 有 形式 
3(VI)? =V. (4.3.28) 
如 果 将 WKB 波 函 数 写 为 
W = Cla, de! =e", (4.3.29) 
则 采用 式 (4.3.25), 给 出 
h= I Bw 一 5(Vh)? 一 zven dr, (4.3.30) 


式 中 积分 沿 着 每 一 条 经 典 的 轨迹 . 在 工 比 户 变 化 更 迅速 的 WKB 极限 情况 下 , 由 式 
(4.3.30) EWE h 的 衰减 项 构成 的 一 级 WKB 近似 是 足够 精确 的 . 如 果 要 求 更 高 阶 
近似 , 可 以 把 导出 的 左 端 放 回 到 右 端 去 做 更 高 阶 的 WKB 近似 迭代 . 

对 于 n 维 小 超 空间 中 切 于 VS 的 (n - 1)- 参数 轨迹 簇 中 的 每 一 个 , 式 (4.3.30) 
有 一 个 积分 常数 (此 处 n = 2). 把 因子 C 具体 化 为 维 数 是 1 的 超 曲面 (在 此 为 一 
曲线 ) 上 的 缓 变 函 数 (C = +), 此 超 曲 面 与 经 典 轨 迹 相 交 , 可 以 得 到 所 有 以 相同 作 
用 量 为 基础 又 依赖 于 这 一 (n --1) 变量 的 函数 C 的 WKB HR. 对 于 小 的 o 值 , 势 


U($) 变 为 img, 作用 量 有 好 的 行为 , 且 处 处 为 正 (除了 a= 0 处 , o 有 限 , 在 此 处 
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-为 零 ) 对 于 大 的 a 值 , 作用 量 随 着 a? 加 上 a3 乘 以 一 非 负 单调 递增 函数 El) 趋 于 
无 限 大 . 因此 , 如 果 C 有 好 行为 , 并 且 保持 有 界 或 者 在 无 限 远 处 不 像 ef 一 样 快 地 
发 散 , 则 到 = Ce-7 将 有 好 行为 , 到 处 有 界 , 且 在 无 限 远 为 衰减 的 . 

在 反复 试验 之 后 , 霍金 发 现 一 种 方案 , 对 于 U = Sm? 有 效 . 这 一 想法 由 


Pno = pre Erla) (4.3.31) 


开始 , 对 每 一 非 负 整数 n, 其 中 L,, 是 a 和 o 的 正 的 解析 函数 , E Vno 尽 可 能 
满足 W-D 方程 (4.3.1). 但 这 一 形式 不 能 严格 地 满足 方程 (4.3.1), 因此 一 中 含 
一 n(n 一 1)9 习 no, WR o = 0 处 Ln 是 解析 的 , 这 一 项 不 能 消除 (如 此 处 不 包含 In9 
项 ). 但 是 我 们 可 以 解 方程 


W Pno = Uno = Pno T a? Vno +m 2a g? Y Pno = = —n(n ~ 1)¢-? Wano, (4.3.32) 
它 等 效 于 
DL2 LL,+L+2n0 lL — at t maig = 0. (4.3.33) 


此 方程 有 一 个 渐 近 级 数 解 ,形式 为 
Ln Sy a" Dn (b)+¢enlna 
ED 
= a E(9) + der(0)+a| G6)- Ge mF") 


中 3 一 os q(2n+1)°m "| lat > a**Lni(d) 


4 2 
= mag? Hast gt 5040084 359" oo (or) 

+50 ?| 3984 SO gy 3? zt- a 8 igo 
和 tm tag 1 


. 33103 。 34221 10 3572463 > 
"ar = -gag $ +0(0"*) 


- (ina) [3 mn 一 + = (2n-+1)?m |- Sm i 95 


32 i a a l.a [43 3 3337 37 
-Em -38 5 - Š (2n+1)?m m?| gt- 车 m+ D12 "+ 518 


有 十 二 +35 3 (2n+1)?m iG 
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33 3°26267  。 36149 3779 38 
+g (ntl)m? 0° | 922 m a4 520 n+ Sar ntl?m | ps 


341377457 _ 34111481 34119581 39 22] ,10 
-| 71952 m ~ paige "7 92252 -zag (2+1) m 路 
+0(o!?) + o(a 1). (4.3.34) 


于 是 对 于 每 一 非 零 整数 n, 可 以 得 到 一 个 好 行为 的 指数 衰减 的 波 函 数 的 渐 近 级 数 
形式 N 
Pa =o" Y afal), (4.3.35) 


k=0 
AP fno = 6", 有 更 高 大 值 的 far 是 9 的 解析 函数 , 以 使 按照 展开 参数 a-!, Wn 满 
Æ W-D 方程 (4.3.1). 由 不 定 积分 , 我 们 可 以 得 到 各 个 fnk: 


k 
= dọ _ 
fnk =O" F "2 | eo np*/2 2 {ifrte-) — 2Lifack-v 


+ [2nd~* Li, + 2(k — ma = 3)Lm — (k — l)(2cn + k — 1)633) fnce—1y }- (4.3-36) 


在 每 一 积分 中 , 选择 far 的 积分 常数 , 使 得 在 接 下 来 的 积分 fne- 中 不 存在 含有 
非 解 析 因 子 ing 的 项 . 
例如 , 计算 式 (4.3.36), 避免 Ind 项 , 得 到 


fno = @", (4.3.37) 
fa = 0, (4.3.38) 
faa = 2en(n — 1)¢"F-! = n(n — 14" (1 ~ 3g?) + 0(6"**), (4.3.39 

n2 = 39 39 5? O 9 ’ ( “ure ) 


fn3 = emegi {1- i + mtr l m?| 6} + o(¢"*?), (4.3.40) 


fra =- ae zs 1) [24m~? + 277n? — 233n + 60 
— 12(2n + 1)?m?]¢" + o(¢"*?), (4.3.41) 
fe mt - 1) 4m- + (n —1)(13n + 8)m—"]o"-2 +04"), (4.3.42) 
fag = at + olg), (4.3.43) 
n! n—2j n! n—2j 
一 Nn 2) im] + 
fm(3j+1) = of ae 2j j (4.3.45) 


fn(3i+2) = o| TTE woe gs | (4.3.46) 
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由 式 (4.3.36) 可 看 出 , 当 被 积 函数 中 的 勒 让 德 展开 式 没 有 o 项 时 ( 它 将 对 非 解析 
项 Ing 求 积 分 ), 每 一 个 falh) RAMS o 的 非 负 指数 的 洛 伦 效 展开 式 , 所 以 它 是 
$ ==0 附近 4 的 解析 函数 , 只 要 函数 Lalo) 是 解析 的 , 使 得 o PHRMA. 显 
然 , Un RF > 是 对 称 还 是 反对 称 取决 于 ”为 偶数 还 是 奇数 ， 


Ün = (a, —ġ) = (—1)" Yn(a, 9). 
由 式 (4.3.44)~(4.3.46) 可 见 , 对 于 大 的 a 值 和 小 的 9 值 [此 时 级 数 (4.3.35) 可 以 有 
一 个 好 的 近似 , 用 来 求 值 ], 我 们 得 到 
n/a 


ake ! =i 4 1 
Vv, = oe L 2 Kin — 2k)! Ped x i +o 日 十 ob) 5 (4.3.47) 
k=0 i 


A [n/2] 表示 小 于 等 于 (n/2) 的 最 大 整数 . 对 于 4ma39? > n(n -— 1), k = 0 的 项 
起 决定 性 作用 , 于 是 得 到 


1 
Pn = rein, qin -lm la < « (n+1),, (4.3.48) 


但 是 对 于 4ma3¢? & (n 十 1)-!,k = [n/2] 的 项 起 决定 性 作用 . 如 果 n JBA, n= 2, 
则 有 


Wo ~ (21 — 1)!!e~ t2 (—2ma?)}, 


p K (2 +1)- ma-3 < (21+1)7}; (4.3.49) 
如 果 n 为 奇数 , n = 2 十 1 WA 


Papi © (21 + 1)!!e~42+1(—2ma’)—'¢, 
g? < (Lt) ma? < Si+. (4.3.50) 
对 于 (n +1)? Ș4ma?g? < n(n — 1), 中 间 的 一 些 项 和 式 (4.3.47) 将 更 复杂 . 
把 很 大 的 n 对 应 的 又 加 起 来 , SAMICK WKB 波 包 是 很 有 趣 的 . 也 
许 我 们 可 以 克服 Kiefer 遇 到 的 困难 (他 试图 按照 a 中 转变 点 附近 的 经 典 轨迹 来 构 
造 波 包 ). 但 是 可 能 要 求 从 a > m +1+nm RRA AE Ln, 这 里 渐 近 表达 式 
(4.3.47) 适用 , 因为 此 式 给 出 随 a 增 大 而 单调 减 小 的 Wi(a, 9$ = 0). 


BOR 没有 假 真 空 的 开 和 又 胀 


近 几 年 的 微波 背景 辐射 观测 结果 倾向 于 支持 低 密 度 的 开 暴 胀 模型 . 

本 章 讨论 Hawking 和 Turok(1998) 给 出 的 没有 假 真 空 的 开 暴 胀 模型 . 

哈 特 -霍金 认为 , 他 们 的 “无 边界 ”宇宙 可 以 给 出 宇宙 开 暴 胀 , 对 于 暴 胀 势 没 有 
任何 特殊 要 求 . 在 最 简单 的 暴 胀 模型 中 , 欧 氏 路 径 积 分 的 半 经 典 近似 和 人 择 条 件 给 
出 密度 参数 2o ~ 0.01. 在 具有 多 个 场 和 额外 维度 的 模型 中 , 比 这 个 数值 要 大 一 些 . 


5.1 关于 宇宙 的 骏 胀 


暴 胀 宇宙 学 的 图 像 为 人 们 提供 了 一 个 关于 现在 宇宙 的 线 度 、 平 让 性 、 均匀 性 以 
及 涨 落 起 源 机 制 的 很 有 说 服 力 的 解释 .但 是 在 一 个 给 定 的 暴 胀 宇宙 模型 中 ， 暴 胀 是 
否 实 际 发 生 , 很 强 地 依赖 于 暴 胀 的 初始 条 件 . 关于 这 一 初始 条 件 的 假定 , 常会 遇 到 困 
WE. 哈 特 - 霍金 认为 他 们 提出 的 “无 边界 ”的 初始 条 件 则 可 避免 这 个 困难 . 下 面 我 们 
讨论 , 这 一 “无 边界 ”条 件 加 上 最 弱 的 人 择 原 理 , 对 于 一 般 标量 场 ， 预言 了 开 暴 胀 宇 
H. 具有 最 弱 人 择 原理 的 最 简单 暴 胀 势 要 求 fo ~ 0.01. 对 于 包含 附加 场 的 一 般 情况 
则 要 求 稍 大 一 些 的 2 值 . 通常 , 各 模型 均 要 求 暴 胀 势 有 一 个 亚 稳 的 极 小 值 一 一 “ 假 
真空 ”, 有 一 个 慢 滚 动 相 , 使 之 能 够 创 生 一 个 具有 量子 涨 落 的 de Sitter 空间 . 这 个 场 
会 通过 量子 隧道 效应 , 产生 众多 泡 泡 . 在 泡 里 , 滚动 会 慢 下 来 , 直到 真 最 小 . Coleman 
和 De luccia(1980) 指出 , 这 样 一 个 泡 的 内 部 实际 上 是 一 个 无 限 开 放 的 宇宙 .调整 慢 
滚动 的 时 间 , 人 们 可 以 建立 一 个 宇宙 模型 , 使 现在 空间 曲率 与 哈 勃 半径 相 一 致 . 

所 有 的 暴 胀 模型 都 必须 保证 量子 涨 落 足 够 小 , 这 就 要 求 势 很 平坦 . 但 在 开 暴 胀 
中 , 这 必须 要 求 势 有 一 个 假 真 空 , 而 且 有 一 个 Coleman-De luccia 形式 的 泡 解 . 如 果 
假 真 空中 的 标量 场 质量 太 大 , 则 这 个 泡 只 “内 部 适合 ”de Sitter 哈 勃 半径 . 总 之 , 这 些 
要 求 表明 , 开 暴 胀 需要 的 标量 势 只 是 对 单 场 模型 设计 的 . 二 场 模型 已 由 Linde(1995) 
提出 , 该 模型 仍然 要 求 一 个 假 真空 . 

在 哈 特 -霍金 理论 框架 内 , 不 再 要 求 “ 假 真空 ” 暴 胀 过 程 , 量子 涨 落 是 用 延 拓 场 
和 欧 氏 度 规 扰动 来 计算 的 . 这 一 理论 提出 宇宙 是 由 初始 空间 的 微小 涨 落 开 始 的 . 


5.2 We a 
设 耦 合 标量 场 具有 势 V($), 考虑 爱 因 斯 坦 引 力 路 径 积分 .设想 势 有 个 真 最 小 


5.2 Wł T i 


V = 0. 我 们 来 寻找 经 典 运动 方程 的 解 并 延 拓 它们 , 用 确定 涨 落 大 小 的 方法 来 逼近 
路 径 积分 . 首先 从 欧 氏 瞬 子 开始 . WR Ve) 在 一 些 非 零 值 处 有 一 个 固定 点 , 则 存 
在 0(5) 不 变 解 , 此 时 6 为 常数 , 欧 氏 流 形 为 一 四 维 球 . 我 们 对 一 般 的 只 具有 O(4) 
不 变性 的 解 感 兴趣 . 这 时 度 规 形式 为 


ds? = dg? + b?(a)dN? = do? + b?(c)(dy* + sin? banz), (5.2.1) 
AP b(o) 是 S* BY “BARR” S® 的 半径 . 对 于 0(5) 不 变 解 ， 


b(c) = H~'sin(Ho), H? = 8xGV/3, 


但 在 一 般 情 况 下 b(o) 不 一 定 是 正弦 函数 . a. 
把 只 具有 O(4) 不 变性 的 解 自 然 地 延 拓 


到 一 个 开 宇宙 (图 5-1). 首先 从 欧 氏 空间 延 
拓 到 洛 伦 效 空间 , 为 了 获得 实 的 洛 伦 效 度 规 ， 
必须 在 度 规 是 固定 的 三 维 表面 上 延 拓 . BR y 
在 欧 氏 区 域 , 然后 沿 一 个 假想 方向 在 洛 伦 兹 


h Ca 
区 域 从 0 FI T, wW. 


n 
Y = = + ir, l 
2 图 5-1 


我 们 得 到 
ds? = do? + b?(0)(—dr? + cosh? rd Rĝ). (5.2.2) 


这 是 一 个 空间 不 均匀 的 类 de Sitter REAL, HRR], 即 暴 胀 泡 的 外 部 . 半径 
b(o) 在 o 的 两 个 值 处 为 零 . 第 一 个 值 (我 们 设 o= 0) 附近 , b(o) 随 着 o 线性 地 变 
为 零 . 这 个 度 规 有 一 个 唯一 的 延 拓 穿 过 堆 表 面 o= 0. 
ki 1 
5 o = it, T= Zit +X, 
我 们 有 
ds? = —dt? + a?(t)(dy? + sinh’ xd R2), (5.2.3) 
式 中 by A = Bes 这 是 描述 区 域 I 的 膨胀 开放 字 宙 ， 
BARER o 0 = Omax + iT. 后 者 是 均 多 的 类 de Sitter 空间 , 但 时 间 依 赖 于 空间 
截面 
ds? = —dT? + b?(T)(dy? + sin? wd 122). (5.2.4) 
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稍 后 我 们 再 来 讨论 这 个 解 , 它 描述 一 个 闭合 的 暴 胀 宇宙 . 
现在 , 我 们 更 详细 地 讨论 欧 氏 瞬 子 的 特性 . 场 $ 和 半径 5 满足 场 方程 


/ 
o" + a =V4, b" = -Eyy +V), (5.2.5) 


式 中 的 撤 表 示 对 o 求 导 数 . 根据 第 一 个 方程 , 6 沿 着 势 -Y APR. 设 点 o=0 是 
非 奇异 的 , 这 个 流 形 在 球 坐 标 中 局 部 地 看 起 来 像 Rt. AERE o 小 的 时 候 (bo) ~ o. 
当 o = 0 时 场 取 值 bo. 我 们 假定 在 o = 处 势 有 一 个 非 零 倾斜 , Vs #0. O(4) 不 
变性 和 解析 性 要 求 # (0) = 0. 跟随 这 个 解 , YE o 向 前 b(o) 减速, 且 速 度 w(c) BS. 
此 后 , 在 点 of,b(o) 降 为 零 . 在 另 一 边 , 场 o 被 强制 项 沿 着 势 向 上 驱动 , 开始 衰减 ; 
E WV(o) 变 号 之 后 反 衰 减 . 这 个 反 衰减 在 接近 cy 时 发 散 , ¢'(c) 趋向 无 限 大 . 当 接近 
of 时 , 由 第 一 个 场 方程 得 到 o x 03, 由 第 二 个 方程 得 到 b x (oy — oa)! 这 样 , 当 
我 们 接近 奇 点 时 , o « (oy —0)7}, 按 对 数 规律 发 散 . 若 存在 另外 的 极点 , 驱动 项 Vs 
就 可 能 变 号 , 并 且 如 果 它 足够 大 , 能 抵消 反 衰减 项 , 便 可 停止 $ 的 运动 . Coleman-De 
luccia 瞬 子 仅 在 上 述 情况 下 才能 得 到 . 选择 的 值 , 使 内 恰 在 cr RAS, 就 出 现 
上 述 情 况 . 这 时 解 的 两 端 是 非 奇异 的 , 且 能 够 延 拓 至 第 三 洛 伦 效 区 域 . 在 过 去 的 暴 
胀 宇宙 模型 中 多 采用 C-D RT, 因为 它 是 唯一 非 奇异 的 解 , 类 似 于 闵可夫 斯 基 的 
隧道 解 . 但 是 de Sitter 空间 和 闵可夫 斯 基 空 间 不 同 , 哪 一 个 瞬 子 解 是 容许 的 , 这 问 
题 需 要 分 别 研究 . 决定 一 个 瞬 子 解 是 不 是 物理 上 容许 的 , 主要 准则 是 计算 欧 氏 作用 
Bl. 系统 的 波 函 数 在 主 级 近似 下 正比 于 e, 所 以 不 构成 无 限 大 的 作用 量 . 欧 氏 
作用 量 由 下 式 给 出 : 


r= | d4z./—g l- jana To 5(0)? + A (5.2.6) 
在 四 维 情况 下 , 爱 因 斯 坦 方 程 的 迹 可 写 为 
R = 8xG[(09)? + 4V(¢)], 

所 以 作用 量 为 

Z | die ar ae j dob? (c)V (4), (5.2.7) 
式 中 积分 沿 53 的 一 半 , 注意 作用 量 是 负 的 . 有 趣 的 是 , 即使 对 于 奇异 瞬 子 (在 奇 点 
V 按 对 数 规律 发 散 ), 3(c) 也 随 (cj — c) 线性 地 变 为 零 , 所 以 欧 氏 作用 量 仍然 是 收 
SH. 仔细 考察 不 难 发 现 , 作用 量 的 标量 场 部 分 对 数 地 发 散 (因为 o 线性 地 发 散 )， 
但 是 这 一 发 散 恰 好 被 引力 作用 量 中 的 一 个 相反 的 发 散 抵消 了 . 现在 的 计算 和 闵 可 


夫 斯 基 空 间 中 隧道 效应 的 计算 存在 两 个 根本 的 区 别 : 第 一 , 瞬 子 在 空间 上 是 有 限 的 ， 
这 就 去 掉 了 与 场 相 联系 的 发 散 ; 第 二 , 引力 作用 量 不 是 正 的 , 这 样 可 以 消 掉 标量 场 


5.3 M 的 fA ls 


作用 量 中 的 发 散 . 这 两 点 区 别 有 个 值得 注意 的 结果 , 类 似 于 闵可夫 斯 基 空 间 的 情况 ， 
能 够 找到 一 个 容许 瞬 子 解 的 单 参数 族 . 

现在 我 们 来 考察 在 cj 处 的 类 时 奇 点 . 存在 类 时 奇 点 在 半 经 典 近似 下 不 一 定 是 
致命 的 问题 , 这 跟 氨 原子 的 情况 类 似 , 粒子 轨道 可 避免 奇 点 . 另外 , 量子 涨 落 对 于 消 
除 奇 点 可 能 已 经 足够 了 . 哈 特 -霍金 认为 , 场 和 度 规 涨 落 可 由 欧 氏 区 域 的 延 拓 来 定 
X, 奇 性 仅 在 此 区 域 的 边沿 上 的 一 点 出 现 . 场 涨 落 的 模 函 数 很 容易 用 改变 坐标 (从 


o 到 共 形 坐标 X = | “da/b(o) 的 方法 来 处 理 . 因为 在 cy 处 积分 收敛 , 所 以 X 不 
能 小 于 零 . 重新 调整 6 = x/b 以 后 , 便 可 满足 具有 势 


U= pie — Vpb? ~ -7X-?( 当 X ~ 0) 
HARESH. CRI NARAMERR MRE Li PRED aK. MEN 
点 , 区 域 [[ 的 空间 度 规 与 管 R+ x S? 是 共 形 的 . 这 个 奇 点 是 与 管 端 相对 应 的 世界 线 . 

正如 前 面 提 到 的 , 还 能 找到 另外 的 瞬 子 , 描述 一 个 由 cmax 沿 虚 方向 延 拓 的 闭 
合 暴 胀 字 宙 . 这 个 瞬 子 的 作用 量 是 式 (5.2.7) 的 两 倍 , 但 积分 区 间 只 取 [0, max. K 
数 blo) 和 d(c) 也 稍为 不 同 一 -9'(0) DAES, 所 以 速度 o 在 对 应 面 上 是 奇异 
的 , 这 使 得 在 o = 0 点 关于 9 的 泰勒 展开 只 含 奇 数 项 , 于 是 $(T) 在 洛 伦 效 区 域 是 
复 的 , 而 我 们 希望 o 的 解 是 实 的 . 虽然 不 可 能 严格 操作 , 但 总 可 以 给 po 加 上 一 个 
小 的 虚 部 . 在 这 种 方法 中 , $ 的 虚 部 在 暴 胀 期 间 衰减 .此 后 便 可 认为 场 和 度 规 是 实 
的 了 . 

人 们 希望 势 是 十 分 平坦 的 , 以 容许 更 大 的 暴 胀 e 重 数 . H-T 对 于 各 种 标量 势 进 
行 了 数字 计算 , 在 这 种 框架 中 , e 重 数 的 数目 很 大 , 结果 很 简单 一 一 对 于 o 的 大 部 
分 范围 有 很 好 的 近似 dc) = po 和 blo) = H- sin Ho, HF H? = 8nGV(¢0)/3. 
在 开 和 闭 的 两 种 情况 下 , 欧 氏 作用 量 均 为 


本 12n? M5 
~ V(¢0) ’ 


(5.2.8) 


式 中 普 朗 克 质 量 Mu = (8rG)-12. 


5.3 4 的 值 


密度 参数 Pu 的 值 由 暴 胀 e 重 数 确 定 . 在 对 应 的 面 上 , 2 的 值 在 开 暴 胀 的 情况 
下 是 零 , 在 闭合 的 情况 下 是 oo. 在 暴 胀 期 间 , 由 于 2-1 x a ?, 所 以 2 趋 近 1， 
再 加 热 之 后 , 在 辐射 时 期 2-1- 1 x a, 在 物质 时 期 9-1 一 1 cx a, 所 以 都 偏离 1. 
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综 上 所 述 , 且 假 设 瞬间 加 热 , 我 们 得 到 


1 
1+ exp|-2N(¢0)] 


1 heat To 
d ysti SS |} |}, 5.3.1 
( Teq ) To ( ) 


式 中 正和 负 分 别 对 应 于 开放 和 闭合 . 现在 的 温度 是 To, 在 物质 - 辐射 相等 时 为 Toq- 
我 们 假定 Tea > To. 常数 S 依赖 于 再 加 热 温度 . 为 了 分 别 再 加 热 到 弱电 和 大 统一 
ERRE, of 应 在 1025 和 10°° 之 间 . 

在 慢 滚 动 期 间 , RAK e 重 数 由 


h 之 


Nbo) = [ dog) Me aid (5.3.2) 


近似 地 给 出 , 式 中 积分 下 限 4e 是 刚 离 开 慢 滚动 相 时 的 $ 值 . 对 于 二 次 势 , N ~ 
(¢0/2Mp)?. 对 SEN po,e 重 数 也 很 小 . 在 开 的 情况 下 fo 很 小 . 对 于 充分 大 的 


N, 2% 接近 于 1. 但 是 在 = = Ig of + 1( 即 30+1 或 者 60+1) 范围 内 的 N, 为 了 再 加 热 


到 弱电 和 大 统一 标 度 ， 我 们 有 0.1 < R < 0.9. 这 些 都 是 H- T 的 数值 计算 结果 . 

式 (5.3.1) 包含 ”个 未 知 参量 , 我 们 要 选择 其 中 一 个 保持 固定 . 爱 因 斯 坦 方程 
容许 三 个 独立 常数 , 如 Ho, Ro 和 To. 在 物质 -辐射 相等 时 温度 Teq 是 不 独立 的 ， 
为 它 由 现在 的 物质 密度 确定 (由 2 和 Ho 确定 ), 而 现在 的 辐射 密度 由 To 确定 . 原 
WE Tea 跟 退 耦 时 的 温度 一 样 由 拉 格 朗 日 确定 , 但 是 不 知道 这 一 恰当 的 拉 格 朗 日 的 
具体 形式 . 于 是 只 好 由 式 (5.3.1) 确定 fo, 代入 


Toq = 2.4 x 1042 gh? To, 
得 到 
Ro =% 1 F £ exp[—2N(d0)], (5.3.3) 
e Ti eat 
aid (z x aair ) 
[对 于 开 的 情况 , 如 果 2 < (2.4 x 104h?)-) Al To > Toa, 应 该 将 (5.3.1) 中 的 Toq 
代 之 以 To) 由 现在 观测 到 的 参数 To, Ho 和 暴 胀 参数 ( 即 初始 场 po 和 再 加 热 温 度 
Tren), 代入 式 (5.3.3), 可 以 给 出 No. 
我 们 把 前 面 的 讨论 小 结 一 下 . 对 任意 的 暴 胀 势 , H-T 构造 了 描述 开 的 和 闭 的 暴 
eS AES RR. 这 些 解 解决 了 标准 暴 胀 模 型 的 困难 , 由 指定 哈 勃 体积 中 的 初始 


数据 便 可 获得 均匀 宇宙 ; 还 定义 了 用 欧 氏 区 域 解析 延 拓 获得 的 涨 落 谱 . 下 面 我 们 讨 
论 这 些 解 预言 的 扰动 和 Ro 的 几率 分 布 . 
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宇宙 波 函 数 在 半 经 典 近似 下 正比 于 exp( 一 27), 由 2 值 给 出 的 字 宙 原初 扰动 几 
率 和 这 个 波 函 数 的 平方 成 正比 . 按照 我 们 选择 的 理论 , 再 加 热 温度 Ten 由 拉 格 朗 日 
确定 , 而 初始 场 po 仍然 是 一 个 自由 参数 . 考虑 一 个 从 零 开 始 增 大 的 暴 胀 势 . 对 于 
任意 大 的 do, 都 存在 闭 的 和 开 的 解 . 所 以 至 少 对 于 适当 平坦 的 势 , 原则 上 所 有 可 能 
的 Qo 都 是 容许 的 . 当然 也 存在 .fe-?N > 1 的 闭合 解 , 其 宇宙 在 加 热 到 现在 的 温度 
To ZA XB. 

欧 氏 作用 量 (5.2.8) 是 相当 大 的 , 在 几率 分 布 P(f20) 中 很 可 能 起 决定 性 作用 . 
人 们 偏爱 的 那些 宇宙 应 该 具有 微小 的 初始 场 po 一 一 在 开 的 情况 下 , 它们 在 To 应 
该 是 空 的 , 而 在 闭 的 情况 下 比 To PRE N RMB. 这 些 宇宙 与 我 们 所 在 的 
字 宙 相当 不 同 . 似乎 我 们 有 理由 抛弃 这 个 理论 . 但 是 H-T 认为 , 其 他 的 暴 胀 模型 在 
这 个 问题 上 都 失败 得 更 惨 一 一 它们 根本 没有 关于 这 个 问题 的 数学 上 的 显 式 . 比如 ， 
根据 混沌 暴 胀 模型 , 宇宙 按 指数 规律 膨胀 的 部 分 仍然 在 暴 胀 , 我 们 生活 的 宇宙 当然 
不 是 这 样 的 . 

H-T 提出 , 可 以 把 人 择 条 件 自然 地 放 入 贝 叶 斯 (Bayesian) 框架 , 然后 再 计算 导 
臻 星系 形成 的 Qo 的 概率 . 这 样 , 我 们 有 


2 
P(f20|gal) x P(gal|%)P(%) x exp - 一 2160) R (5.4.1) 
gal 
式 中 第 一 个 因子 表示 对 于 给 定 的 Q, RANTS A eK MA tS | Ie A 
率 是 在 星系 质量 尺度 上 线性 密度 场 的 均 方 差 ; 6c = 1, PRES DPE ROR 
扰动 幅 的 极限 . 在 式 (5.4.1) 中 , 只 包含 主要 的 指数 项 , 并 假定 最 简单 的 暴 胀 模型 预 
言 的 扰动 是 高 斯 扰动 . 
现在 密度 场 中 的 均 方 根 差 等 于 哈 勃 半径 处 的 扰动 幅 4(yeal) 乘 以 生长 因子 
G(f20). 这 个 因子 强烈 地 依赖 于 120. XF h= 0.65, RAJA G(f20) ~ 2.4 x 10*h? R? ~ 
10402. 在 慢 滚动 近似 中 , 视界 处 的 线性 扰动 幅 为 
3 
A?(¢) = mV (5.4.2) 
比较 一 下 开 暴 胀 和 闭 暴 胀 的 延 拓 是 很 有 趣 的 . 如 果 固 定 go, 欧 氏 作用 量 和 先前 
的 概率 是 很 相似 的 . 由 (5.3.3) 可 见 , 对 于 固定 的 Ho 和 To, 一 个 具有 密度 参数 h 
的 开 宇 宙 和 一 个 具有 密度 参数 2-2 的 闭 宇 宙 一 样 , 很 可 能 都 是 先 验 的 . 当然 , 这 
两 个 宇宙 很 不 相同 . 第 一 个 区 别 是 , 闭 宇宙 相当 年 轻 , 对 于 h= 0.65, 开 宇 宙 年 龄 是 


150 LÆ, 而 闭 宇宙 只 有 80 亿 年 ; 第 二 个 (也 是 最 重要 的 ) 区 别 是 , 开 宇 宙 在 空间 
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上 是 无 限 的 , 而 闭 宇宙 是 有 限 的 . 按照 Vilenkin 和 温 伯 格 的 观点 , 观测 到 的 星系 总 
数 是 决定 因素 , 人 们 将 推断 , 开 暴 胀 是 最 可 能 的 , 因为 它 可 以 给 出 无 限 大 的 星系 数 . 
霍金 则 采用 贝 叶 斯 统计 的 方法 , 他 认为 考虑 在 固定 的 Ho 和 T 形成 一 个 星系 的 概 
率 比 考虑 星系 总 数 要 好 . 

在 开 的 情况 下 , 星系 形成 的 概率 在 2) 之 后 有 一 个 峰 . 在 很 低 的 Po, 生长 因子 
是 相当 小 的 . 由 式 (5.3.3) 有 


d% 2V o 
a I (1 — 2%), (5.4.3) 
由 此 可 得 2 的 最 可 能 值 
1/5 
% ~ 0.01 ee . (5.4.4) 


对 于 最 简单 的 暴 胀 模型 , 后 一 因子 接近 1, 因此 2 x 0.01. 这 一 结果 很 有 趣 , CRE 
原始 核 合 成 要 求 的 重子 密度 , 但 与 现在 的 观测 比较 则 太 低 了 . 

根据 以 上 分 析 , 霍金 认为 , 最 可 能 的 开 宇 宙 应 是 这 样 的 : 其 中 物质 - 辐射 相等 
发 生 在 红 移 100, 相当 于 在 退 耦 之 后 . 这 时 视界 尺度 ~2500h-1M,., 并 且 对 于 纯 重 
子 宇宙 , 物质 扰动 能 谱 从 这 个 尺度 (BE) 到 Silk 阻尼 尺度 是 不 变 的 , 数量 级 比较 小 . 

在 闭合 的 情况 下 , 以 前 的 几率 分 布 支持 温度 达到 Tb 之 前 就 重新 去 缩 的 那些 宇 
H. WR To 和 Ho( 即 要 求 宇 宙 是 膨胀 的 ), 就 要 靠 人 择 条 件 来 产生 Ro 几率 的 
峰 . 这 个 人 择 条 件 是 , 宇宙 应 该 足够 的 老 , 容许 生命 的 发 展 , 比如 5 万 亿 年 . 对 于 哈 
HB h = 0.65, 上 述 条 件 要 求 % < 10, 后 来 几率 的 峰会 在 Po = 10 处 . 如 果 我 们 
升 高 这 个 年 龄 到 10 万 亿 年 , 则 最 可 能 的 2 值 将 恰好 大 于 1. 在 第 一 种 情况 下 , 闭 
宇宙 比 开 宇宙 存在 的 可 能 性 更 大 , 在 第 二 种 情况 下 则 相反 . 

总 之 , 霍金 和 他 的 学 生 们 提出 了 一 个 关于 暴 胀 宇宙 的 新 框架 , 在 这 一 框架 中 , 对 
于 一 般 暴 胀 势 , 允许 密度 参量 h 41, 仍 保 持 了 曾经 预言 密度 扰动 的 一 个 成 功 的 暴 
胀 模型 . 这 个 框架 的 一 般 预 言 是 一 个 很 开 的 或 者 很 闭 的 宇宙 , 若 再 含 其 他 场 和 额外 
维度 , 则 可 能 导致 更 可 接受 的 接近 1 的 2o 值 . 
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确定 宇宙 的 量子 态 有 两 种 方法 : 第 一 种 是 由 霍金 和 他 的 合作 者 们 建立 起 来 的 ， 
他 们 用 欧 氏 几何 的 路 径 积 分 来 定义 字 宙 波 函 数 ; 第 二 种 是 由 Vilenkin 等 建立 起 来 
的 , 这 一 方法 认为 , 宇宙 在 de Sitter 空间 自发 成 核 , 然后 沿 暴 胀 线 演化 . 这 个 宇宙 
成 核 的 数学 描述 与 穿 过 一 个 势 鸡 的 量子 隧道 的 计算 十 分 相似 ， 这 两 个 学 派 都 说 他 
们 各 自 的 波 函 数 预 言 了 暴 胀 , 但 这 两 个 波 函 数 无 法 直接 进行 比较 , 因为 它们 是 对 于 
不 同 的 宇宙 模型 来 计算 的 . 

本 章 重点 介绍 Vilenkin 的 隧道 效应 方法 , 并 把 他 的 宇宙 学 预言 与 霍金 等 的 方 
法 对 应 的 预言 进行 一 些 比较 . 


6.1 基本 体系 
我 们 首先 考虑 由 拉 格 朗 日 
2 = Iz R+ 5(0,6)? — VO) (6.1.1) 


定义 的 模型 , AF p=(161G)? 为 普 朗 克 长 度 , G 是 牛顿 常数 , A= c = 1, R 是 标 
曲率 . 物质 场 由 一 个 标量 场 描述 . 这 个 模型 的 波 函 数 定义 在 所 有 三 维度 规 hi; (x) 的 
空间 和 三 维 标量 场 W(z): 

(hij (x), O(x)). 


假设 宇宙 是 闭合 的 , 这 个 波 函 数 满足 方程 


H*(x)yp = 0, | (6.1.2) 
H? (x) =0. (6.1.3) 
式 中 
H’ 一 oh = ih” izg. (6.1.4) 
H? = 一 52V2 + h”? [BR 十 TATRA + v@)| = = -L(V? — U), (6.1.5) 


+5lp ~27,-1/2 5 


5 ô 5 
V = Gun Sha +" "0th, T 


(6.1.6) 
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h = det(h,;), D; 是 关于 度 规 hi; (x) 的 协 变 微分 ; Gijkl 为 
Gut = EhM? (hah + huhjk 一 hij hee). 


A (6.1.6) 第 二 项 的 系数 7;; 依赖 于 第 一 项 因子 次 序 的 选择 . 正确 选择 目前 还 不 知 
道 , 也 可 能 不 存在 , 因为 以 爱 因 斯 坦 引力 理论 为 基础 的 自治 的 量子 引力 理论 目前 还 
没有 完成 . 但 是 , 利用 式 (6.1.2)~(6.1.6) 还 是 可 以 计算 出 半 经 典 情况 下 的 波 函 数 V 
的 . 因子 次 序 不 确定 性 以 及 高 阶 修正 项 和 重 整 化 问题 仅 在 普 朗 克 曲 率 RIS? 时 才 很 
重要 . 我 们 将 看 到 , 在 一 些 宇宙 模型 中 , 对 于 宇宙 整个 历史 , 均 可 以 做 半 经 典 的 处 理 . 
式 (6.1.2) 和 (6.1.4) 意味 着 Y 与 三 维 空间 的 坐标 选择 无 关 . 这 个 事实 通常 表示 
AY 定义 在 所 有 三 维 几 何 空间 和 物质 场 构 形 ( 超 空 间 ) 中 , 在 它们 中 , {hij(z), o(x)} 
(只 用 坐标 变换 来 区 分 ) 的 所 有 组 合 都 是 等 同 的 . 
采用 式 (6.1.5) 和 (6.1.6) 中 的 记 法 , 我 们 可 以 把 W-D 方程 (6.1.3) SASK 
因 - 戈 尔 登 方 程 类 似 的 形式 
(V? —U)y =0. (6.1.7) 


BoA KRSM E, 我 们 可 以 构造 一 个 守恒 流 
ja EVY _ 4V4"), (6.1.8) 


V:-J=0. 


式 中 的 标 积 所 用 的 度 规 是 式 (6.1.6) 所 定义 的 . 这 个 流 和 超 空 间 的 几率 流 是 一 致 的 ， 
(AEA SERA — 戈 尔 登 情况 一 样 , 也 将 遇 到 负 几 率 的 问题 . 


6.2 边界 条 件 


在 隧道 效应 方案 中 , 宇宙 的 形成 是 非 奇 异 的 事件 . 半 经 典 地 , 势 公 下 的 传播 对 
应 于 虚 时 间 里 的 演化 , 因此 , 量子 隧道 由 一 个 欧 氏 场 方程 的 规则 解 (一 个 瞬 子 ) 描 
述 . 这 个 解 在 成 核 点 与 洛 伦 兹 解 相符 合 . 即使 宇宙 以 一 种 非 奇 异 的 方式 开始 , 在 未 
来 也 会 出 现 奇 异性 (如 黑洞 或 大 挤 压 ). 

超 空 间 的 边界 可 以 看 作 由 奇异 性 构 形 组 成 , 这 些 构 形 有 一 些 点 或 区 域 具 有 无 限 
大 的 三 维 曲 率 或 无 限 大 的 % 或 者 无 限 大 的 (20) 和 无 限 大 三 维 体积 的 构 形 . 需要 
指出 的 是 , 三 维 几何 奇异 不 一 定 表示 四 维 几何 奇异 . 例如 , 像 图 6-1 中 给 出 的 那样 
切割 一 个 四 维 球 , 得 到 一 个 没有 半径 的 、 在 两 极 有 无 限 大 曲率 的 三 维 球 , 虽然 这 个 
四 维 几何 是 完全 规则 的 . 更 一 般 地 , 如 果 我 们 把 三 维度 写 为 


hij = (2hi;, (6.2.1) 
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图 6-1 


当 8 一 0, 而 hij, o 非 奇 异 , 这 个 构 形 也 不 一 定 是 四 维 奇异 的 . 另 一 个 例子 如 图 6-1 
中 (b) 所 示 , 三 维 空间 在 已 点 有 奇异 性 . 这 个 构 形 对 有 拓扑 改变 的 隧道 跃迁 是 很 重 
要 的 . 把 所 有 的 由 切割 规则 四 维 几 何 产生 的 可 能 奇异 性 进行 分 类 是 很 有 趣 的 . 由 于 
篇 幅 有 限 , 这 里 不 讨论 , 我 们 只 简单 地 假定 这 是 可 以 做 到 的 , 这 样 , 我 们 可 以 把 超 空 
间 分 成 两 部 分 . 第 一 部 分 包括 三 维 几 何 , 这 三 维 几 何 仅 有 切割 规则 四 维 几何 产生 的 
奇异 性 , 我 们 称 为 超 空 间 的 非 奇异 性 边界 . 第 二 部 分 包括 边界 的 其 余部 分 , 称 为 超 
空间 的 奇异 性 边界 . 波 函数 % 的 隧道 边界 条 件 可 以 表述 为 

在 超 空间 的 奇异 边界 , y 仅 包 括 出 射 模式 . 
这 个 边界 条 件 与 费 曼 传播 子 的 因果 边界 条 件 形式 上 类 似 . 

入 射 、 出 射 模式 的 定义 与 正 、 负 频率 模式 的 定义 类 似 , 方 同 指向 起 “时 间 ” 方 
向 作用 的 边界 . 这 些 模式 在 一 般 情况 下 能 否 精确 定义 还 不 是 很 清楚 , 但 在 半 经 典 表 
述 中 , 这 样 的 定义 是 可 能 的 . 半 经 典 波 函数 可 以 写 为 


p=) Cre, (6.2.2) 
式 中 5,, 是 迅速 变化 的 波 函 数 , 它 满足 超 空间 的 哈密 顿 _ 雅 可 比方 程 

(VS,)? +U =0. (6.2.3) 
A (6.2.2) 第 ”项 的 流 为 

Ja = —|Cy|?VSx- (6.2.4) 


边界 条 件 (6.2.1) BRAM -V5 在 边界 处 由 超 空间 向 外 . 每 一 个 函数 Sn 都 定义 
了 一 个 超 空间 中 的 经 典 路 径 . 边界 条 件 (6.2.1) 还 表明 , 这 些 路 径 可 以 在 超 空 间 的 
奇异 性 边界 处 终结 , 但 不 能 从 这 里 出 发 . 

除了 式 (6.2.1) 以 外 , 我 们 还 加 一 个 规则 性 条 件 


lp] < o0. (6.2.5) 
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哈 特 -霍金 的 理论 认为 , 对 于 一 个 确定 的 三 维 构 形 , 波 函 数 由 一 个 路 径 积分 定 
义 
Vy = gilag exp|-Ie(guv, $). (6.2.6) 
致密 四 维 几 何 可 以 看 作 位 于 一 点 “无 ”(nothing) 和 一 有 限 三 维 几 何 之 间 . 这 样 , 式 
(6.2.6) 给 出 的 理论 与 “从 无 到 有 ”的 量子 隧道 效应 相似 ， 这 个 波 函 数 如 与 由 式 
(6.2.1) 定义 的 波 函 数 办 很 不 相同 . 其 中 一 个 重要 区 别 是 ya 是 实 的 , 因此 式 (6.1.8) 
恒 为 零 ; WH (6.2.1) 定义 的 波 函 数 y, 则 必定 是 复 的 . 


6.3 ”小 超 空间 波 函 数 
1. de Sitter 空间 
我 们 首先 考虑 一 个 简单 的 小 超 空间 模型 


je f dw — po), (6.3.1) 
A+ p 是 恒定 真空 能 , 假设 宇宙 是 闭合 、 均 匀 和 各 向 同性 的 
ds? = o2[N2(t)dt2 — a?(t)dn2], (6.3.2) 


式 中 N(t) 为 任意 的 时 移 (lapse) 函数 , dQ? 为 单位 三 维 球 上 的 度 规 , o? = 2G/3x. 
这 个 模型 只 有 一 个 自由 度 , 标 度 因子 为 a, 因此 y = yla). 4 N(t) = 1 时 , 这 个 模 
型 的 经 典 解 为 de Sitter 空间 


a(t) = H- lcosh(Ht), (6.3.3) 
式 中 
H = Gp? (6.3.4) 
KF yla) 的 W-D 方程 是 
Gece 一 ro p =0, (6.3.5) 
参数 p 表示 因子 次 序 的 不 确定 性 ， 
U(a) = a2(1 — H?a?). (6.3.6) 


方程 (6.3.5) 和 坐标 为 a(t) HAAS SEERA. 粒子 能 量 为 零 , 势 
为 Ula). 经 典 区 域 为 U(a) < 0 或 a > A}. 在 这 个 区 域 中 , AE (6.3.5) 的 WKB 
解 (忽略 指数 前 的 因子 ) 为 


wi) (a) = exp [i i Í paaa + 2), (6.3.7) 
H-1 
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在 区 域 a < Ho}, BAP, 解 为 


YE (a) = exp 


H-! 
+ f (ta (6.3.8) 


式 中 p(a) = [-U (a). dO 描述 一 个 正在 收缩 的 字 宙 , 而 yO 描述 一 个 正在 膨胀 
的 宇宙 . FAS RET a > HO 的 出 射 波 


wi(a > H~!) =p (a). (6.3.9) 
由 WKB 的 连接 公式 可 以 得 到 形式 为 
pr(a < H7) = YẸ (a) — 54 (a) (6.3.10) 


HALTAR. 不 考虑 a= H 的 邻近 区 域 , 式 (6.3.10) 的 第 二 项 可 以 忽略 . 
IE p, = YP (a). 波 函 数 按 指数 规律 增 大 , 直到 a = 0.“ 隧 道 幅 ”与 下 式 成 正比 : 


wi (H-+)/Y, (0) = exp - i = pt = exp | aan l (6.3.11) 

由 哈 特 - 霍金 理论 可 以 得 到 
| Wy (a < H-1) =p (a), (6.3.12) 
pala > H7!) = oP (a) + y (a). (6.3.13) 


AARRE TS AB A SP BK ya(a) 按 指数 规 
律 减 小 [图 6-2(b)]. 


图 6-2 


2. 标量 场 模型 
现在 我 们 考虑 一 个 更 真实 的 模型 , 由 作用 量 


r= | dizrV—g |i; I?R + 5 (8,8)? — v0)| (6.3.14) 
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确定 . 这 里 假设 标量 场 是 均匀 、 各 向 同性 的 , 度 规 为 式 (6.3.2). 引入 量 


$= (4rG/3)M20， V = (4G/3)?V. (6.3.15) 
W-D 方程 具有 形式 
2 2 
aE E 3] % = 0 (6.3.16) 


式 中 
U(a,¢) = a°[1 — a?V(¢)]. (6.3.17) 


这 个 模型 的 小 超 空间 是 一 个 二 维 流 形 ，0 < a < 
00, 一 00 < $< œ. 它 的 非 奇 异性 边界 是 线 a = 0, 
I4| < œ. 在 奇异 边界 , 两 个 变量 中 至 少 有 一 个 是 无 
RA. 引入 一 新 变量 a = na, 我 们 通过 一 个 共 形 
图 可 以 表示 出 小 超 空 间 和 它 的 边界 (图 6-3)， 这 个 
图 与 a 为 时 间 坐 标 、y% 为 空间 坐标 的 闵可夫 斯 基 空 
间 图 相同 . 非 奇 异性 边界 由 过 去 类 时 无 限 大 处 的 单 


( 奇 ) 点 和 表示 . 
在 WKB 近似 下 , 波 函 数 表示 为 式 (6.2.2) 的 形式 , 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (6.2.3) 
取 
2 2 
[28)*_[28]" =-。 8 


的 形式 . 5 a 很 小 (a 一 co) 时 , 势 Ula, 由 BFS, y 是 形 如 
de = eikta 王 9g) (6.3.19) 


的 项 的 登 加 . k > 0 的 项 描述 向 奇 点 场 缩 的 宇 害 . 相应 的 无 质量 自由 标量 场 的 爱 因 
斯 坦 方程 的 经 典 解 为 


1 
ax (to—t)'/3,  |d| = 3 In(to — t), 


to 是 任意 的 . 在 共 形 图 上 , 表示 这 些 解 的 路 径 在 过 去 零 无 限 大 处 与 边界 相交 ,大 < 0 
的 项 描述 由 奇 点 向 外 膨胀 的 宇宙 . 隧道 边界 条 件 (6.2.1) 要 求 现在 的 模型 是 正 的 . 
在 非 奇 异性 边界 i, 波 函 数 接近 一 个 常数 (对 应 于 = 0 的 模型 ) 


w(a = 0, ġ) = const. (6.3.20) 


我 们 对 i7 的 邻 域 内 y 的 行为 感 兴趣 . 这 个 区 域 对 应 于 宇宙 的 极 早期 (成 核 和 膨胀 
的 开始 ), 在 这 个 时 期 量子 宇宙 效应 才 是 重要 的 . 
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假设 V(4) 是 4 的 缓 变 函数 
上 V 一 :dyy/dg| <1. (6.3.21) 

还 假设 V (>) A) PRE RE: 
Vi<l. (6.3.22) 
当 这 个 条 件 不 满足 时 , 半 经 典 近似 就 不 能 使 用 . 此 时 量子 引力 的 高 阶 项 变 得 很 重要 . 


式 (6.3.20) 和 (6.3.21) 表明 , 对 于 足够 小 的 a, 波 函数 % 也 是 6 的 组 变 函 数 . 因此 ， 
我 们 可 忽略 对 $ 的 导数 . 式 (6.3.16) BA 


oe. “pd 


现在 $ 仅仅 是 一 个 参数 , 问题 归结 为 前 面 讨论 过 的 一 维 小 超 空间 模型 . 这 个 小 超 空 
间 (a, g) 可 以 分 为 U > 0 AU <0 两 个 区 域 . 只 要 式 (6.3.23) 是 正确 的 , 这 种 分 法 
就 是 把 小 超 空间 分 为 经 典 禁 区 ( 呈 指 数 形 式 ) 和 经 典 允 许 区 (Y 呈 振 荡 形 式 ). 这 
两 个 区 域 之 间 的 区 域 是 过 = 0 

a? = 1/V(¢). (6.3.24) 


为 了 找到 式 (6.3.23) 的 解 , 我 们 注意 到 : O 参数 p 不 影响 半 经 典 几 率 ; © Rp = -1, 
式 (6.3.23) 可 以 精确 地 解 出 , 引入 一 个 新 的 变量 


z= —(2V)~2/3(1 —a y), (6.3.25) 
W p= -1, 我 们 有 
62 
| E + | Wy = 0. | 
这 个 方程 的 一 般 解 是 Airy 函数 Ai(—z) 和 Bi(—z) 的 线性 组 合 . Airy 函数 的 系数 是 


o 的 任意 函数 . 为 了 读者 的 方便 , 这 里 我 们 给 出 大 z 值 (z 一 +eo)Airy 函数 的 渐 近 
形式 


Ai(z) ~ TA 
1 
Bi(z) ~ mee 


Ai(—z) ~ ae sin (c $ =) : 


Bi(—z) ~ g cos (¢ + =) S (6.3.26) 
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RIH ç = 52a/2 
由 出 射 波 只 应 出 现在 经 典 允 许 区 域 (对 于 a? > Vl, iy lay/ða > 0) 的 要 求 ， 
Vilenkin 找到 了 隧道 波 函 数 wr. HA (6.3.26) MAE (6.3.21) 得 到 


Ai(—z) + iBi(—z) 


vr = Aiz) + 1Bi(—ay)” (6.3.27) 
式 中 zo = z(a = 0) = 一 (2V)-2/3. 4 V(b) WAN, z 和 zo 是 复 的 . > 
V($) =e" *|V(4)|, -z = FP |2|, 
—z= erm/3 25]. 
我 们 得 到 与 式 (6.3.27) (ZE V(b) = +0) 相对 应 的 解析 延 拓 . 
采用 关系 式 
Ai(e2ri/3z) +iBi(e2ri/3z) = 2e"/3 Ai(z), (6.3.28) 
可 以 把 V(8) < 0 时 的 波 函 数 写 为 
_ Ai(|z)) 
vr = 5; (zal) [V ($) < 0]. (6.3.29) 


我 们 注意 到 , 在 这 个 区 域内 波 函 数 是 实 的 . 
在 经 典 容 许 区 域 , a2V > 1, EARRAS, z 取 大 值 且 为 正 , zo 取 大 值 且 
为 负 [A (6.3.22)]. 于 是 采用 渐 近 式 (6.3.26) 得 到 


wp = eir/4(a2V 一 1) -4 exp E (@V > 1). (6.3.30) 
类 似 地 , 在 经 典 禁 区 , 我 们 找到 
pr = (1 — i exp | (a° V <1). (6.3.31) 


应 该 指出 , 最 后 一 个 表达 式 在 V = 0 是 非 奇 异 的 , 对 于 V(¢) 为 正和 为 负 两 种 情况 
都 适用 . 采用 式 (6.3.30) 和 (6.3.31), 很 容易 验证 , 如 果 满 足 条 件 


dV 2 | 
SI < max{|V], 1/a*}, (6.3.32) 


则 在 式 (6.3.16) 中 上 略 去 对 $ 的 导数 项 是 恰当 的 . 这 是 关于 Vo) 的 条 件 的 最 终 形 
A, 它 代替 形式 (6.3.21). 


6.4 pr Ad, 的 宇宙 学 预言 . 329 - 


现在 我 们 来 寻找 对 于 这 一 模型 的 哈 特 -霍金 波 函数 dy. 它 在 经 典 禁区 应 该 是 
a 的 指数 函数 . 由 式 (6.3.20), 我 们 有 


Pu = mo (6.3.33) 
采用 渐 近 式 (6.3.26), 得 到 经 典 容许 区 内 Yu 的 WKB 近似 式 
Pa = 2(a2V — 1)-1/4 exp Ea cos pe 一 z (a?V > 1). (6.3.34) 
在 禁区 有 
p, = (1 一 a27)-L4exp pte | (a2V <1). (6.3.35) 


有 趣 的 是 , HA (6.3.33) 给 出 的 vy, 可 以 由 式 (6.3.27) 的 加 经 过 解析 延 拓 得 到 . 
这 由 式 (6.3.28) 可 以 看 出 . 如 果 把 a RZA eV?2a,V(9) 代 之 以 eV (o), 则 z 一 
e2ri/3z zo =% e?i/3 20, Ya 就 变 成 了 Pa 


Pa = pr (V > eV, a — e'*/2a). (6.3.36) 


这 导致 一 种 有 趣 的 可 能 性 : 在 一 般 情 况 下 , Ye 和 wa 也 应 该 可 以 通过 一 个 解析 延 
拓 联 系 起 来 . 我 们 建议 把 上 述 变换 推广 为 


hi; > "hij, V(¢) +e “V(¢). (6.3.37) 


很 容易 证 明 , 这 个 变换 不 改变 W-D 方程 (6.1.7). 


6.4 Yr Ay, 的 宇宙 学 预言 


在 宇宙 成 核 之 后 不 久 , 宇宙 的 演化 已 成 为 经 典 的 了 , 波 函 数 (6.3.30) 和 (6.3.34) 
描述 了 全 部 经 典 宇宙 . 量子 字 宙 学 的 任务 是 确定 宇宙 初 态 的 几率 分 布 . 在 我 们 的 简 
单 的 模型 中 , 初 态 由 标量 场 $ 表征 [a 的 初始 值 由 a? = 1/V (6) 得 到 , à A o 的 初 
始 值 均 为 零 ]. 

在 Vilenkin 的 量子 隧道 方案 中 , 由 守恒 方程 (6.1.8) 可 以 得 到 $ 的 几率 分 布 
在 小 超 空间 模型 (6.3.16) 中 , 物质 流 有 两 部 分 : 


j* = 50?(U" day — Ya"), (6.4.1) 


jt = a gy — Wd40"), (6.4.2) 
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连续 性 方程 为 | 
ajl + O65 = 0. (6.4.3) 
je 可 以 看 作 a 处 $ 的 几率 密度 . 关系 式 
ða f j7do =0 (6.4.4) 
表明 几率 守恒 . 由 波 函 数 (6.3.30) 给 出 的 经 典 解 仅 包含 膨胀 宇宙 
a ~V~ /2cosh(V1/2t), ¢ ~ const, (6.4.5) 


而 且 这 里 不 存在 负 几 率 问题 ( 换 句 话说 , 标 度 因子 a 对 于 上 述 模型 是 一 个 好 的 时 间 
变量 ). 

几率 密度 plap) 是 这 样 定义 的 : 当 标 度 因子 为 a 时 , p(a,$)d9 表示 标量 场 处 
F o 到 $+ dy 间 的 概率 . ER (6.3.30) RAR (6.4.1), ES p = 一 1, 我 们 可 以 得 到 
对 应 于 Yr 的 pla, ġ) 


pr(a,$) = Cr exp -| ; (6.4.6) 


由 式 (6.4.6) 可 见 , pr 5 a 无 关 . 这 是 因为 V(6) 是 缓 变 函数 , 于 是 在 经 典 轨道 上 ġ 
近似 为 常数 . 式 (6.4.6) 仅 适 用 于 V(8) > 0 的 区 域 . 4 V(¢) < 0 时 , yr 是 实 的 , H 
pT = 0. 归 一 化 常数 Cr 由 式 


=; Me is: 2 
Cr = Tins agep | 元 可 (6.4.7) 
确定 . 当 o — too 时 , V(4) <0 时 , 或 者 V(9) 比 = In ol 更 快 地 趋 近 于 零 , 则 此 积 


分 是 收敛 的 . 如 果 o 是 定义 在 有 限 区 域 0 < 6 < to 内 的 周期 变量 , 这 个 积分 也 是 
收敛 的 . 如 果 这 些 条 件 都 不 满足 , 式 (6.4.6) 就 是 不 可 归 一 化 的 . 其 他 的 方案 也 应 该 
HRA (6.4.7) 是 收敛 的 , 并 把 它 作为 粒子 -物理 模型 的 一 个 约束 条 件 来 考虑 . 

6-4 中 给 出 了 不 同类 型 V (6) 的 几率 分 布 pi. (6). 在 第 一 个 例子 中 , 当 |9| 一 
co IY, V(¢) 一 œ, p,(¢) — const. pr(¢) 的 最 大 值 对 应 于 势 V($) > 1. 虽然 半 
经 典 方法 在 这 个 区 域 并 不 可 靠 , (EE Vo) < 1 pr 的 行为 暗示 了 在 这 类 模型 中 
V(¢) > 1 时 宇宙 极 有 可 能 成 核 . 如 果 在 大 o 处 势 的 增 大 足够 缓慢 , 则 这 个 初 态 就 
会 导致 混沌 暴 胀 . 在 第 二 个 例子 中 , $ Vo) 没有 下 限 . 我 们 认为 , 只 要 在 6 = 0 时 
亚 稳 态 的 寿命 比 目 前 的 宇宙 年 龄 还 要 大 , V(9) 没有 下 限 就 不 成 问题 . V(9$) 最 大 时 
宇宙 成 核 概率 也 最 大 . 这 种 初始 条 件 已 纳入 新 的 暴 胀 模型 之 中 . 表 中 的 例 3 表明 ， 
在 大 lol 值 , V(¢) 一 0 时 , 可 以 得 到 一 个 类 似 的 几率 分 布 . 如 果 max[V (9)] < 1, W 
宇宙 的 初始 密度 就 远 小 于 普 朗 克 值 , 便 可 以 用 半 经 典 的 方法 来 处 理 宇宙 的 全 部 演化 
过 程 . 
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6.5 ”扰动 超 空间 


本 节 讨论 小 超 空 间 的 线性 扰动 . 这 个 扰动 理论 和 de Sitter 空间 的 量子 场 论 是 
等 效 的 , 并 且 字 宙 波 函数 的 边界 条 件 确定 了 引力 场 和 标量 场 的 量子 态 . 霍金 等 用 哈 
ESTATE TXAM, 得 到 结论 : 量子 的 初 态 是 de Sitter 恒定 真空 态 . 本 
节 用 Vilenkin 的 量子 隧道 方法 得 到 同样 的 结果 

假设 标量 场 的 势 有 上 限 . 由 小 超 空间 模型 的 分 析 可 知 , 隧道 波 函 数 yr 在 最 大 
V(9) 值 附近 达到 峰值 . 在 最 大 值 附近 有 


V ($) = B? — p?¢? + Olg’). (6.5.1) 


假设 u < H, 以 使 最 大 值 对 于 暴 胀 是 足够 平坦 的 . 在 $ = 0 附近 标量 场 的 小 扰动 可 
以 用 球 谐 函 数 展开 
olz) = (27°)? >， frim(t)Qim (2); (6.5.2) 
n,l,m 

HA n = 1,2,3,---31=0,1,---,n—1;m=-—l,-14+1,--- ,l, AF (2n?)/? BAT 
In 能 归 一 化 . 通过 选择 一 个 适当 的 规范 , 引力 扰动 形式 上 等 效 于 一 对 最 小 耦合 无 

质量 标量 场 , 这 对 于 只 考虑 这 个 标量 场 来 说 是 足够 了 . 
考虑 这 标量 场 的 所 有 模式 , 波 函 数 % 就 变 成 了 一 个 有 无 限 多 个 变量 的 波 函 数 
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p(a, fi, fa, eis J W-D 方程 具有 形式 


fa tp | v= 
(6.5.3) 
波 函 数 表述 为 | 
= ee, (6.5.4) 
式 中 
S(a, {fn}) = Sola) + 5 >) Sn(a) fn + Ola). (6.5.5) 


把 标 度 因 子 a 看 作 半 经 典 变量 , 并 忽略 fa 中 四 阶 以 上 的 高 阶 项 . 这 样 , 可 以 得 到 关 
J So 和 Ses 的 方程 
S? + a?(1 — H?a?) = 0， (6.5.6) 


a? Sh — S2 — (n? — 1)a* + 20° = 0, (6.5.7) 


式 中 小 撤 代 表 对 a 的 导数 . 式 (6.5.6) 是 描述 de Sitter 空间 一 维 小 超 空 间 模型 的 半 
经 典 方程 . 在 经 典 容许 区 域 , a > H1, 它 的 解 为 


1 
So(a) = = gpa (Ha — 1)3/2, (6.5.8) 


式 中 选择 的 符号 对 应 于 一 个 膨胀 的 字 宙 (出 射 波 ) 

HF u< H, 且 量子 隧道 问题 的 特征 尺度 为 a ~ H, 所 以 与 (n? -— 1)a4 E 
较 起 来 式 (6.5.7) 中 的 12as 项 可 以 忽略 . 唯一 例外 的 情况 是 n = 1 的 均匀 模式 . 均 
TRA fi 的 波 函 数 已 经 在 二 维 小 超 空间 模型 中 研究 过 了 . 把 V(b) =H? -p f? FR 
AX (6.3.30), 并 按 在 WREN, 可 以 得 到 Si(a) 


S1(a) = = + E (Ha a? — 1)!/?(H?a? + 2). (6.5.9) 
由 式 (6.5.9) 中 第 一 项 , 使 得 波 函 数 wr 是 fi 的 按 指数 规律 减 小 的 函数 . 它 集中 在 
fi =0 附近 宽度 为 Af, ~ H?/p 的 管 中 . 下 面 我 们 讨论 n > 1 的 非 均匀 模式 , 并 忽 
略 式 (6.5.7) 中 的 最 后 一 项 . 
这 里 , 我 们 可 以 通过 关系 式 
f aa 
s = -Na 


引入 时 间 变 量 t, 其 中 a = 一 2, No) 为 时 移 函 数 ， 按照 Wada 的 方法 , 我 们 选择 
N(a) =a, 对 应 于 < 共 形 时 间 ” 此 时 有 


a = (Hceost)-!. (6.5.10) 
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我 们 用 t 代替 a, 看 作 一 个 独立 变量 . 
A (6.5.7) 是 一 个 Riccatti 方程 , 可 以 用 代 换 


Sn(t) = a bn /vn (6.5.11) 
线性 化 . AF a WEA (6.5.10). 所 得 到 的 vn 的 方程 为 
Ün + 2(a/a)im, + (n? —1)v_, = 0. (6.5.12) 


它 与 de Sitter 空间 中 标量 模式 函数 的 方程 是 一 致 的 . 因此 , vnlt) 起 了 标量 场 o 模 
式 函 数 的 作用 . 方程 (6.5.12) 的 一 般 解 为 


vn (t) = vo) (—itant) + B,v (—itant), (6.5.13) 

式 中 
YM (y) = (y— 1) (y + 1)- V2 + y/n), (6.5.14a) 
vP (y) = (y +1) (y —1)- V2 — y/n), (6.5.14b) 


由 于 在 式 (6.5.11) 中 v(t) 互相 抵消 , 所 以 它们 的 归 一 化 问题 并 不 重要 . 系数 Bn 的 
选择 决定 场 o META. 
在 经 典 禁区 , a < H! 未 受 扰动 的 波 函 数 是 与 


So(a) = +3(1 一 H?a?)3/2 (6.5.15) 


对 应 的 两 项 的 又 加 [ 式 (6.3.10)]. 在 式 (6.5.13) 和 (6.5.14) 中 , 把 t 换 成 tit, 可 以 得 
到 相应 的 模式 函数 . 波 函 数 的 三 个 分 支 分 别 是 : 按 指数 规律 增 大 的 1 、 按 指数 规 
律 减 小 的 by 和 出 射 波 vy), 如 图 6-5 所 示 . ERZA (a = HO) 附近 , by) 和 wi 
有 可 以 比较 的 量 级 , 而 yr 控制 了 禁区 的 大 部 分 . 
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系数 Bn 的 选择 , 应 该 对 于 所 有 的 a 值 都 有 


ImS,(a) > 0, (6.5.16) 


否则 y HE fn 的 按 指数 规律 增 大 的 函数 , 限制 条 件 (6.2.5) 将 被 破坏 . 采用 模式 函 
数 的 表现 形式 (6.5.14) 很 容易 看 出 , 当 |B| < 1 时 , yy 和 by 满足 条 件 (6.5.16), 
而 对 y, 唯一 可 能 的 选择 是 Bn = 0. 

为 了 找到 函数 不 同 分 支 中 Br 之 间 的 关系 , 我 们 考虑 成 核 点 a = H 的 邻近 
Kim. 这 里 半 经 典 近似 方法 不 适用 . 这 个 问题 需要 细致 分 析 , 在 量子 隧道 方法 和 哈 
特 - 霍金 方 法 中 都 会 遇 到 . 我 们 假设 波 函数 的 三 个 分 支 是 互 为 解析 延 拓 的 ,  B,, 
E yi, pa 和 wnt 中 具有 相同 的 值 . 这 样 , 在 三 个 分 支 中 都 有 Br = 0. 

对 于 引力 子 来 说 , 模式 函数 (6.5.14a) 的 选择 对 应 于 de Sitter 恒定 真空 态 . 具 
有 势 (6.5.1) 的 标量 场 是 不 稳定 的 , 不 具有 de Sitter HEA, 对 于 最 小 耦合 无 质量 
标量 场 也 是 一 样 的 ， 有 质量 标量 场 具有 de Sitter 恒定 态 , 相应 的 模式 波 函数 在 零 
质量 极限 时 又 回 到 函数 (6.5.14a). 在 这 种 情况 下 , 各 量子 宇宙 模型 预言 的 量子 态 都 
与 这 里 得 到 的 de Sitter 真空 态 非常 接近 . 在 量子 隧道 方法 中 预言 的 量子 态 与 哈 特 - 
霍金 方法 得 到 的 量子 态 也 是 相似 的 , 它们 仅仅 在 均匀 模型 中 有 一 些 不 同 . 

人 们 常 说 , 闭 的 宇宙 必然 要 重新 收缩 . 如 果真 是 这 样 , 那么 wr 和 wa 描述 的 所 
有 暴 胀 宇宙 都 将 热 化 , 并 在 有 限 长 时 间 内 到 达 一 个 大 挤 压 状态 . 但 是 如 果 考 虑 到 标 
量 场 的 量子 涨 落 , 这 个 结论 就 会 改变 . Vilenkin 认为 , 宇宙 有 一 个 开端 , 但 没有 终点 . 
我 们 生活 在 一 个 101 年 以 前 就 已 热 化 的 区 域 , 但 是 宇宙 本 身 可 能 比 这 还 要 古老 . 


6.6” 开 暴 胀 和 人 择 原 理 


多 年 来 , 人 们 对 开 字 宙 不 太 感 兴 趣 , 因为 暴 胀 预言 的 是 一 个 平 直 的 宇宙 . 近 几 
年 情况 有 了 变化 . 因为 观测 结果 倾向 于 低 的 物质 密度 值 , 所 以 人 们 相继 提出 了 一 些 
开 暴 胀 的 宇宙 模型 , 与 观测 结果 相符 合 . 在 第 5 章 中 , 我 们 介绍 了 Turok Hawking 
的 工作 , 下 面 我 们 讨论 Vilenkin 关于 开 暴 胀 方面 的 工作 . 

Vilenkin AW, 人 们 对 人 择 原 理 怀 有 偏见 ( 坏 印 象 ) 是 不 应 该 的 . 因为 如 果 我 们 
真 的 生活 在 开 宇宙 中 , 不 用 人 择 原 理 就 很 难 解释 2 的 观测 值 . 同样 道理 也 适用 于 具 
有 非 零 宇 宙 常 数 的 宇宙 . 


1. 单 场 模型 


开 暴 胀 的 最 简单 模型 是 考虑 一 个 标量 场 o 和 具有 相当 特殊 形式 的 势 V(g). 这 
个 势 有 一 个 亚 稳 的 假 真空 , 经 过 一 个 势 垒 和 一 段 平 坦 的 慢 滚 动 区 域 到 真 真空 . 骏 胀 
的 第 一 阶段 发 生 在 场 $ 陷入 假 真空 时 . o 不 时 地 隧道 贯穿 势 侄 而 形成 泡 . 接着 p BE 
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慢 地 滚 向 势 的 真 最 小 , 导致 泡 内 暴 胀 的 第 二 阶段 . 泡 的 成 核 过 程 由 一 个 紧 致 的 O(4) 
不 变 的 瞬 子 描述 , 这 瞬 子 是 欧 氏 场 方程 的 一 个 解 . 成 核 几率 为 P ~ e, AP Ip Æ 
瞬 子 的 欧 氏 作用 量 . 成 核 后 泡 的 演化 由 把 瞬 子 解析 延 拓 到 洛 伦 兹 号 差 而 得 到 . 可 以 
证 明 , 泡 的 内 部 与 开 的 Robertson-Walker 宇宙 同 构 . 泡 的 均匀 和 各 向 同性 由 瞬 子 的 
高 度 对 称 性 保证 . 因此 , 视界 问题 的 解决 不 是 因为 大 量 的 暴 胀 而 是 因为 泡 成 核 过 程 
的 对 称 性 . 

对 于 泡 之 间 的 空间 , 扩散 速率 相当 高 , 且 泡 之 间 的 碰撞 非常 少 . 因此 , 泡 可 视 为 
孤立 的 开 宇宙 . 所 有 这 些 宇宙 都 具有 相同 的 2 值 , 而 此 值 由 慢 滚动 暴 胀 的 e BR 
N 决定 . 对 于 观测 到 的 值 , 应 有 N ~ 60. 

这 个 最 简单 的 模型 证 明 , 暴 胀 确实 可 以 与 低 密度 宇宙 相合 , 但 需要 大 量 的 微调 . 
HV (¢) 要 有 一 个 尖锐 的 垒 和 平坦 的 慢 动 区 域 相连 , 而 这 是 一 种 相当 不 目 然 的 拼合 . 


2. 双 场 模型 
Linde 和 Mezhlumian 引入 了 一 个 更 自然 的 模型 , 其 中 有 两 个 场 vc 和 o, o 用 于 
隧道 贯穿 , 而 用 于 慢 滚 动 . 势 的 形式 为 
V(o,¢) = Vo(o) + 59078, (6.6.1) 
AF Vlo) Æ o =0 处 有 亚 稳 的 假 真 空 , 而 在 o = oo 处 有 真 真空 . 处 于 假 真 空 时 $ 
是 无 质量 的 . 但 在 真 真空 中 它 的 质量 为 
m= giao. (6.6.2) 


暴 胀 宇宙 中 的 无 质量 标量 场 受制 于 量子 涨 落 , MARA o 轴 的 随机 移动 . 
过 一 会 儿 , % 的 所 有 值 都 变 得 同样 可 能 . 
在 这 一 模型 中 , 泡 可 以 在 不 同 的 $ 值 处 成 核 , 其 成 核 几 率 为 


P~e Ss(9). (6.6.3) 
泡 内 慢 滚 动 暴 胀 的 e 重 数 也 是 与 6 ARN 
N(¢) ~ nG’. (6.6.4) 


因此 , 可 以 期 望 得 到 具有 不 同 2 值 的 泡 分 布 . 

然而 , 最 近 Garcia-Bellido, Garriga 和 Montes 给 出 的 分 析 表 明 这 种 图 像 过 于 简 
AT. 6 在 泡 中 不 是 均匀 的 . 其 原因 是 泡 扩展 到 涨 落 的 场 $ 的 区 域 中 去 , 而 涨 落 
又 渗透 了 泡 壁 . 数学 上 , 这 可 以 由 所 谓 超 曲率 模式 描述 . > 如 RAT c 停顿 于 oo 
处 的 真 最 小 时 所 用 的 时 间 (这 里 t 是 泡 内 的 R-W 时 间 ). 则 在 时 间 为 常数 的 曲面 上 
(t ~ te), o 具有 高 斯 分 布 


P(9) x exp(-—$° /2(9°)), (6.6.5) 
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其 中 弥散 
(6?) ~ m~? Rg. (6.6.6) 


这 里 Ro 为 泡 成 核 时 刻 的 半径 . 分 布 (6.6.5) 实际 上 与 式 (6.6.3) 中 的 分 布 相同 , 但 
意义 完全 不 同 . A (6.6.3) 给 出 的 是 o 值 给 定时 泡 核 的 几率 , 而 式 (6.6.5) 则 给 出 单 
个 泡 中 o 的 几率 分 布 . 

RA 4 大 于 普 朗 克 质 量 m, 的 区 域 才 暴 胀 , 而 且 由 式 (6.6.4) 可 知 , 暴 胀 量 对 
于 各 个 区 域 都 不 相同 . 因此 , 每 个 泡 都 包含 着 无 数 多 个 具有 不 同 2 值 的 区 域 . G-B 
等 称 这 一 图 像 为 “ 准 开 暴 胀 ”. 

t~ to 时 刻 泡 内 o 的 关联 长 度 为 5 ~ R./Hpm?Ri, A Hr 为 假 真空 的 膨胀 
率 , 而 R。 是 超 曲面 t ~ t, 的 曲率 半径 . 这 个 关联 长 度 决定 了 2 变化 的 长 度 标 度 ， 
且 必 须 比 现在 可 观测 宇宙 的 共 动 尺度 大 得 多 (因子 至 少 是 10, 这 是 为 了 使 微波 背 
景 辐射 的 各 问 异 性 不 致 于 大 得 不 可 接受 ). 为 了 做 到 这 一 点 , 可 以 在 势 (6.6.1) 中 选 
择 适 当 的 参数 . 

显然 , 在 这 类 模型 中 , 不 可 能 肯定 地 预言 ?2 值 , 只 能 确定 O 的 几率 分 布 . 


3. 平凡 原理 


每 个 泡 上 都 可 能 寄居 无 限 多 个 文明 世界 , 而 每 个 文明 世界 测量 的 2 值 一 般 不 
相同 . 在 某 些 区 域 , 2 会 很 低 而 不 能 形成 任何 星系 . 于 是 , 测量 此 2 值 的 概率 为 零 ， 
因为 那里 没有 文明 世界 观测 它们 . 人 们 所 谈 到 的 人 择 原理 一 般 就 是 指 这 类 约束 条 
件 . 但 是 , 这 里 我 们 要 讨论 的 是 另 一 表述 — 由 Vilenkin 提出 的 一 种 更 加 定量 化 
的 表述 . 

Vilenkin 提议 , 2 在 区 间 dQ 内 的 概率 P(2)d2 应 正比 于 在 此 区 间 中 测量 2 的 
文明 世界 个 数 . 假设 我 们 是 典型 的 文明 世界 , 我 们 可 以 期 望 观测 到 的 2 值 在 PA) 
的 最 大 值 附近 . 这 种 人 择 原 理 表述 称 为 平凡 原理 , 是 哥 白 尼 原 理 的 推广 . HABA 
理 认 为 我 们 在 宇宙 中 的 位 置 不 是 特殊 的 , 而 平凡 原理 则 认为 我 们 要 测量 的 宇宙 参数 
的 值 也 不 是 特殊 的 . (Carter, Leslie 和 Gott 用 类 似 的 方法 来 估算 我 们 人 类 的 期 望 
寿命 , Gott 又 将 其 用 于 估算 各 种 政治 、 经 济 结构 的 寿命 , 包括 他 发 表 文章 的 《自然 》 
杂志 .) 

基于 平凡 原理 的 计算 由 Vilenkin(1997) 给 出 . 当时 ， 人们 还 未 发 现 L-M 模型 
(6.6.1) 的 准 开 人 性 质 . 下 面 我 们 介绍 Vilenkin 和 Garriga, Tanaka 的 工作 (1997). 他 
们 首先 运用 了 准 开 宇 宙 的 图 像 , 大 大 简化 了 计算 . 其 次 , 他 们 更 注意 了 星系 形成 的 
天 体 物 理学 方面 的 讨论 . 

平凡 原理 也 用 于 其 他 的 字 宙 参数 的 计算 , 如 宇宙 常数 和 密度 涨 落 幅 . 
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4. P(Q) 的 计算 

准 开 图 像 使 计算 可 以 大 大 简化 , 这 是 因为 在 泡 内 2 可 以 取 所 有 可 能 值 . 由 于 所 
有 泡 在 统计 上 是 平权 的 , 所 以 对 单个 泡 计算 P(P) 就 足够 了 . 

分 布 P(Q) 可 以 表示 为 


P(A) x P(A) (2) | | 


(6.6.7) 
这 里 , P(N) 是 $ 的 几率 分 布 (6.6.5), 后 面 一 个 因子 的 出 现 是 因为 初始 o 值 不 同 的 
区 域 暴 胀 量 不 一 样 ; eNA 是 体积 膨胀 因子 . “ARAT” v(2) 正比 于 单位 体积 内 
星系 形成 的 个 数 . 更 准确 地 说 , 它 是 星系 尺度 的 体积 中 最 终 坊 缩 形成 星系 的 那 部 分 
所 占 的 分 数 (我 们 假定 文明 世界 的 个 数 正比 于 星系 数 )， 最 后 一 个 因子 是 从 o 变换 
到 9 的 雅 可 比 因子 , 其 变换 关系 为 


Tf Q 
22N ($) ~ * noo 6. 


AP H, AT. 分 别 表 示 暴 胀 结 束 时 的 膨胀 率 和 温度 , Tea 是 物质 和 辐射 密度 相等 
时 的 温度 , Tome 是 2 值 给 定时 的 温度 . 
高 斯 分 布 P(g$) 在 = 0 处 取 峰 值 , 这 对 应 于 2 = 0, 而 体积 因子 支持 大 的 ¢ 
值 , 并 促使 2 HE 2 = 1. 对 于 (2) 的 效应 的 理解 , 我 们 应 注意 到 , 开 宇 宙 中 的 密 
度 涨 落 在 红 移 满足 1+z ~ 2-1 处 不 再 增 大 . 如 果 8 太 低 , 星系 就 形成 不 了 . 因此 ， 
42308, (N) —> 0. 
一 个 有 趣 的 情况 是 P(g) 比 体积 因子 大 很 多 . NARA (2) 使 分 布 的 峰 
值 由 8 = 0 处 移 至 2 的 非 零 值 处 . 
为 了 计算 (N), 要 对 宇宙 密度 涨 落 的 性 质 做 一 些 假 设 . 我 们 采用 高 斯 涨 落 , 由 
再 复合 时 刻 在 随 动 星 系 尺 度 上 的 弥散 Ce 表征、 这 里 , 参考 时 间 的 选择 是 不 重要 
的 , 只 要 比 曲 率 为 主 的 时 刻 早 得 多 即 可 , 所 以 可 以 假定 orec 与 8 无 关 . 关于 星系 尺 
度 , 我 们 现在 取 随 动 尺度 为 1Mpc. 
在 tree 时 刻 , 具有 密度 参量 Qe 的 开 宇宙 中 , 渐 近 未 来 密度 涨 落 的 弥散 cc。 只 
比 ores 大 一 个 有 限 因 子 
To _ 5 位 ec 
Be 
式 中 最 后 一 步 采用 了 物质 时 期 满足 的 关系 式 
T(1 — 2)/2 = const. (6.6.10) 


现在 可 以 用 Press-Schechter 格式 来 确定 (N) T. 只 有 在 线性 化 密度 差 5 大 于 临界 
值 ô. + 1.7 的 区 域 中 星系 才能 形成 . 因此 , (2) 由 高 斯 分 布 对 5 > de 的 积分 即 误 


Trec R 
Toia ILR (6.6.9) 


zl 
2 
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- = erfc G =") (6.6.11) 


2TcMB dc 
pe Pa 
EUWE, oreo 值 可 以 由 密度 涨 落 的 基本 理论 中 得 到 . 但 是 实际 上 还 没有 这 种 理 
论 , 在 实际 操作 中 我 们 可 以 令 once 符合 CMB 观测 . 但 是 这 样 做 又 有 局 限 性 , 因为 
由 观测 得 到 的 ore 值 依赖 于 宇宙 中 我 们 所 占据 的 这 一 部 分 的 哈 勃 常数 Ho 和 密度 
参数 o, 而 这 恰恰 是 未 完全 确定 的 . 由 于 这 种 不 确定 性 ， 


差 函 数 给 出 


v(92) = erfc ( 
式 中 


(6.6.12) 


k = 0.1 + 0.05. (6.6.13) 


由 方程 (6.6.5)~(6.6.8) 和 (6.6.11), 可 以 得 到 对 于 O 的 几率 分 布 的 最 终 形式 ， 
dP 


2 3(u—4) 
aly xy 2/erfc(y), (6.6.14) 
式 中 
y=k 7 (6.6.15) 
mp 6.6.16 
p= Anlo” ~ mèm? Rĝ. (6.6.16) 


JER, 由 式 (6.6.10), 变量 y 并 不 依赖 于 测量 2 时 的 温度 Tome. 
对 于 y > 1, 误差 函数 可 近似 为 


1 =z 
erfc(y) + i , (6.6.17) 
且 分 布 (6.6.14) 峰值 处 的 2 值 可 以 解析 得 到 
{=a : 5 
K ( 5 ) ~ (žu 一 5) (6.6.18) 
这 个 峰 相 当 宽 , 宽度 为 
A (=£) S (6.6.19) 


Npeak 的 一 些 有 兴趣 的 值 , 既 不 靠近 0 也 不 接近 1, 由 一 些 /~ 1 的 模型 中 得 到 (这 
些 模型 很 容易 构造 ). 

以 上 分 析 的 意义 在 于 , 给 出 一 个 粒子 物理 模型 , 对 于 2 的 几率 分 布 就 可 以 由 基 
本 原理 进行 明确 的 计算 . 
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5. 宇宙 的 年 龄 


对 于 2 < 1 模型 的 反对 意见 通常 是 它 很 难 解释 为 什么 我 们 恰好 生活 在 曲率 为 
主 的 时 代 , 即 为 什么 有 
ty ~ te, (6.6.20) 


AP to 是 现在 的 时 刻 , te 是 曲率 为 主 的 时 刻 . 在 t < te 的 时 刻 , 观测 者 会 发 现 
N x1, WA t> te 时, 2 <1. 人 们 似乎 应 该 为 生活 在 8 与 0 和 1 都 相差 很 远 的 
时 代 而 感到 幸运 . 其 实 , 一 致 关系 (6.6.20) 并 非 那 么 令 人 惊奇 . 
由 6.5 节 的 分 析 可 知 
ort, (6.6.21) 


式 中 te 是 星系 形成 的 时 刻 . 不 存在 人 择 因 子 (2) IN, 2 的 几率 分 布 在 2 > 0 处 取 
峰值 , 这 对 应 于 去 一 0. (2) 的 作用 是 移动 峰值 的 位 置 , 使 得 星系 一 旦 形成 曲率 就 
占 主导 地 位 , WA te~ to. 

Dicke 的 观测 结果 表明 , 现在 的 时 间 to 和 典型 主 序 星 的 寿命 差不多 , tovt, ~ 
10° 年 . 而 且 从 观测 上 看 , 大 星系 出 现 的 宇宙 结构 形成 年 代 满足 Zo ~ 1 ~ 3, 或 者 
ta ~ 109 ~ 101 E. WA t ~t, ~ to, BA (6.6.21) A te ~ to. 以 上 论述 基于 与 观 
测 相 符合 的 关系 

to ~ te, (6.6.22) 


而 这 关系 不 能 在 我 们 的 模型 中 得 到 解释 . 星系 形成 的 时 间 t 依赖 于 宇宙 密度 涨 落 
的 幅度 , 而 恒星 寿命 te 由 基本 常数 决定 . 在 我 们 的 模型 中 , 唯一 可 变 的 量 是 te, 而 
to Alt. 都 是 固定 的 . 可 以 设想 , 关系 (6.6.22) 可 以 在 更 一 般 的 模型 中 找到 某 种 人 
择 解释 , 在 这 种 模型 中 其 他 一 些 “常数 ” 也 可 变 . 


6. 开 宇 宙 的 量子 创 生 问 题 


在 本 篇 第 5 章 中 我 们 介绍 了 霍金 和 Turok 提出 的 宇宙 创 生 模型 : 开 宇 宙 可 以 自 
发 地 从 无 到 有 地 创 生 , 他 们 提出 用 Coleman-de Luccia 瞬 子 描述 这 一 过 程 . Vilenkin 
指出 , Linde 曾 用 同一 个 瞬 子 描述 具有 泡 的 闭合 宇宙 成 核 过 程 . 此 瞬 子 的 解析 延 拓 
给 出 一 个 具有 膨胀 泡 的 闭合 暴 胀 宇宙 , 泡 的 内 部 同 构 于 开 R-W 空间 . 在 接 下 来 的 演 
化 过 程 中 还 有 不 止 一 个 泡 成 核 . 霍金 也 认为 , 他 们 的 工作 预言 了 一 个 很 开 的 或 很 闭 
的 宇宙 . 霍金 和 Turok 的 工作 还 认为 , 开 宇宙 在 具有 最 简单 的 势 的 模型 中 也 可 以 创 


生 , 它 没有 假 真空 . 对 于 这 一 点 , Vilenkin 曾 提出 质疑 . 他 认为 , 比如 VC) = md2， 


这 种 模型 没有 规则 的 瞬 子 解 , H-T 瞬 子 是 奇异 的 . 从 几何 上 看 , 它 像 是 共有 刺 的 球 ， 
而 刺 的 顶点 正 是 奇 点 , 此 处 曲率 和 标量 场 为 无 限 大 . 后 来 霍金 和 Turok 又 指出 , 此 
奇异 性 是 可 积 的 , 而 且 瞬 子 作用 量 是 有 限 的 . 这 一 瞬 子 的 解析 延 拓 给 出 闭 的 奇异 字 
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宙 , 此 时 空 的 一 部 分 同 构 于 开 RW 宇宙 . 这 一 奇异 性 具有 膨胀 着 的 奇异 泡 的 形式 ， 
但 绝 不 会 让 字 宙 的 R-W 部 分 的 观测 者 遇 上 , 所 以 霍金 和 Turok 认为 此 奇异 性 不 是 
一 个 问题 . 他 们 的 瞬 子 有 一 个 自由 参数 , 对 应 于 奇异 性 的 强度 . 当 此 参数 变化 时 , 开 
宇宙 的 密度 参数 O 也 变化 . BSA Turok 运用 一 种 人 择 方案 找到 了 2 的 最 可 几 
值 . 他 们 的 人 择 方案 与 Vilenkin 的 不 同 (不 是 平凡 原理 ). BSA Torok 令 人 择 因 
子 v(2) 正比 于 空间 密度 , 而 Vilenkin 令 其 正比 于 观测 者 的 个 数 . 

Vilenkin UW, 瞬 子 应 该 作为 欧 氏 作用 量 的 驻 点 , 能 给 出 对 欧 氏 路 径 积 分 的 主 
ERR. 而 在 奇异 瞬 子 中 , 场 方程 在 奇 点 处 不 能 被 满足 , 所 以 这 类 瞬 子 不 是 作用 量 
的 驻 点 . 因此 他 认为 , 所 有 的 奇异 瞬 子 都 值得 怀疑 , 除非 能 够 证 明 此 奇异 性 并 非 真 
的 . 

另外 , 对 于 同一 个 模型 [V (6) = 3m26?],Vilenkin 也 构造 了 一 个 渐 近 平 直 的 奇 
RRT. 从 几何 上 看 , 它 像 是 具有 刺 的 平面 . 场 在 奇 点 附近 的 行为 与 H-T THAR, 
且 作 用 量 也 是 有 限 的 . Vilenkin 认为 这 一 瞬 子 会 导致 与 观测 相 了 矛盾 的 结果 . 所 以 他 
认为 , 他 得 到 的 奇异 瞬 子 和 H-T 奇异 瞬 子 都 不 太 可 取 . 

一 个 有 趣 的 进展 是 Garriga 的 工作 (1998), 他 证 明 , H-T 瞬 子 可 以 由 非 奇异 的 
五 维 的 Kaluza-Klein 瞬 子 退化 到 四 维 而 得 到 . 而 且 他 还 发 现 , Vilenkin 的 渐 近 平 直 
瞬 子 也 有 五 维 的 对 应 物 . 结果 , HT 瞬 子 和 Vilenkin 瞬 子 都 没有 自由 参数 了 . 

Garriga 发 现 , 对 于 紧 致 维 的 足够 大 半径 , 平 直 空 间 衰减 几乎 小 到 可 以 忽略 . 看 
X, Garriga 的 瞬 子 描述 宇宙 创 生 还 是 可 以 的 , 但 是 正如 他 本 人 已 注 意 到 的 , 由 于 他 
的 瞬 子 没有 自由 参量 , 故 所 得 到 的 O 值 是 固定 的 . 前 面 关 于 人 择 原理 的 讨论 不 适 
用 于 此 模型 , 而 且 还 需要 用 一 定量 的 微调 来 得 到 现在 的 非 平凡 2 值 . 这 种 允许 2 
在 一 连续 范围 内 取 值 的 模型 至 今 尚 没 构造 出 来 . 
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前 面 我们 讨论 了 哈 特 - 霍 金 的 量子 宇宙 学 , 其 中 物质 场 只 限于 共 形 看 合 标量 场 . 
下 面 我 们 讨论 几 种 其 他 的 情况 . 


7.1 有 质量 标量 场 模型 


霍金 和 Wu 考虑 了 包含 有 质量 标量 场 的 更 实际 的 模型 ， 在 这 种 情况 下 , 采用 
代 换 


x=ashd, y= achġ, (7.1.1) 
W-D 方程 可 写 为 
Le ee 
: -2 + dy + V(a,y)| #(z,y) =9, (7.1.2) 
其 中 势 V 为 
V (z, y) = 2? — y? + m?(2? — y*)*arcth?(2/y). (7.1.3) 


方程 (7.1.2) 的 边界 条 件 由 半 经 典 近似 波 函数 给 出 . 注意 到 在 z-y 空间 中 的 光 
维 y = |z| 上 经 典 作用 量 的 值 很 小 , 因而 边界 条 件 可 取 为 


y=1, y= |z|,a'>0. 
方程 (7.1.2) 在 上 述 边界 条 件 下 的 数值 积分 已 由 霍金 和 Wu 给 出 . 结果 表明 , 在 


V <0 KR, y 是 指数 增长 的 ; 在 V > 0 KR, 到 具有 振荡 形式 . 这 正 是 Hawking 
所 预言 的 结果 . 他 指出 , 经 典 区 域 的 半 经 典 波 函 数 具 有 形式 


W(a,¢) + N exp (z7) cos (nga? 一 1)3 ame z], (7.1.4) 


这 波 函 数 具有 快速 振荡 的 性 质 , 故 可 用 WKB 近似 . 在 WKB 近似 下 , 波 函 数 可 
BA 
V œx C exp(isS). (7.1.5) 


AP S 是 快速 变化 的 相 因子 , WA ap 平面 中 的 经 典 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ; C 是 组 
变 系数 , 由 W-D 方程 给 出 . 

为 了 得 到 快速 振荡 的 经 典 波 函 数 , 并 有 足够 长 的 暴 胀 期 , 模型 中 包含 这 种 有 质 
量 标量 场 是 必 不 可 少 的 . 
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Hawking 和 Luttvell 定义 了 新 的 变量 , 将 作用 量 写 成 


I= dt2./—g[R ~ aC’? Opo + BR?] 


16x 
= = [eeviixa + 2BR) — 4a KijC "i nun) 
P es, (7.1.6) 


式 中 Cuvpe 是 Weyll 张 量 . 这 里 OR 是 一 个 独立 变量 . 作 代 换 


3 \1/2 
Quv = (1 + 2BR)gu,9 = (=) BR, RLT) 
可 以 证 明 9 满足 方程 
1/2 1/2 ie. i 
[1 +4(3) J og —4 (=) pv Pip Gr” — gz? = ©. (7.1.8) 


1/2 
这 一 方程 和 与 引力 耦合 的 质量 为 m = (5) 的 标量 场 满足 的 方程 形式 相同 . 用 


(7.1.7) 引入 的 变量 go 和 内 可 将 作用 量 (7.1.6) 改写 为 
/ —s 
I=- dta BR+ | atav on 69" + a”! h a4 (2) ‘6 | 
(7.1.9) 


这 种 情况 下 和 前 面 讨论 的 有 质量 标量 场 情况 下 的 波 函数 的 性 质 相 似 , 数值 积分 
的 结果 也 说 明了 这 一 点 . 


7.2 含 暴 胀 标量 场 的 模型 


Moss 和 Wright 讨论 了 具有 共 形 不 变 标 量 势 的 模型 , 取 势 具有 形式 
1 2 44 ¢? 1 1 2,4 
V(¢) = 72 $ (0% 一 z) + 72 ġo (a, ġo = const). (7.2.1) 


6 2 
在 $= go 处 V 有 极 小 值 . 
波 函 数 也 可 在 两 个 不 同 区 域 加 以 讨论 . 如 果 字 宙 远 离 势 的 极 小 点 , 则 波 函 数 关 
于 a 的 形式 与 霍金 给 出 的 形式 相同 , 并 且 A 的 值 由 标量 场 给 出 


H? = 2ra 96/3m2. 
波 函数 关于 4 = 4/a 的 形式 可 写 为 


($) =% exp ia [@ — pP) 一 | } , 入 = 20? (3 一 in) (7.2.2) 
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此 波 函 数 具有 指数 衰减 的 形式 , 这 表明 宇宙 最 有 可 能 处 于 较 小 $ 值 的 状态 . 这 样 ， 
如 果 字 宙 开 始 就 具有 较 小 的 $ 值 , 则 它 将 会 较 长 时 间 保 持 在 这 个 状态 . 在 这 段 时 间 
A, 宇宙 按 指数 规律 膨胀 . 这 正 是 暴 胀 的 性 质 ， 如 果 宇 宙 在 平面 $ 一 a 中 PA, H 
靠近 极 小 线 $ = ape, 那么 宇宙 将 围绕 这 极 小 线 振荡 . 在 这 种 情况 下 , 对 所 有 跨 过 极 
小 线 的 宇宙 平均 所 得 的 平均 几率 为 


3C3 _1/: 
[Plav ~ = (Hap) Sn (7.2.3) 


RH, C 为 常数 , ni 给 出 宇宙 第 一 次 通过 势 极 小 点 的 时 间 ，ap EP 点 的 标 度 因 
子 . 因为 宇宙 在 第 一 次 通过 势 极 小 点 之 前 是 按 指数 规律 膨胀 的 , 而 经 典 方程 给 出 
an x n3, 因此 膨胀 将 使 宇宙 的 标 度 增加 n? 倍 . 由 式 (7.2.3) 给 出 的 几率 函数 是 相 
当 平坦 的 , 这 表明 只 要 o 和 a 不 很 小 ; 宇宙 取 各 种 6 和 a 值 的 概率 几乎 相同 ; W 
小 > 值 的 概率 较 小 . 

Carow 和 Watamura 讨论 了 具有 最 小 耦合 标量 场 的 情况 . 此 时 势 的 形式 为 


4 
V(a,¢) = TiO — M*)?, 4, M = const. (7.2.4) 


对 相应 的 W-D 方程 作 数值 积分 发 现 , 适当 选择 某 些 参数 , 波 函数 局 部 极 小 附近 有 
一 个 明显 的 峰 . 这 表明 , 对 于 这 些 参数 范围 , 宇宙 更 可 能 处 在 假 真空 状态 . 波 函 数 
的 另 一 个 特点 是 , 在 欧 氏 区 域 波 函数 的 指数 增长 区 间 有 所 收缩 . 这 可 以 解释 为 , 在 
反 转 点 å = 0 标量 场 有 一 个 非 零 的 速度 ¢ = 0. 

在 上 述 两 种 情况 下 , 字 宙 处 在 假 真空 状态 的 概率 是 已 知 的 . 

在 选取 了 “内 京 时 间 ” 之 后 , 这 种 假 真空 的 存在 寿命 便 可 以 得 出 , 从 而 不 难 给 
出 暴 胀 的 平均 时 间 . 
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宇宙 的 整体 转动 在 一 定 程度 上 可 以 说 包含 在 现在 的 观测 中 , 确切 地 说 , 现在 的 
观测 结果 不 能 排除 宇宙 存在 一 个 较 小 转动 的 可 能 性 . 因此 人 们 应 该 解释 宇宙 为 什 
么 会 有 这 样 一 个 较 小 的 转动 , 或 者 根本 没有 这 种 整体 转动 . 由 高 维 空间 投影 到 四 维 
空间 的 热 弦 理 论 可 以 给 出 这 种 解释 . 

我 们 考虑 一 个 具有 R-W 几何 和 无 源 辐 射 场 以 及 有 源 物质 场 模型 . 按 一 般 方式 
定义 转动 参量 


aa 1 
N| = (—g) PW gy, Ways = 31 ev, 
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可 以 发 现 , 半 经 典 近似 波 函 数 对 转动 矢量 模 长 ?2 的 依赖 关系 为 
P(N) -epf ERB 十 4Fo8 + 1)? + Ro — n}, (7.3.1) 


式 中 


d 
Ro = const, f? 以 及 以 下 的 刀 分 别 表示 流 场 及 辐射 场 的 能 量 密度 参量 . 对 RQ > 
1{( 对 应 于 下 面 的 s = 3/2) 及 Ro < 1( 对 应 于 下 面 的 £= 1), RBM (7.3.1) 简化 为 


人 | > 二 dt | Ro 
2_ 92.23 2 2 Me Dee ere = —_ {4% 
F* = 8n*o* Ro f*acos pÉ to) =F" cos pE to), ; R’ 


p2 
W = exp (- R00 (7.4.2) 
这 个 结果 和 由 W-D 方程 
5 E (e2) — a? + H*a* 一 Sa + 4B? + Fa! Y (a, B) =0, (7.3.3) 
B = Vno RA 
的 解 所 给 出 的 结果 相同 . 


波 函数 对 转动 参量 O 的 依赖 关系 总 的 说 来 是 按 指数 规律 衰减 的 , 但 是 指数 中 
的 系数 是 依赖 于 时 间 的 . 在 大 爆炸 开始 时 , 因子 F ~ 0, 因此 波 函数 很 弱 地 依赖 于 
Q. 这 表明 , 此 时 字 宙 可 以 具有 任何 大 小 的 角速度 , 这 是 量子 涨 落 为 主 时 期 的 特征 . 
如 果 相 对 于 流体 的 能 量 密度 而 言 , 宇宙 中 辐射 场 的 能 量 密度 是 占 主导 地 位 的 , 这 就 
可 能 形成 宇宙 的 较 大 的 转动 角速度 . 由 于 宇宙 更 有 可 能 处 在 a 很 大 的 状态 , 因此 F? 
将 更 有 可 能 具有 非 零 值 , 具有 较 大 转动 角速度 参量 的 概率 很 小 . 

角速度 的 上 限 值 mn 取决 于 辐射 场 能 量 密度 与 流体 能 量 密度 之 比 Rob?/af?， 
因此 2 的 平均 值 为 


(2) = - [1 — (Ëm + 1)e7 87 | ， (7.3.4) 
式 中 
q = F? Ro/ôe. 
在 宇宙 常数 起 主导 作用 的 情况 下 , 总 有 qm <1, 此 时 可 得 
(Q) ~ 590, (7.3.5) 
即 
(2) < Im ~ b*/af?. (7.3.6) 


结果 (7.3.5) 给 出 宇宙 角速度 演化 的 初始 条 件 , 因此 由 它 给 出 的 宇宙 现在 的 角速度 
应 该 可 以 与 观测 结果 进行 比较 . 
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7.4 高 维 模 型 


通过 增加 维度 的 方法 , 可 以 把 哈 特 -霍金 的 基态 理论 用 于 高 维 情况 . 最 简单 的 
模型 是 具有 正 宇宙 常数 的 Kaluza-Klein 宇宙 模型 . 其 度 规 形式 为 


ds? = —dt? + a(t)dQ? — b?(t)d 07. (7.4.1) 


所 有 经 典 洛 伦 兹 和 欧 氏 解 都 是 已 知 的 , 但 只 有 欧 氏 解 


es ae i et A i dN? + CÉ cos? 4 ae dQ?, Ca = const 
E A 6 et 6 i 


(7.4.2) 
在 南极 才 是 紧 致 的 . 
在 半 经 典 近 似 下 , 路 径 积 分 形式 的 波 函 数 可 写 为 
Y = No 》 Aiexp(—Bi). (7.4.3) 
在 所 讨论 的 情况 下 , 波 函 数 具 有 形式 
Y (a,b) = No exp Fou 一 at)? (7.4.4) 


A\ 71/2 OO [aN 、 E 
式 中 a。 < (2) No 为 常数 (E) -a> 有 -+ 时 , 波 函数 具 
有 形式 
W (a,b) = N'o cos 区 -1/74 5| i (7.4.5) 


- AP N 和 6 为 常数 . FER (7.4.5) 代入 经 典 波 包 满足 的 方程 


V iS=FP,, (7.4.6) 
可 以 得 到 波 包 的 经 典 轨迹 
ds* = —dt? 十 cosh? VNGtd 0 + C2sinh?V 4/6td R2, (7.4.7a) 


式 中 Cs 为 常数 . A (7.4.72) 表明 第 五 维 的 圆 扩张 为 三 维 球 , 且 不 再 自动 压缩 . 
简单 的 五 维 Kaluza-Klein 模型 并 不 引起 自动 压缩 . 下 面 我 们 考虑 一 个 具有 正 
宇宙 常数 的 模型 . 度 规 形式 可 写 为 


ds? = —dt? + a? (t)d R2 + b?(t)dN?, (7.4.7b) 
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其 引力 作用 量 为 
—R? nr 
i= /ao + 2)(n + 3) FF 4 | 
+ alr" + (n —1)nr®] — 24}, (7.4.8) 
式 中 我 们 给 出 参数 
a= Rr", b= Rr-S, (7.4.9) 
一 般 以 比例 参数 REAMER. WD 方程 可 写 为 
1 ə p a 82 R2nt2 
| an OR” Rp" (n+ 2H(n+3) 


[6e2ne[(n+2)/3m 人 4 n(n = 1)e6o[(n+2)/3m A 


-24B Y(R, p) = 0, (7.4.10) 


n y 
p= (5) Inr, 
AF p 代表 路 径 积 分 中 的 一 些 值 , 但 不 是 所 有 的 值 . + p = 1, 采用 坐标 变换 


x=Rsinhp, y= Reoshp, (7.4.11) 
我 们 得 到 两 个 明显 的 欧 氏 解 : 


(1) S4 X Sn 
s= paaa] o aa) 


(7.4.12) 
4571/2 
E A ee. 
2A 
n+2 1/2 
EB)” 
(7.4.13) 


CEE 


我 们 选择 p = 1, 这 与 Y =1 的 边界 条 件 一 致 , 且 其 偏 导 数 为 零 . 在 z = y 处 , KH 
V=1 XBR. 此 时 在 欧 氏 度 规 南极 有 
db da 


dr : i 


b=0, 


7.4 高 维 模 型 + SATs 


在 z= 一 y 处 , 上述 条 件 为 


da db 
rr ag 
在 R 到 达 零 势 面 站 i 
nin 一 
qi te 6 2A = 0 (7.4.14) 


之 前 , 波 函数 有 一 个 典型 行为 , 它 在 


n — (3n? 十 6m)172 ” 3n + (3n? + 6n)!/2 
处 开始 震荡 . 因此 , 所 有 的 经 典 演化 都 是 从 这 里 开始 , 且 初 始 速度 为 零 . 这 一 条 件 
来 自爱 因 斯 坦 约束 关系 和 W-D 方程 的 经 典 计算 部 分 . 在 所 有 这 些 轨迹 中 , 两 个 明 


显 的 精确 轨迹 是 式 (7.4.12) 和 (7.4.13) 中 的 洛 伦 北部 分 


om [2] n (Get) ef = (7.4.16) 
b= a me cos h (cts) i 1 , a=a (7.4.17) 


它们 有 一 个 固定 标 度 a0, bo 的 内 部 空间 S3 或 Sn. 如 果 Ss 的 初始 标 度 小 于 ao, 它 
HSA, 而 外 部 的 Sn 将 无 限 膨胀 . 如 果 b 的 初始 标 度 小 于 bo, 则 它们 的 行为 将 反 
过 来 . 如 果 初 始 标 度 都 大 于 对 应 的 常数 标 度 , 则 5s 和 Sn 都 将 无 限 地 膨胀 . 

可 以 想见 , 在 内 部 空间 即将 南 缩 时 , 量子 引力 效应 起 着 重要 作用 . 实际 上 半 经 
典 近 似 在 这 里 已 失效 . 不 仅 表 达 式 (7.4.3) 不 能 给 出 一 个 稳定 的 波 函 数 , 而 且 不 能 
通过 简单 地 丢掉 高 阶 项 把 W-D 方程 变 为 Hamilton-Jacobi 方程 ; 相反 地 , 必须 把 这 
些 高 阶 修正 项 放 在 方程 的 右边 , 在 志 缩 附近 , 我 们 希望 从 波 函 数 的 数值 计算 中 看 到 
演化 的 细节 . 
个 量子 隧道 在 零 势 面 通过 (a,b) 构 形 的 相对 几率 可 以 用 一 个 路 径 积 分 表示 出 来 


vy = f bloulól] exp(-Tlgu, 4)). (7.4.18) 
C+C* 


爱 因 斯 坦 场 方程 的 瞬 子 解决 定 了 路 径 积分 . 例如 , 如 果 C + C* 是 一 个 瞬 子 , 则 
几率 就 取 一 个 极 值 . 在 一 般 情况 下 , 在 瞬 子 北极 的 正则 条 件 与 南极 的 一 样 强 . 因此 ， 
它 也 显示 出 了 最 可 能 的 演化 途径 . 

必须 强调 的 是 拓扑 53 ALS, 对 这 个 模型 不 是 必 不 可 少 的 , 但 其 中 的 曲率 项 很 
重要 . MRR IAT, 质量 演化 就 相当 困难 (即使 在 经 典 条 件 下 ). 


- 348 - 第 7 章 ”其 他 量子 宇宙 学 模型 


前 面 讨论 的 模型 作为 真实 的 理论 模型 有 一 定 困难 , 因为 维度 和 宇宙 常数 都 是 
任意 给 定 的 . 人 们 通常 把 十 一 维 超 引 力作 为 更 真实 的 理论 , 下 面 我 们 就 来 讨论 这 一 
理论 . 

十 一 维 时 空 可 能 是 真实 的 . 通过 自动 收缩 , 那 额外 的 七 维 可 被 压缩 在 普 朗 克 尺 
度 范围 内 . 这 个 尺度 范围 表明 了 粒子 物理 的 内 部 对 称 性 . 超 对 称 性 要 求 引入 一 个 三 
阶 反 对 称 张 量 4wwP. 这 样 场 方程 可 写 为 


1 1 
Rmn — 39MNR = gg (8FurqrFy — gmnFspqrF*??*), (7.4.19) 
一 V2 m 
m S 一 Eg nM MON PO Fino M Fii 
(0 < M,N, P,Q,S,R,--- < 10), (7.4.20) 
AP FMN PQ = 4OCMANPQ) 
gE N = jg 12AN 


下 面 我 们 将 使 用 有 限 自 由 度 的 小 超 空间 模型 .假设 时 空 为 爱 因 斯 坦 形式 Mr x 
Mii_k, 不 为 零 的 场 分 量 为 


Imn(z), Suv (Y) (m, n, p,q = 0, 2 ) 天 一 1), 
Fmnpq(*); Fuvpo(y) (Hz pa = k,--+ , 10). 


现在 我 们 尝试 寻找 基态 波 函 数 , 把 Mi, 看 作 Rx Ski, 把 Mu. 看 作 Siki 
这 里 RRE, Sk- 和 S11_ 分 别 代表 外 部 和 内 部 空间 . W-D 方程 中 标 度 w 的 
几何 平均 值 作 为 类 时 坐标 . 在 构 型 空间 , w 足够 小 , 欧 氏 度 规 的 作用 量 也 很 小 . 波 函 
数 的 具体 形式 依赖 于 W-D 方程 中 算 符 的 次 序 . 人 们 希望 一 达到 零 势 面 的 内 空 部 分 
波 函数 就 开始 振荡 , 宇宙 就 开始 经 典 演化 . 但 是 不 幸 的 是 零 势 面 处 处 类 时 , 没有 洛 
EZK. 这 与 在 这 个 ansatz 干 没有 任何 经 典 洛 伦 效 解 相 一 致 . 

如 果 我 们 假设 Mk = R x Hp-1(k > 4), Miik = Sea = R x Sk_i(k = 
2,3), Mi1_k = 万 1 则 情况 就 完全 不 同 了 . 我 们 可 以 找到 拓扑 R x Si_1 x i 


的 经 典 解 . 度 规 符号 为 (一 一 - -和 (+ 


11 一 大 11—k 


些 解 决定 了 基态 的 路 径 积 分 . 到 达 Hk-1 或 Ain 时 波 函 数 开始 振荡 , 表示 基态 的 
经 典 洛 伦 兹 轨道. k= 2, 3,… ,9 时 可 能 存在 轨道 , 这 意味 着 可 能 得 到 2, 3,.… ,9 维 
的 宏观 时 空 , 考虑 维度 , 我 们 希望 最 可 能 的 宇宙 演化 是 大 = 4, 事实 确实 如 此 . 
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为 了 得 到 最 可 能 的 演化 , 我 们 必须 找到 瞬 子 解 . 现在 我 们 寻找 拓扑 空间 Si x 
S11_k BET. 如 果 k 一 1,2, 3, 我 们 有 Fmnnap — 0, 由 方程 (7.4.20) 得 到 


Fw — 0, (7.4.21) 


或 者 

d*F =0. (7.4.22) 
考虑 到 F 是 势 4 的 度 规 场 , 所 以 F 必定 是 空间 Su- 中 的 四 维 形式 . 由 于 
H4(S1i1_k) 是 零 维 的 , 我 们 得 到 

Flvpo = 0. (7.4.23) 


“4 k=5 时 , H4(S;) 为 霍 事实 和 方程 (7.4.20) RET Fma 的 分 量 为 零 . 用 同样 
的 方法 , 可 得 (7.4.23). 值得 注意 的 是 , 在 S 北极 的 正则 条 件 是 很 重要 的 , WRK 
少 这 个 条 件 , Ss 的 非 紧 致 部 分 将 有 一 个 非 零 的 Fnnpg. 
显然 , 所 有 这 些 讨论 也 适用 于 k = 6,8,9, 10 的 情况 . 但 是 我 们 可 以 得 出 结论 : 
只 有 54 x S: 的 情况 才能 得 到 瞬 子 解 . 
由 于 H*(S4) = K 所 以 对 于 S4 x S7, Fimnpq 必须 采用 下 面 的 形式 : 
Finnpq = fìmnpa, f = const. (7.4.24) 
如 果 令 
F wpe = 0, (7.4.25) 
则 由 爱 因 斯 坦 方 程 可 知 , 洛 伦 效 部 分 必须 是 一 个 Freund-Rubin 空间 , 此 空间 是 反 de 
Sitter 空间 , 圆 的 S7 空间 , [SO(3, 2)/SO(3, 1)] x SO(8)/SO(7) 空间 , 或 者 是 一 个 Duff 
Pope 空间 . 前 面 的 解 给 出 了 一 个 具有 SO(8) 不 变性 和 N = 8 超 对 称 性 的 四 维 模 型 ， 
而 后 面 的 解 只 给 出 了 SO(5)xSO(2) 不 变性 和 N = 1.0 超 对 称 性 . 外 部 和 内 部 空间 


的 有 效 引 力 常数 分 别 为 -4f2/3 和 2f?/3. 瞬 子 的 度 规 符号 为 (一 一 一 一 十 十 十 十 十 十 十 ). 
如 果 Fup BAF, WA 


4 
Fuvpo = F lure. (7.4.26) 
对 于 S7, 如 果 Suvp 是 满足 
R” (IZ, + S%,) =0 (7.4.27) 


的 全 反对 称 张 量 Stup 中 的 一 个 , 则 条 件 (7.4.26) 可 解 出 场 方程 (7.4.20) 的 S7 
部 分 
V2 


Fvpo = ar een Faros. (7.4.28) 
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对 于 收缩 的 Sz, S+wp 使 S7 BA Ricci 平 的 ， 
R(T™, + S$) =0. (7.4.29) 


形 如 式 (7.4.25) 和 (7.4.26) 的 规范 场 导致 了 一 个 各 向 异性 的 宇宙 常数 (57/2, 
3f?/2), 这 两 个 场 均 无 超 对 称 性 . 

我 们 可 以 证 明 , MAA (7.4.28) 的 解 都 具有 式 (7.4.26) 的 形式 . 对 于 式 (7.4.28) 
的 任意 一 个 解 , 定义 


Tyvp = Knyvporns F orm} (K = const). (7.4.30) 
RAHE Tuvo 的 Ricci 张 量 满足 
Ros (Fe, + Tip) = Ros (lop) — TrowT§" - (7.4.31) 


我 们 总 可 以 选择 适当 的 常数 K, 使 Ros (CK +T) = 0 成 立 . 对 于 Englert, Rooman, 
Spindel 的 解 , 我 们 有 K = (1/V2)4!. HA (7.4.28) 和 (7.4.30) 可 得 


dF(y) x Fly), 
T(y) x* Fly), (7.4.32) 


由 此 可 得 
F(y) x dT(y). (7.4.33) 


我 们 已 经 给 出 了 所 有 已 知 的 S4 x 57 的 解 . Freund-Rubin 解 的 重要 意义 在 于 通 
过 假定 的 寄生 规范 场 , 得 出 57 是 目 发 收缩 的 . 在 量子 宇宙 学 中 , 只 有 瞬 子 解 是 重要 
的 , 这 是 由 理论 本 身 决定 的 . 开始 人 们 对 引入 57 中 规范 场 获得 Englert 解 感到 很 
惊奇 . 现在 人 们 意识 到 了 , 所 有 的 解 都 必须 与 5 AK. 然而 人 们 还 不 知道 场 方程 的 
瞬 子 解 是 否 已 全 部 找到 了 . 

总 之 , 本 节 指 出 了 在 Hartle-Hawking 基态 理论 框架 内 ,了 瞬 子 解决 定量 子 跃迁 
几率 , 给 出 最 可 能 的 宇宙 演化 途径 . 我 们 证 明了 , 在 十 一 维 超 引 力 空间 和 小 超 空间 
Sk X Sirk 条 件 下 , 瞬 子 解 只 能 取 Sy x S7 的 形式 . 对 于 真实 的 洛 伦 效 时 空 , 这 意味 
着 , 在 十 一 维 超 引力 空间 中 的 自发 收缩 把 我 们 的 时 空 限制 在 四 维 或 者 七 维 , 并 且 只 
有 一 个 时 间 坐 标 . 


7.5 “一 个 无 奇 氮 的 宇宙 解 


在 物理 学 中 , 任何 内 豪 奇 异性 都 是 令 人 厌恶 的 . 按照 奇异 性 边界 理论 , 奇异 性 
是 一 切 非 类 空 短 程 线 不 可 延 拓 的 边界 . 宇宙 奇 点 应 表示 宇宙 化 的 起 点 或 终点 , 在 那 
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里 不 存在 任何 因果 联系 , 或 者 说 一 切 因 果 联 系 在 那里 均 被 割断 了 . 这 在 物理 学 中 显 
然 是 难以 接受 的 . 许 典 彦 和 刘 辽 指出 , 若 考虑 到 早期 宇宙 物质 场 真 空 的 量子 单 圈 效 
应 对 经 典 爱 因 斯 坦 方 程 的 修正 , 宇宙 奇 点 是 可 以 避免 的 , 他 们 提出 一 个 无 奇 点 的 振 
荡 式 反弹 宇宙 解 . 

SARAH RBS SRM, 对 于 天 > 0, K = 0 和 K < 0 三 种 情况 , 分 别 具 有 
形式 


d3? =a*(n)(dn? ~ dx? — sin? yd6? — sin? x sin? 6d¢*), 

ds? =a?(n)(dn? — dz? — dy? — dz?), 

ds? =a?(n)(dn? — dx? — sinh? yd6? — sin h?y sin? 6d¢’). (7.5.1) 
由 此 式 可 以 得 到 Ricci 张 量 的 分 量 和 标 曲 率 


R? =R? = R = -3a ä + a? + 2a2k), 
Rue (i taD “Coke we. (7.5.2) 


AF Cura 是 外 尔 张 量 , kb = +1,0,-1 分 别 对 应 于 K > 0,K=0 和 K<0. 
共 形 不 变 物质 场 的 能 量 -动量 张 量 T,, 的 真空 平均 值 的 反常 迹 为 


T=aDdR+ 2B (BR 一 BB) FO (7.5.3) 
AY a,b, y 为 无 量 纲 常数 . 满足 关系 
3a — B —27=0, (7.5.4) 


对 于 标量 场 、 中 微 子 场 和 电磁 场 依次 为 


a £6 
i 1 1, 标量 场 ， 
Seay 0 1 中 微 子 场 ， (7.5.5) 
12 62, 电磁 场 . 


将 式 (7.5.2) 代入 式 (7.5.3), 可 得 Friedmann 时 空 的 反常 迹 
T= ae aa _4aaG) + 94? à- 3? + (2a? — 2a ae 
a a 


PR hee. oad aod -.2 
-Hefi i — at + (@ — a ä)k|. (7.5.6) 
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设 字 宙 中 充满 着 共 形 不 变 的 辐射 场 , 对 于 辐射 场 能 量 密度 pr = pr/as, 其 中 Pp. 


是 一 个 常数 . 辐射 场 的 作用 量 为 
- | paata =- f (pra) y=gd*2 = -V f pran 
对 于 K > 0 的 Friedmann 时 空 ， 
V = [ax [a9 f" adsind sin? x = 2r2. 
总 的 经 典 作用 量 为 
Io = f RV-gdz — ‘| prV 二 9gd4z = 
-v fae- ak) +a], 


1/2 
式 中 | 是 普 朗 克 长 度 , 1 = ( temne 


考虑 了 单 圈 项 的 贡献 以 后 , 总 的 有 效 作用 量 可 表示 为 
I(g) = Io(g) + T1(9), 


AP L(g) 为 单 图 项 对 作用 量 的 贡献 , 它 与 反常 迹 的 关系 可 以 表示 为 


2 ôr 
TET O9uv 
由 式 (7.5.6) 和 式 (7.5.11), 可 以 解 出 五 


no) =v f an{ -sa (2) 
(E ioh) -C 
把 式 (7.5.9) 和 式 (7.5.12) 代入 式 (7.5.10), 得 到 
(a) =V f an| - $G? ~ ak) - 3, -3a Bi 
(ia (E) -E 


在 CGS 单位 制 中 p, 应 改写 为 —p,, la) 是 一 个 无 量 纲 的 量 


= 1.2 x 10-32cm. 


T= 


(7.5.7) 


(7.5.8) 


(7.5.9) 


(7.5.10) 


(7.5.11) 


(7.5.12) 


(7.5.13) 
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令 
a = lb, (7.5.14) 
1 是 普 朗 克 长 度 , b 是 一 个 无 量 纲 的 实 参数 , 则 式 (7.5.13) 可 以 改写 为 
I(b) =V J dn-Z (b, b,b), (7.5.15) 
iii -b j d?b 
— dn’ — dn?’ 
等 等 
-Z (b, b,b) = —6(b? — b2) — pr 
b 2 b 2 | 
-aa 人 (了 -oa(?) k 
b\* b\? 
的 op (2 ) (7.5.16) 
经 典 几 何 应 满 足 a 
= = 0. (7.5.17) 
由 于 2(b,b,b) 和 7 无关, 一 次 积分 后 可 得 
了 


E 是 积分 常数 . 将 式 (7.5.16) RAR (7.5.18) 可 得 


2 2 一 


, fd n 
= G) 2 oa(? ) k+ 3 (2 ) op (5) E (7.5.19) 
这 是 一 个 单 圈 量 子 修正 后 的 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 . 下 面 讨论 此 方程 在 s = +1 情况 
下 的 解 . 
在 所 考虑 的 情况 下 , 经 典 弗 里 德 曼 宇 宙 由 奇 点 膨胀 , 到 某 一 极 大 线 度 后 又 收缩 ， 
直至 奇 点 . 下 面 讨论 式 (7.5.19) 的 一 个 具有 极 小 尺度 (无 奇 点 ) 的 解 的 存在 问题 . 极 
小 尺度 (或 称 反 弹 点 ) 的 边界 条 件 可 写 为 


b(0) = bo > 0， 6(0)=0, 6(0)>0, 《7.5.20a) 
AP bo 表示 宇宙 的 极 小 (最 小 ) RE. 
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在 bo 附近 , 可 将 b(n) 展开 为 
b(n) = bo + b(0)n + 56(0)n? + ZO (0)n? +-+ 
假设 宇宙 关于 时 间 是 对 称 的 , 则 有 
b) (0) = 0. (7.5.20b) 
极 大 尺度 对 应 的 边界 条 件 可 以 表示 为 
b(nm) =bm, (tm) =0, bn) < 0. (7.5.21) 
JH BY BF 5 BY DA ANAS BR, A (7.5.19) 简化 为 
| E — 5, = —6b? — 607k. (7.5.22) 


将 式 (7.5.22) 与 经 典 弗 里 德 曼 时 空 的 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 比较 , 可 得 E=0. BA, 
当 字 宙 尺 度 较 大 或 极 大 时 , 即 当 7 很 大 时 , A (7.5.19) 的 解 趋 近 于 经 典 弗 里 德 曼 度 
规 . 

由 式 (7.5.20), 可 将 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 (7.5.19) 简化 为 


ak 2 
3a () + 6b?k — p, = 0. (7.5.23) 
4 k= +1 时 , xX (7.5.23) 化 为 
3a b? — p,b? + 6b4 = 0. (7.5.24) 
进一步 取 近 似 , 得 到 " ; 
a pr 3b? \ _ 
5 一 (=) b (1 = =] =0. (7.5.25) 
此 方程 的 近似 解 为 
b = bo cosh(p + n), (7.5.26) 
式 中 
ae 
jS (Ey (1 5 >) 2 (7.5.27) 


当 大 = 0 时 , 方程 (7.5.23) 具有 形式 


(2) b=; . (7.5.28) 
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解 之 , 得 

b = bo cosh(pon), (7.5.29) 
式 中 要 

fo = (=) (7.5.30) 


在 CGS 单位 制 中 , po = (= 名 =) .由 == 0,0 为 极 小 值 知 , bo 不 能 为 负 , 更 不 能 


AS, 因而 只 能 大 于 零 . 这 就 避免 了 当 n = 0 时 的 奇 点 解 . 
当 大 < 0 时 , 方程 (7.5.23) 具有 形式 


3ab — p,b? — 6bt = c. (7.5.31) 
进一步 取 近 似 , 式 (7.5.31) BA 
j- Ai b (1 y =) ~0. (7.5.32) 
式 (7.5.32) 的 近似 解 为 
b = by cosh(p — n), (7.5.33) 
式 中 
x cisi 1 
T (=) i (1 + =) (7.5.34) 


由 上 面 的 讨论 可 知 , 当 计 入 单 圈 量子 修正 以 后 , BT DE ae AAT a. 


7.6 宇宙 的 拓扑 结构 


关于 普 朗 克 时 期 宇宙 的 时 空 拓扑 结构 问题 , 已 有 诸多 学 者 进行 了 有 意义 的 探 
讨 . 似乎 在 这 一 宇宙 演化 的 极 早 期 形成 单 连通 宇宙 和 多 连通 宇宙 的 可 能 性 都 存在 . 
字 宙 基态 由 哈 特 - 霍金 波 函数 描述 : 


Vhs) =N flay] exp(—Tlouel). (7.6.1) 
我 们 取 普 朗 克 时 期 宇宙 时 空 拓扑 结构 为 
R'@St@T?, (7.6.2) 


式 中 R! 表示 时 间 维 , 54 表示 d HERR, TP 表示 D BH, 此 时 度 规 为 


ds? = —dt? + a?(t)dQ? + b(t)d 2. (7.6.3) 
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HA (7.6.3) 经 计算 可 得 作用 量 为 
d(d—1 2Ddab 
I=- f dtatb? l — 
x D(D—1)b? 2dka  2Dkp 


ne a +24], 


此 处 ka 是 St 子 空间 的 曲率 常数 , kp 是 T2 子 空间 的 曲率 常数 . 
4 t=ir. 对 于 三 维 环 53,4d = 3,D = 0, 我 们 可 求 得 波 函 数 为 


3 
ya =N ex [3 (1 (1- 等 ) )| o< /3; 
3 
pannie (7) cos (3-1) -), a> 7 


(7.6.4) 


(7.6.5) 


(7.6.6) 


对 于 三 维 球 T3,d=0,D=3, kp = 0( 考 虑 到 环 空间 上 禾 盖 不 重合), RNA 


波 函 数 
wb) & Nob? Z 


A 
V3 J 
这 里 2 为 柱 函 数 . 

我 们 又 知道 a,b 的 经 典 解 分 别 为 


3. TA 
-fafi 
b 一 40eV $t, 


Ao 为 常数 . 
又 因为 在 普 朗 殉 时 期 , 因此 


t ~ 10~44(s), fA ~ 10% (cm 2). 


EA (7.6.8) 和 (7.6.9) 分 别 代 入 式 (7.6.5)~(7.6.7), 展开 , 得 到 


(a) SN (1 + 34-1), a < /3 
(a) ~ ha +47), a> /3 


V(b) =No eo 十 cl 44). 


(7.6.7) 


(7.6.8) 


(7.6.9) 


(7.6.10) 
(7.6.11) 


(7.6.12) 


此 处 corci 为 常数 . 在 本 文中 为 讨论 简单 起 见 , 我 们 不 妨 取 co, cl 为 同 级 常数 . 
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(1) 当 a < V3 时 . 
# lol <1, H |Noco| < |Nil, 则 波 函数 (bd) 只 有 很 低 的 峰 , 相 比 之 下 pla) 显 
得 有 很 高 的 峰 , 且 此 时 有 
(WO)? < Yla)’. (7.6.13) 
#5 |co| > 1, E |Noco| > |Ni|, 则 波 函 数 yb) 有 很 高 的 峰 , 且 此 时 有 
l(b)? > lyla)’. (7.6.14) 


AF \Nzco| = |Ni|, 则 此 时 有 


@) a> VY 时 


AG |co| < 1, H |N2c0| < 
显得 有 很 高 的 峰 , 且 此 时 有 


wo ~ |b(a))?. (7.6.15) 


则 波 函 数 yb) 只 有 很 低 的 峰 , 相 比 之 下 Yla) 


“3, 


wo < |eh(a)|?. (7.6.16) 


车 |co) > 1, H |N2co| > Be 


[p(b)|? > lya)’. (7.6.17) 
若 |Nazco| = | Nal， 则 此 时 有 
Iw OP ~ Ipla)’. (7.6.18) 


根据 波 函 数 的 几率 解释 , 由 (1) 和 (2) 得 到 在 宇宙 普 朗 克 时 期 , 产生 球 拓 扑 与 
环 拓扑 几率 都 存在 的 结论 , 从 而 在 理论 上 说 明了 形成 单 连通 宇宙 与 形成 多 连通 宇宙 
可 能 性 都 存在 . 在 标准 宇宙 模型 中 通常 假定 时 空 是 单 连通 的 , 不 过 , 这 个 假定 没有 
理论 上 或 观测 上 的 根据 . 宇宙 学 原理 并 不 要 求 时 空 是 单 连通 的 , 爱 因 斯 坦 方程 也 不 
要 求 时 空 是 单 连通 的 , 观测 上 也 并 不 表明 时 空 一 定 是 单 连通 的 . 


7.7 时空 泡 沫 结构 和 虫 洞 


惠 勒 曾经 指出 , 在 普 朗 克 尺 度 附近 ,由 于 物质 场 的 量子 涨 落 , 将 使 得 时 空 在 小 
尺度 上 具有 多 连通 的 泡沫 结构 . 刘 辽 提出 , 时 空 的 泡沫 结构 在 QED 中 产生 新 的 顶 
和 角 恰 好 可 以 抵消 QED 中 三 种 最 低 阶 的 原始 发 散 . 
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设 母 宇宙 中 原来 的 拉 氏 量 为 Zulo), 当 出 现 虫 洞 和 半 虫 洞 以 及 子 宇宙 时 , 应 代 
之 以 有 效 拉 氏 量 
St(g) = Luld) +) Allat + ai), (7.7.1) 


AF ai 和 az 分 别 为 第 ;个 虫 洞 、 半 虫 洞 和 子 宇宙 的 淹 灭 算 符 和 产生 算 符 ， 角 (由 
是 虫 洞 与 场 ¢ 相互 作用 的 拉 格 朗 日 , 对 所 有 可 能 出 现 的 虫 洞 、 半 虫 洞 和 子 宇宙 
求 和 . 
不 难看 出 , 当 半 虫 洞 和 子 宇宙 不 存在 时 , A (7.7.1) 仍然 成 立 ， 这 时 它 表示 M 
中 任意 多 的 虫 洞 对 拉 格 朗 日 的 贡献 . 也 可 以 认为 , 这 就 是 由 虫 洞 组 成 的 时 空 泡沫 结 
构 对 场 的 影响 . 
容易 发 现 ， 
[((at + a),atal £0, (7.7.2) 


这 表示 算 符 Q = at +a 和 粒子 数 算 符 N = ata 不 可 能 有 共同 的 本 征 态 , 设 


N|n) = njn), (7.7.3) 
则 有 
Q\|n) = vn + Ijin +1) + vnj|n — 1). (7.7.4) 
对 于 大 n, 我们 有 
Q\n) = 2/n|n), (7.7.5) 


这 表明 , 仅 当 虫 洞 足够 多 时 , AH Q 才 在 其 福 克 空 闻 中 近似 具有 本 征 态 , 本 征 值 为 
发 散 量 2/n. 于 是 得 到 


Lolo) = Lud) + $ Zid) 2Vn. (7.7.6) 


设 虫 洞 种 类 仅 一 种 , 或 
Llp) = LilG) Yi 


并 认为 时 空 泡沫 中 , 微 虫 洞 的 4 体积 为 Lip 即 普 朗 克 长 度 ), 则 单位 4 体积 中 微 
虫 铜 的 数目 约 为 


1(cm*) _ 
14(cm4) ` 


(7.7.7) 


最 后 有 . 
2, Lb) at + ai) = a2 (¢), (7.7.8) 


AP a=2/n-6 为 无 量 纲 量 . 
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K (7.7.6) 可 以 改写 为 
Lea() = Lulh) + arl), (7.7.9) 


式 中 Al) 是 6 场 与 一 个 虫 洞 的 相互 作用 拉 格 朗 日 量 , a 是 一 个 无 量 纲 的 发 散 量 . 
下 面 我 们 确定 QED 中 Alp) 的 具体 形式 . KM 为 平 直流 形 . 
由 于 虫 洞 的 出 现 只 是 一 种 时 空 流 形 的 拓扑 分 爹 , 在 母 流 形 中 并 未 出 现 新 的 物质 
场 . 所 以 它 对 母 流 形 中 场 论 的 影响 应 只 表现 为 出 现 各 种 新 的 自作 用 项 (或 项 角 ), 已 
知 QED 中 的 费 恩 曼 图 由 三 种 基本 元 素 组 成 , 即 如 图 7-1 所 示 . 


图 7-1 
因而 由 虫 洞 (泡沫 结构 ) 诱 生 新 的 自作 用 顶 角 只 能 是 如 图 7-2 所 示 : 


p' 
k-----)----k' p p” 和 > 
(7) Yle) p 2,0) 
图 7-2 


否则 , 我 们 所 观测 到 的 电动 力学 就 不 是 Maxwell-Lorentz 电动 力学 . 由 洛 伦 效 协 变 
性 要 求 及 量 纲要 求 , 可 唯一 确定 最 低 阶 的 -Z (QED) 应 为 下 述 新 的 顶 角 项 的 线性 
组 合 : 


Lily) = 6, ( = 3 Pu ), [By] = M”. (7.7.10) 


Lile) =Be[— Ü (Yaða + m’) P) 
=be|— Ý (Yaa + M) P] + Beðm Ý F, (7.7.11) 


Ôm EM- m', [dm] = M}, 
AF m 为 任 一 量 纲 为 M! 的 实 常 数 , m 为 电子 静 质 量 . 
-Lr(v) = By (ie Pya W Aa), [B,] = M°. (7.7.12) 


上 述 公 式 中 的 by, Be, Bo 和 m 均 系 由 虫 洞 或 泡沫 所 诱 生 的 不 可 观测 的 实 耦 合 
常数 , 它们 对 式 (7.7.9) 右边 第 二 项 的 贡献 为 出 现下 述 新 顶 角 : 


1 
aLıly) = 2Co | =A Fas], 2Co = af, 
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aile) = n|- Ë (yaa +m) VJ 十 Jovy, (7.7.13) 

Jı = ae, Jo =aBedbm, 

aflu) =ieA ya VAa, A= afr, (7.7.14) 
而 

aZ (QED) = (Ar) + Ale) + ZA(v)), (7.7.15) 


AP Co, Jo, Ji A A 73 QED 的 背景 对 空中 的 泡沫 结构 所 诱 生 的 新 顶 角 中 的 4 个 
不 可 观测 的 发 散 实 耦合 常数 . 
在 动量 表象 中 , 上 述 新 项 角 的 贡献 分 别 为 


+Co(2m)*5(k — k’)(k*6an — kako), (7.7.16) 

-Jı (2n)*5(p — p’)(ip + m) — Jo(2x)*5(p — p’), (F717) 

+eA(2n)*745(p — p' — k). (7.7.18) 
注意 到 QED 中 三 种 最 低 阶 的 原始 发 散 项 为 

—Co(2m)*5(k — k’)(k?5an — kake), (7.7.19) 

+J;(2x)*5(p — p’)(ip + m) + Jo(2n)*5(p — p’), (7.7.20) 

—eA(2n)*75(p 一 — k). (7.7.21) 


不 难 发 现 , 若 令 式 (7.7.16)~(7.7.18) 中 的 不 可 观测 的 发 散 量 Co, Ji, Jo A A 4} 
别 是 式 (7.7.19)~ (7.7.21) 中 对 应 的 发 散 积 分 , M QED 中 三 种 最 低 阶 的 原始 发 散 项 
恰好 被 新 顶 角 抵消 . 


7.8 一 个 闭合 宇宙 模型 


本 节 讨 论 在 Brans-Dicke 理论 框架 中 的 一 个 字 宙 解 . 共 形 不 变 标 量 场 真空 涨 落 
的 有 效 作用 量 可 以 写 为 


pe -v f én)sa(2) + 6a(Ż) 
sefi) +60(2) | (7.8.1) 


AF a A R-W 度 规 中 的 标 度 因子 , a = —6, 圆 点 表示 对 共 形 时 间 求 导数 . SRA 
有 形式 
ds? = a?(n)|dn* — dx? — sin? xd23], (7.8.2) 


78 一 个 闭合 宇宙 模型 
无 宇宙 项 的 B-D 作用 量 为 
Igp = f (Ry — wp tg yn Pw )V 二 gd x, 


于 是 可 以 得 到 真空 涨 落 的 半 经 典 B-D 有 效 作用 量 的 表示 式 


I£ =I + Ipp = V | anleat + a)y — wp la? h? 


+ 3a(a/a)? — a(a/a)'}, 


n n 27 
v= f ax / ao | dosin? x sin 6 = 2n?. 
0 0 0 


Fast (7.8.5) 可 写 出 半 经 典 Brans-Dicke 理论 的 有 效 拉 氏 量 为 


式 中 


a 


sig E 4 
L = 6a(4+ ajy — wp ta? h? + 3a(Ž) 一 a(*) ; 


HF a, p 仅 是 共 形 时 间 n 的 函数 , 对 a 的 拉 氏 方程 为 
OL daL doL 


Oa an 04 | dy? Oa 4 
对 o 的 拉 氏 方程 为 


将 式 (7.8.5) RAA (7.8.6) 和 (7.8.7), 可 分 别 得 a 一 方程 


awa3a 一 4awpa2aa + 8aya Ga? — 3aya?a? 一 2aypa* 


1 
—2a°y*a+a%p ¢ + 2a pay 一 了 wa g? + 2af? = 0 
和 p- 方程 


1 
wap $ — wap” + 2wpap + 3y74 + 3ay? = 0. 
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(7.8.3) 


(7.8.4) 


(7.8.5) 


(7.8.6) 


(7.8.7) 


(7.8.8) 


(7.8.9) 


它们 分 别 是 四 阶 和 二 阶 非 线 性 常 微分 方程 , 求解 是 很 困难 的 , 为 此 对 拉 氏 量 L 进行 


如 下 变换 , 令 
€=aT, T= p? ’ 


则 有 


AN 
cata ie A a 
Ka ss es a. 

-et 人 (= -3a|£ -24 +2(Ż) -了 

T E ET T T 


(7.8.10) 
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ay 
— a($ : ży (7.8.11) 
E T 

再 令 
u = In|é|,v = In|7)|, (7.8.12) 

则 得 

L =6e2 + 3(2e4 — a) (ü + ù? — 2ùù — ü) 

+ 3(2p%e" — a)b? — a(ù — 0)4, (7.8.13) 

式 中 
=> = (7.8.14) 


由 拉 氏 量 (7.8.13) 可 得 u— 方程 
12e7" + (12e2u + 6a)ii + 1207"? 十 6aii 
+ 12e?” pù? + 12a(ù — ù)?’ (ü — ü) = 0 (7.8.15) 
和 v- 方程 
6(2p2e2 — a) + 6a ü + 12a(ù — ù)’ (ü — ü) 
+24p°e?"ù — ù = 0. (7.8.16) 
它们 都 是 二 阶 非 线性 微分 方程 . 下 面 讨论 a 值 小 时 的 宇宙 解 . 


a 取 小 值 意味 着 u 取 大 的 负 值 , BI e2* ~ 0, 于 是 方程 组 (7.8.15) 和 (7.8.16) 分 
别 简化 为 


(1 + 2(u — v)*] a + [1 — 2(ù — Y= 0; (7.8.17) 
(1 +2(ù — 0)? ]% — [1 — (ù — ¥)?]8 = 0. (7.8.18) 
两 式 相 加 、 相 减 后 分 别 得 
ü=0 或 1+2(ù- ù) =0, (7.8.19) 
=0 或 1-2(u-—%)? =0. (7.8.20) 
此 方程 组 的 合理 通 解 为 
u= A+ Bn, v=C + Dn. (7.8.21) 


于 是 


E = ontban r= eCtDn. 
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由 此 可 得 
a= $ =a A-O)HB-D)n = oHm, (7.8.22) 
AP 
d=A-C, b=B-D. 
由 于 
a(n)dn = dt, (7.8.23) 
将 式 (7.8.22) 代入 式 (7.8.23) 积分 得 
a(t) = b(t + E), (7.8.24) 
in {nfb +E) - d}, (7.8.25) 


y(t) =exp f2c + 2 tind(é + BE) 一 a 
= exp (zc 一 a + ina) = Ha” , 


H = exp (zc 一 =). (7.8.26) 


这 里 所 得 到 的 半 经 典 B-D 解 与 半 经 典 爱 因 斯 坦 解 不 同 , 它 描述 一 个 自 奇 点 开 
始 膨胀 的 闭 宇 宙 . 
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熟知 ,= 1 的 Robertson-Walker 度 规 为 


ds? = —c*dt? + a? (t)d R2, (7.9.1) 
式 中 a(t) 是 宇宙 的 标 度 因子 , c 为 光速 , 而 
dR? = K an + r? (d0? + sin? Ody’). (7.9.2) 
由 式 (7.9.1) 和 (7.9.2) 求 得 时 空 的 曲率 标量 为 
R=6(S + 45+), (7.9.3) 
kij da d?a 


(7.9.4) 
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令 
dt 
dr = = 
2 
Ws (7.9.3) 为 ; 
a a 1 
6(-a-- aa 一 直 )， 
这 里 
_ da g Pa 
— dr’ dr? 


我 们 选取 如 下 作用 量 : 
c 4 
+ [atav (00,600 - BR), 


(7.9.5) 


(7.9.6) 


(7.9.7) 


(7.9.8) 


8N+1 
AF c 是 光速 , G 是 引力 常数 , R 是 曲率 标量 , o = oror = X 67,6; 为 标量 场 ， 
4 为 字 宙 常 数 = 
4 


dt 
ed Tj = adj, jg=1,2,---,8N+1. 


为 简单 起 见 , 令 4 = 0. 此 时 欧 氏 作用 量 为 


8N+1 8N+1 
sefa -17-0 + -5 2 to a as |, 


j=l 


式 中 a? = 3c3 a’ = _ da f da; 


4nG dy i dn ` 
由 式 (7.9.10) RAS a,r; 共 轿 的 动量 为 
217 a2 ; 
P, =- se . 


Py, Bars j=1,2,--- ,8N+1. 
de 
由 式 (7.9.10) 和 (7.9.11) 两 式 得 体系 的 哈密 顿 为 


ce2 8N+1 8N+1 


a 
H=- TET gaai trda t 2, P 2n SC 2 z$ 


在 量子 引力 理论 中 , WM FRIES ABN Wheeler-De Witt 方程 


02 1 3 


(7.9.9) 


(7.9.10) 


(7.9.11) 


(7.9.12) 


7.9 一 个 具有 耦合 标量 场 的 模型 - 365 - 
am) 
十 BT nn, (5 


式 中 3R(h) 为 三 维 面 的 标量 曲率 , Tan 为 能 量 密度 算 符 , Gia BARE) 由 所 
有 hi; 构成 


6)| Yhi;, $) = 0, (7.9.13) 


l;i 
Gijk! = 5h} (hikhji + hihik — hijhni). 


由 式 (7.9.12), 通过 正则 量子 化 , 可 得 宇宙 波 函 数 Yla, 21, £2, , £8041) 所 满 
足 的 Wheeler-De Witt 方程 


h2 10a a h2 8N +1 82 8N +1 
人 4x4 2. Ox? ü 2 2) 

(a, £1, £2, *** ,TaN+1) = 0, (7.9.14) 

式 中 参数 p 代表 量子 引力 中 某 些 算 符 次 序 的 模型 , 它 对 以 下 讨论 没有 多 大 影响 , 不 


失 一 般 性 可 取 p = 0. 
下 面 用 分 离 变量 法 来 求解 方程 (7.9.14). > 


ta 71 ,TgN+1) = u(a)Vi (21) - VaN+1(T8N+1), (7.9.15) 
则 式 (7.9.14) 化 为 
à? gu 2 9 
Ina? da? + (À — a*a“ ju = (7.9.16) 
h? d?V 
4n4 dz? + (Ai — 21)Vi =0, 


ħ? d?V. 
An ry + (Ag — £2)V2 = 0, 


名 d?Ven4i 


4n4 drei, + (Asw41 — 241) Van4i = 0, (7.9.17) 
ix 
8N+1 
A= D>. (7.9.18) 
j=1 


式 (7.9.17) 是 标准 的 谐振 子 方程 , 其 解 为 


h 
Aj = na (Qn + 1), nj = 0, 1. 2; HE (7.9.19) 


/ 一 下 2 2x? i 
Vin (23) = Niine "77? Hn Y FE §=1,2,---,8N +1, (7.9.20) 
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A+ Hn; 是 Hermit 多 项 式 . > 


n =n, 十 92 十 … 十 8N+1 Nj = 0,1,2,- 》 


j =1,2,--- ,SN +1, 


于 是 式 (7.9.15) 可 改 为 


w(a, 4 ** ,T8N+1) = S un(a) Vin) (21) a -Vav4i(nen 41) (Z8N+1)> 


m h 
A= 5 3(2n+8N +1), n=0,1,2,--- 
则 un 满足 以 下 方程 式 : 
Sun + eae (2n + 8N +1) — na | un = 0. 
令 
l -JÈ 4nGh 3 
P Væ ( 303 ) l 
a? =y, Un = Rny $, 
则 式 (7.9.24) 可 写 为 
d2 né 
+ [eget agent 8N +05 - Fe] Ba =0 
当 y =a? 一 oo 时, 式 (7.9.25) 的 渐 近 解 为 
ae 
WX (7.9.25) 的 解 可 写 为 
Rn = oF f(y). 


将 式 (7.9.27) 代入 式 (7.9.25) 可 得 


d?fn 2r2 dfn Pe 3 + EEND] J, =0 _ 


dy? B d, li 212 


BAR FERAOT ERA (7.9.28), 设 


fn(y) = Y buyt’, 


v=0 


(7.9.21) 


(7.9.22) 
(7.9.23) 


(7.9.24) 


(7.9.25) 


(7.9.26) 


(7.9.27) 


(7.9.28) 


(7.9.29) 
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式 中 bo £0. 为 了 保证 解 在 y = a? = 0 处 有 限 , s > 7 将 式 (7.9.29) 代入 式 (7.9.28), 
由 yt 项 的 系数 为 零 , 得 到 b, 应 满足 关系 式 


m? 


27? 
p ut s) = 772 (2n + 8N + 1) 
bai = — p 7 bv, (7.9.30) 
(v+s+1)\(v+s)+— 
16 
当 v 一 00 时 , 有 
Pet 一 aa / v. (7.9.31) 
y P 


所 有 级 数 (7.9.29) 在 y > oo 时 的 行为 与 e$” 相同 , 因而 
un = yte 2” falu), 

在 y > co 时 , un 趋 于 无 限 大 , 这 与 波 函数 的 有 限 性 相抵 触 . 由 此 得 到 结论 : 级 数 
(7.9.29) 只 能 包含 有 限 项 . 令 这 级 数 在 v = n, 时 中 断 , 则 由 系数 bn 41 = 0 可 得 到 
8N +1 

2 
另 一 方面 , 级 数 (7.9.29) BM v = 0 开始 的 , 所 以 b- 要 等 于 零 . Uv = -1 RAR 
(7.9.30), 得 


A(n, +8) =n + l (7.9.32) 


s(s—1)+ = 二 0 
因此 有 s = 二 或 *= > 
4s= 7 时 ， 
ny = 3 + 2N. (7.9.33) 
为 了 使 n, 为 整数 , WK n= 0,2,4 
于 是 得 到 方程 (7.9.24) 的 解 
2 2 B+2N 
un=Ne 3 Y ba”, n=0,2,4,0% (7.9.34) 


v=0 


式 中 N 为 归 一 化 常数 
下 面 我 们 考虑 在 a — a+ da 球 这 的 几率 . 对 于 任何 n, 有 


Wn = 6n una’, (7.9.35) 
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则 
Wn — 0. (7.9.36) 


a—0 


这 可 解释 为 , 对 于 任意 ”的 量子 态 , 在 奇 点 a = 0 附近 宇宙 存在 的 概率 为 零 . 
对 于 基态 (n = 0), 有 


_ 22 a? 2N 2 
Wo = 6n? Ne 是 (Zea) a*, (7.9.37) 
v=0 
这 个 几率 极 大 值 的 位 置 为 
0 aD 
7 = 0, (7.9.38) 
即 
2N 
bo +S [(2v + 1)b, — bv-1la” — bayat? = 0. (7.9.39) 
v=0 
由 式 (7.9.39), 不 失 一 般 性 可 假设 bo > 0, 从 而 由 式 (7.9.30) 可 推 知 
be bi>0 k=l, 2N. (7.9.40) 
作 变 换 , & 
ze = (7.9.41) 
则 式 (7.9.40) 可 化 为 
1+01Z +Z? + +++ + gn 41 27*t! =O, (7.9.42) 
式 中 cj(i = 1,2,… ,2N 十 1) 为 与 N 有 关 的 实 常 系数 , H 
Con+1 < 0,c2k > 0,k =0,1,2,--- ,N. (7.9.43) 


由 代数 学 中 有 关 定 理 可 推 知 式 (7.9.42) 至 少 存在 有 一 个 正 实 根 Zo( 若 不 至 有 一 
个 实 根 , 我 们 可 取 一 个 最 小 正 实 根 ), 从 而 由 式 (7.9.41) 可 推 知 
_V% 
区 
这 表明 , 对 有 限 的 N, 宇宙 的 最 可 几 半 径 ( 亦 即 最 小 半径 ) ABR RE lp. 
由 式 (7.9.22) 知 


lp. (7.9.44) 


x _ #2 q? 
S | 
n 


" 8N +1 8N +1 p 
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由 概率 论 中 有 关 定 理 可 知 , 多 个 标量 场 的 几率 密度 小 于 只 有 一 个 标量 场 的 几率 
密度 . 当 s= Z 时 ， 
Tir = a +2N. (7.9.46) 
为 了 使 w 为 整数 , WH n =1,3,5,---. 于 是 得 到 方程 (7.9.24) 的 解 


x? 2 号 +2N 
— +5 
w=Ne 9 bavtl, n=1,3,5,+--. (7.9.47) 
v=0 


类 似 式 (7.9.35)~(7.9.45) 诸 式 讨论 , 我 们 可 推 知 s = > 时 有 s = 时 的 相同 
结果 . 


7.10 含有 旋 量 场 的 模型 


我 们 知道 R-W 度 规 具有 形式 


a? (t) 


ds? = dt? — zfdr + r7d6? + r? sin? Ody}. (7.10.1) 


K 
(1+ Fr) 
考虑 闭合 字 宙 , Wk = 1. 其 拉 氏 量 为 
-2 
pe JF aw al (7.10.2) 
这 里 a= A 为 宇宙 常数 
Dirac 场 的 拉 氏 量 为 
Lm = ZIV u — (VB) YG) — mad, (7.10.3) 


AF m A Dirac 粒子 质量 , y+ 为 弯曲 空间 的 Dirac HE, 6 为 旋 量 场 波 函数 , A 
o = p(t), $ = oto, 而 Yo 为 平 空 间 的 Dirac HE RE, ht 为 h WHARE, Vy 
Oy + Lys Op 为 普通 微分 , Dy = -1V ujv 

平 空 间 Dirac SRR EKA 


Yii + Wg = 27i, (7.10.4) 


式 中 
hj = diag(1, 一 | 一 二 ~1), 


- 370 - 第 7 章 ”其 他 量子 宇宙 学 模型 


我 们 有 


0 
w=( “ae j =1,2,3. 
—0j 0 


这 里 了 为 2 x 2 单位 矩阵 , oj A Pauli 矩阵 . 


0 1 0 -i 
01 = , = ; t= 
. 1 0 : -~i 0 3 0 


弯曲 空间 的 Dirac 矩阵 满足 关系 


YY +YY = 2g, 


我 们 有 
1+ zy 
Y=, Y = 一 一 和 办 
i a(t) ~" 
有, 14372 , 1+ E 
aa a(t)r gan nT ~ a(t)rsind > 
人 a(t) . 
Y= i= I Yi, 
1 + ri 
a{t)r _ a(t)rsin@_ 
a= ( | Tas = aren 
bas oe 
L+ 4" 1+ rid 
经 过 繁复 见长 计算 , 我 们 有 
To =0, 
1 a(t) 2. 
D . £) Yoi, 
1 + ra 
l- -r 
1| ar . 2 
I: 一 7 YoY2 一 1 we 
i =r 1+ =r? 
4 
2 
1 [see sing ‘t— qr 
了 3 
1+ =r? 1+ <r? 


(7.10.5) 


(7.10.6) 


(7.10.7) 


(7.10.8) 


(7.10.9) 
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从 而 我 们 得 到 
2 
Lm =5 [otag -agt .4 十 二 (1 - =) br iond 
十 一 (1 + T) cot Za — mo" yg. (7.10.11) 
A> dt = idr, 则 式 (7.9.2) 和 (7.9.11) 化 为 
if a 1 A 


ed eee gales .10.12 
s= -2-245 (7.10.12) 


1 TE 2i r? Ra 
Lm -7 区 —otgo+ a (1 ae Tetino 


。 r2 
+ 一 (1 + T) cot 06 307a] — mo” Fog, (7.10.13) 
这 里 “.” 表 示 对 7 求 导 . 
欧 氏 作用 量 为 
f= | i i / f VIL, + Ln)dV, (7.10.14) 
式 中 
a3(T)r 
V 一 9 = z sind. (7.10.15) 
E 
(1 + T 
F dr 
则 有 


1-3 f [a — a? 十 Sat 二 (9+ 办 一 时 $a 
+ ikod* fora" 一 2mo* oda} dn, (7.10.17) 


式 中 ko 为 常数 ,，“'” 表 示 对 9 RS. 下 面 求 基态 波 函数 . 
我 们 知道 , 在 量子 引力 理论 中 , MNFRS ATEN Wheeler-De Witt 方程 


|- C Sh Shn +h2(—"R(h)+2A 
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式 中 3R(h) 为 三 维 面 的 标量 曲率 , Th 为 能 量 密度 算 符 , Gijki( 超 空间 的 度 规 ) 由 所 
有 三 维度 规 hi; 构成 
nd (highs + hihjr 一 hij her). (7.10.19) 
对 应 于 式 (7.10.18) 的 Wheeler-De Witt 方程 为 


Gijki = 


1 f d? A a : a 
5 Ee — a* + Za" — Img* Foga* + iho 07 da | y =0. (7.10.20) 


我 们 用 WKB 方法 来 计算 . > 
A =a? + (2md*od = 5) at, 
B = — kod* 407 pa’, 
A+ Bi =R(a)e'?, 
R (a) = i + (2mo**00 = $) a?! ‘at + R(t) a", 


—kod* Foy a 


tanO(a) = l (7.10.21) 
1+ (zmot + op 一 $)® 
我 们 得 到 波 函 数 
jan ne |= f va ) :eada 7.10.22 
Tia) p i aje a|. (7.10.22) 


为 了 便于 讨论 , 我 们 给 出 式 (7.10.22) 4 a 一 0( 足 够 小 ) 时 和 a -一 co( 足 够 大 ) 
时 的 渐 近 解 . 

当 a 一 0 时, 分 两 种 情况 来 讨论 . 

(1) # (2moriog n a < 1, 此 时 式 (7.10.21) 可 简化 为 


R(a)~a?, O(a) ~ —kodt joiga = ca, (7.10.23) 


此 处 
cl = —kodt ToF19. 
这 时 由 式 (7.10.22) 可 得 


ipa a x 
vN exp | f ae- +da] ~ 
0 


7.10 含有 旋 量 场 的 模型 - 373 - 


a2 


ett P += 二 a 
N——e {hod net, (7.10.24) 
Ja 


而 当 a > 0 时 , 通常 的 标量 均 解 为 gaT, 因此 考虑 旋 量 场 后 , 宇宙 波 函 数 将 移 
动 一 个 相 因子 ei 导 e( 这 里 a UCHR, 可 以 看 出 旋 量 场 的 贡献 很 强 ), 当 旋 量 场 不 存 
在 时 , 这 个 修正 自然 消失 . 当然 附加 的 相 因子 并 不 影响 “测量 ” 结果. 


(2) #4 (2mo*o0 一 fja > 1, 此 时 式 (7.10.21) 可 简化 为 


R(a) ~ cla3， 


tanO(a) ~ 5, O(a) 一 =: 


这 里 由 式 (7.10.22) 可 得 


í 
~ ra (7.10.25) 


与 通常 的 标量 场 解 相 比 , 可 以 看 出 旋 量 场 的 贡献 很 大 . 
当 a 一 co 时 , 可 得 


R(a) ~(2mé*iod : Ja! inal 


Bi he Tg 


7.10.26) 
— A ( 
2mptjop- 5 “  M 
式 中 
a 一 2m4 oh — 3° 
这 时 波 函 数 为 
Err a ai 
Pe Taa exp =f vae ts da ~ 
1 a 7s 
N ee (7.10.27) 


由 此 可 以 看 出 旋 量 场 对 波 函 数 的 贡献 有 两 部 分 : 一 部 分 是 旋 量 场 的 能 量 密度 mo og， 

其 对 波 函数 的 影响 和 通常 标量 场 一 样 ; 另 一 部 分 是 类 似 于 式 (7.10.24) 中 相 移 因子 

的 贡献 , 此 贡献 是 旋 量 场所 特有 的 , 但 这 时 a WOOK, 旋 量 场 的 影响 已 经 减 小 
初始 时 , 旋 量 场 能 量 密度 很 高 . 若 2md+5od > 5, 则 


1 1 一 .01 g@ 
b~ No met o etit a, (7.10.28) 
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当 能 量 密度 下 降 到 2md+jod < £ M, 


Y~ N' i “et (7.10.29) 


HF ci ~ otio ~ a-*, RS a 很 大 时 ， 
et Vast w etna” ~ 1, (7.10.30) 
此 处 co 近似 为 一 常数 . 4 a 很 大 时 , 旋 量 场 的 行为 和 通常 标量 场 行为 完全 一 样 . 


因此 可 以 看 出 旋 量 场 在 字 宙 “ 创 生 ” 初 期 影响 很 大 ,使 宇宙 波 函 数 改变 了 一 
个 相 因 子 ， 而 随 着 宇宙 的 膨胀 ， 旋 量 场 的 影响 越 来 越 小 当 宇 宙 进 入 洛 伦 效 区 域 


(mpriog < 了) 后 旋 量 场 的 影响 趋 于 消失 , 这 时 旋 量 场 的 行为 和 通常 的 标量 场 
行为 一 样 , 仅仅 能 量 密度 在 起 作用 . 


第 8 章 诱导 引力 和 宇宙 模型 


本 章 讨论 含 对 称 性 自发 破 缺 的 引力 理论 及 建立 在 这 一 理论 基础 上 的 量子 宇宙 
模型 . 对 称 性 县 发 破 缺 概念 在 物理 学 的 许多 领域 都 是 很 有 成 效 的 . 在 弱电 统一 理论 
中 已 经 知道 , 费 米 弱 耦 合 常数 Gr 是 由 真空 自发 破 缺 决定 的 , 即 Gr ~ 1/0, HH v 
表示 和 希 格 斯 场 的 真空 期 望 值 . 爱 因 斯 坦 引 力 理论 中 也 含有 一 个 耦合 常数 GN, 他 具 
有 与 Gr 完全 相同 的 量 纲 M. 这 一 类 似 性 使 Zee 把 对 称 性 自发 破 缺 引入 到 引力 
理论 中 , 提出 了 著名 的 诱导 引力 理论 . 


8.1 诱导 引力 理论 


爱 因 斯 坦 引力 理论 和 费 米 弱 相互 作用 理论 有 一 个 共同 的 特征 : 与 电动 力学 和 
强 相互 作用 的 现代 理论 相 比 , 他 们 都 含有 一 个 量 纲 为 M 的 耦合 常数 . 这 些 耦 合 常 
数 都 很 小 , 其 中 费 米 看 合 常数 Gr ~ (300m) ?, 牛顿 耦合 常数 Gy ~ (10!%my)~?. 
人 们 早 就 提出 Gr 很 小 , 这 是 因为 中 介 玻 色 子 有 质量 , Ge ~ e?/M2. 电磁 与 弱 相 互 
作用 统一 的 成 功 , 使 这 一 思想 精确 化 .统一 方案 的 核心 是 对 称 性 自发 破 缺 的 概念 ， 
它 使 某 些 标量 场 有 真空 期 望 值 v, 从 而 产生 中 介 玻 色 子 的 质量 


Gr ~ e?/M?2 ~ 1/v?. (8.1.1) 


对 称 性 自发 破 缺 的 概念 在 许多 物理 学 领域 硕果 累累 , 因此 值得 尝试 把 它 和 引力 
结合 起 来 . 显然 ， 引 力 物 理 与 弱 作 用 物理 大 不 相同 , 因为 引力 是 长 程 力 , 其 中 介 引 
力 子 是 无 质量 的 . 然而 我 们 宁愿 希望 有 一 个 类 似 于 式 (8.1.1) 的 关系 式 , 并 把 牛顿 
引力 常数 Gn 很 小 的 原因 归结 为 某 种 粒子 有 质量 . 由 这 一 点 出 发 , 把 爱 因 斯 坦 引力 
作用 量 写 为 下 面 的 形式 : 


1 1 
j= f d‘z./g Be + 39” OupOup — V (p) + Wi : (8.1.2) 


AP y 为 标量 , s 为 一 无 量 纲 耦 合 常数 , 其 量 级 取 为 < 1, Z, 是 其 余部 分 的 拉 格 朗 
日 . 我 们 必须 区 分 两 种 物理 意义 不 同 的 情况 : 2 是 否 含有 y, 即 yp 是 否 直接 与 物质 
场 有 相互 作用 . KBR Z, 不 含 y. 设 当 p = v 时 V(y) 取 最 小 值 . 令 o= vv， 
则 式 (8.1.2) 退化 为 爱 因 斯 坦 作 用 量 , 其 中 


ae S a 
Z — 一 2 
GN = Tr (ie (8.1.3) 
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这 样 , 需要 一 个 非常 大 的 真空 期 望 值 v, 量 级 为 普 朗 克 质 量 m, = 10!m,. 在 下 面 
讨论 中 令 V(v) = 0, 但 不 需要 知道 V(y) 的 具体 形式 . 在 特殊 情况 下 , 为 得 到 明显 


结果 ， 取 Vexpl ee = ( = v?)?. 


作 代 换 p = v+, 发 现 此 理论 要 求 存在 一 标量 粒子 5, 其 质量 由 [V”(w = wv)]1/2,， 
给 出 . 实际 上 , 由 于 y 与 引力 的 特殊 耦合 , 这 质量 略 小 于 [V“(P = v)/(1 + 6e)]!/?, 
稍 后 我 们 会 讨论 这 一 点 . 

如 果 采 用 Vexm, M C 是 有 质量 的 , 其 质量 为 1/20 ~ (MXM8re)jm。 ~ 1019GeV， 
其 中 和 A < 1. 在 一 般 情况 下 , 尽管 ¢ 的 质量 不 能 由 理论 确定 , 但 是 没有 理由 认为 C 
相对 地 比较 轻 . ¢ 与 引力 的 相互 作用 跟 任 何其 他 粒子 与 引力 的 相互 作用 都 不 相同 ， 
特别 是 它 很 稳定 , 很 快 衰变 为 两 个 引力 子 , 宽度 为 了 ~ e2m3/v?. 若 采 用 Vexpi, 则 
卫 ~ em. 在 这 里 , 我 们 先 认定 无 量 纲 耦 合 常数 (如 e 和 A) 具有 量 级 < 1. 于 是 
E me 和 饼 mme, 则 (5 粒子 可 以 是 相对 较 罕 的 . 

一 个 特别 引 人 注 目的 猜测 是 , 产生 牛顿 引力 常数 的 对 称 性 自发 破 缺 也 可 以 解释 
由 统一 理论 导出 的 弱 、 强 和 电磁 相互 作用 . 我 们 已 经 知道 , 弱 、 电 磁 和 强 相互 作用 
在 某 一 大 质量 尺度 下 结合 成 统一 的 杨 - 米 尔 斯 规范 理论 . 特别 诱 人 的 方案 是 Georgi 
Glashow 的 SU(5) 规范 理论 . 只 要 知道 耦合 常数 是 如 何 依赖 质量 的 , 知道 低能 时 弱 、 
电磁 和 强 相 互 作用 的 值 , 就 可 以 确定 统一 发 生 时 的 标量 尺度 . 分 析 结 果 表 明 , 统一 
发 生 在 10288GevV. 在 这 一 框架 内 , 接近 于 普 朗 克 质 量 m, 的 质量 尺度 似乎 仅 在 数值 
上 吻合 ; 但 是 我 们 相信 , 这 不 是 偶然 的 , 而 是 表明 了 式 (8.1.2) 中 的 标量 场 yp 应 该 
换 成 SU(5) 下 类 似 于 24 变换 的 希 格 斯 场 y, 式 (8.1.2) 中 的 wz 和 (8.p)2 的 表达 
式 应 该 换 成 p? 和 (8p)?. 在 统一 的 SU(5) 理论 中 , 相关 的 质量 尺度 为 1019GeV， 
且 假 定 存在 具有 这 种 质量 的 矢量 玻 色 子 , lo| 的 真空 期 望 值 也 假定 为 ~ 1019GeV. 
这 样 ,一 个 统一 的 机 制 既 可 以 解释 引力 的 质量 尺度 ,也 可 以 解释 SU(5) 到 SU(3) 
xSU(2)xU(1) BGR. 当然 , 这 一 想法 并 没有 统一 所 有 四 种 相互 作用 , 但 它 确实 提 
出 了 引力 与 其 他 三 种 相互 作用 之 间 令 人 感 兴趣 的 联系 . 

我 们 可 直接 从 式 (8.1.2) 中 的 作用 量 导出 运动 方程 , 只 需 注 意 


(g/g Ru) = g Ruvdg? + g9? Rpg” + g9 6 Rw (8.1.4) 
中 最 后 一 项 是 全 散 度 , 可 在 标准 引力 理论 中 省 去 . 前 两 项 导致 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 
中 的 爱 因 斯 坦 张 量 (ze oR), 这 里 , 式 (8.1.4) 中 的 第 三 项 必须 保留 通过 
分 步 积分 , 再 利用 各 个 恒等式 , 可 以 得 到 修正 的 运动 方程 


1 1 1 aM . 
see Ga = TA =—5 bay + TY + (ep?) H” 一 VAGAN , (8.1.5) 


8.1 诱导 引力 理论 . 377. 


式 中 T” 是 式 (8.1.2) 中 由 Z, 得 到 的 能 量 -动量 张 量 


T = at pa" — gt | ioaxeane-Yp]|， (8.1.6) 
场 p 的 运动 方程 为 
git — ERyp = 0, (8.1.7) 
L, RE p. HL, E p, WH (8.1.7) 右 端 不 为 零 , 代 之 以 
SL, O56 Ly 
bp 60p ` 


在 现在 世界 的 对 称 性 破 缺 相 中 , (x) = v,V(v) = 0, 520? = (16xGN)-!， 于 是 式 


(8.1.5) 变 成 期 望 的 爱 因 斯 坦 场 方程 . 因此 , 现在 的 实验 不 能 区 分 这 个 理论 和 爱 因 斯 
坦 引 力 理论 . 在 式 (8.1.7) 中 的 eRy 项 是 可 忽略 的 . 

我 们 要 给 这 个 理论 加 上 一 个 要 求 , 即 物质 与 引力 场 的 能 量变 换 应 该 由 爱 因 斯 坦 
理论 精确 描述 . 这 相当 于 等 效 原理 的 一 个 翻版 . 我 们 现在 证 明 这 确实 是 对 的 , 即 只 
BD, RE p, 则 | 

Ts (8.1.8) 

在 爱 因 斯 坦 理论 中 , 此 方程 由 爱 因 斯坦 张 量 所 满足 的 缩 并 毕 安 基 恒等式 得 到 . 在 现 
在 的 理论 中 , 这 一 恒等式 给 出 的 是 守恒 定律 

(a "(THY + t”])., =0, (8.1.9) 

式 中 


1 
a= ae 


= iH; ;入 
ge 20) = 2g" ay, 


圆 括号 中 的 量 可 认为 是 “等 效 ” 的 能 量 -动量 张 量 . 我 们 要 证 明 , 考虑 到 yp 的 运动 
方程 , 式 (8.1.9) 实际 上 就 是 式 (8.1.8). 式 (8.1.9) 可 改写 为 


1 1 1 
-LTH 一 BY L gt! -4 i h- 
5 Law Ay (r 59 R) + atv (8.1.10) 
利用 恒等式 
i (8.1.11) 
式 (8.1.10) 简化 为 
TH =a" R- TH. (8.1.12) 


最 后 , 利用 yp 的 运动 方程 (8.1.7), 得 到 
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Tey = aR, (8.1.13) 


我 们 的 证 明 就 完成 了 . 因此 , 时 空 度 规 决定 质点 的 运动 . 

另 一 方面 , 如 果 L, 含有 vo, 正如 我 们 猜测 的 , yp 也 涉及 统一 理论 分 化 为 弱 、 电 
磁 和 强 相 互 作 用 , 那 时 y 的 运动 方程 不 再 是 式 (8.1.7), THY = 0 不 成 立 , 而 应 有 

Pe bL, ÔL 
Tam = Pik (a E ): 

但 是 在 v 不 变 的 时 空 区 域 中 , 如 现在 的 情况 , 确实 有 Th = 0. 

FAZE 1961 年 , Brans 和 Dicke 就 已 经 提出 了 一 个 含 标量 场 的 引力 理论 . 与 这 些 
较 早 的 理论 不 同 ,诱导 引力 理论 包括 了 对 称 性 自发 破 缺 . 这 是 关键 问题 . Brans-Dicke 
理论 基于 马赫 原理 的 考虑 , 其 中 的 标量 场 yp 没有 自 相 互 作用 , 并 把 物质 能 量 -动量 
张 量 的 迹 作为 源 . 换 句 话说 , 式 (8.1.2) 中 的 势 V(p) 没有 包括 进来 . 这 导致 B-D 理 
论 在 观测 上 不 自治 , 除非 某 一 参量 特别 大 . 相 比 之 下 , 诱导 引力 理论 中 场 p 被 对 称 
性 破 缺 势 固定 而 有 一 定 值 . 只 要 曲率 标量 R 在 所 考虑 的 时 空 区 域 中 不 是 非常 大 . 

MERA c 粒子 在 时 空中 的 传播 , 这 与 任何 其 他 粒子 不 同 . 考虑 平 直 空 间 中 的 
BAR gu = Nav thw, A p =v+¢. 我 们 把 运动 方程 (8.1.5a) 和 (8.1.7a) 展开 到 一 
阶 


(8.1.14) 


1 4 
a (hu = uvh) = = (Nw? — 4,006), (8.1.5b) 


[92+Vx(OlC = sevO2h, (8.1.7b) 
这 里 我 们 采用 了 谐 和 规范 
J hë = TEA 


注意 引力 波 的 源 [ 式 (8.1.5b) 右边 ] 是 ¢ 的 一 阶 项 , 这 与 通常 的 源 是 物质 场 微 扰 的 
二 阶 项 的 情况 不 同 . 取 式 (8.1.5b) 的 迹 , 并 代入 式 (8.1.7b), 得 到 


G + oe) C=0. (8.1.70) 


这 个 质量 变化 可 认为 是 波 函数 重 整 化 的 结果 . 因此 , 平 直 空间 中 传播 的 4 粒子 牵动 
了 引力 波 激 发 , 其 幅度 为 


g” k2 


虽然 现在 无 法 用 实验 区 分 诱导 引力 理论 和 爱 因 斯 坦 引 力 理论 , 但 它 使 我 们 预 
言 , 在 另外 的 时 间 和 地 点 可 能 会 显示 二 者 的 不 同 . 在 R-W 宇宙 中 , 标量 曲率 为 


hyuv(k) = : (m 一 | C(k). (8.1.15) 


R = 6[k/ 2? + (1 — q)H?’], (8.1.16) 
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AP H ARHAR, 9 为 减速 因子 , R 为 标 度 因 子 . k= +1,0,-1, 分 别 对 应 于 宇宙 
是 财 的 、 平 直 的 和 开 的 . 当 我 们 逆 时 间 看 此 宇宙 时 , & 增加 , 式 (8.1.7a) 中 的 cep 
项 变 得 越 来 越 重要 , CHE yp 的 真空 期 望 值 . 这 样 , 引力 “常数 ”G 随时 间 变 化 : 


ôG _ ,bv _ 2eR ~ (2) 


G “v V" (v) 
这 一 变化 完全 可 以 忽略 , RAE ee AY ER” H 变 得 可 以 与 5 的 康 普 顿时 间 相 比 


拟 . 对 5G/G 有 贡献 的 另 一 效应 是 当道 时 间 时 宇宙 温度 的 升 高 . 大 致 上 说 , 有 限 温 
BET 的 效应 是 在 势 V(y) 上 加 上 ~ T?y? 的 项 , 此 项 导致 引力 “常数 ”的 改变 为 


6G/G ~ T?/V"(v) ~ (T/me)?. (8.1.18) 


同样 , 这 一 变化 也 可 忽略 , 除非 温度 变 得 与 mc 差不多 . 

引力 常数 变化 的 理论 早 就 有 人 提出 来 了 . 但 在 这 些 理论 中 , 5G/G KK, 与 观 
测 事实 不 符 . 诱导 引力 理论 不 存在 这 个 困难 , 因为 p 的 期 望 值 本 质 上 被 V(y) 固定 . 
这 一 理论 和 爱 因 斯 坦 引 力 理论 只 在 标 曲率 和 温度 值 超 高 时 才 有 明显 不 同 . 因此 , 在 
初始 奇 点 附近 两 个 理论 给 出 不 同 结果 . 当然 , 在 奇 点 附近 又 必须 考虑 量子 理论 了 . 


8.2 HK W 解 
在 小 超 空间 近似 下 , R-W 度 规 可 写 为 


(8.1.17) 


ds? = —dt? + a? (t)dR2, (8.2.1) 
AP a(t) 为 标 度 因子 , df22 为 单位 3 球面 上 的 度 规 . 引入 共 形 时 间 n, 使 其 满足 
dt = adn, 
则 式 (8.2.1) 可 写 为 
ds? = a?(n)(—dn? + dN3). (8.2.2) 
希 格 斯 势 可 写 为 
a= aA? =)", (8.2.3) 
<1, | 


AF 入 为 无 量 纲 的 自 耦 合 常数 ， 设 除 希 格 斯 场 以 外 不 :存在 其 他 物质 场 ag 
(8.1.2) 化 为 


I = 2x? J dn[3eyp7a? — 3e? p? — bcaàyh 
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一 say? 一 SAat(y? — v*)?*]. (8.2.4) 
拉 氏 量 LA 
L = 3ea2 p? — 3ea7y? — Geaaypy + zay? 一 sAat(y? — y*)?, (8.2.5) 


式 中 “.” 表示 对 共 形 时 间 7 求 导 . 
为 了 消除 拉 氏 量 名 中 的 交叉 项 up, 引入 新 变量 


z= ay, 
y = 9, 


拉 氏 量 (8.2.5) 可 重新 写 为 
4 
Z = 3er? — 3et? + st i 一 5 aw —y*)? (8.2.6) 
与 位 形变 量 r, y 相对 应 的 正则 动量 为 
P, = = = —6ez, (8.2.7) 
OL gr 
Py = gg =+ 1) ob. (8.2.8) 
哈密 顿 量 形式 为 
”EE 
H = tPs +yP, —-2 = TAE 一 2(6E + 1) =F, 3Ex 
1," 2 2)2 8.2.9 
ear a Ae (8.2.9) 


进行 正则 量子 化 , 即 在 式 (8.2.9) 中 作 代 换 P, ~ if, Pa “is, 得 到 W-D 方程 


L o & ,,1,2°, Wes) 
C + A 
#(z,y)= 0. (8.2.10) 


当 希 格 斯 标量 场 o 的 取 值 接近 真空 期 待 值 时 , 即 p = y 一 v 时 ，W-D 方程 
(8.1.2) 可 近似 写 为 


2 
— 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 4 = 
be. Oa? - 6e4 14 Dy 6cz Y = 0, (8.2.11) 
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5} 
P(x,y) = Wrz) Yy(y), 
式 (8.2.11) BA 
r? “ + (E — 36c7x*) Yz = 0, (8.2.12) 
1 Cy, EF 
—, y? = + Hy =0, (8.2.13) 
AF E 为 常数 . 


我 们 所 关心 的 是 波 函 数 中 与 尺度 因子 a 有 关 的 部 分 , B 瑟 (z). 为 此 可 以 用 
WKB 近似 方法 求解 方程 (8.2.12). 令 Vr = ÀS), A (8.2.12) BA 


2 
一 2 (£) + E — 36e7z* = 0. (8.2.14) 
p \ 14 1 E 1/4 
x wen H = ee ~ 
aos (secs) ne eS a 
WV, = exp Bi -VE 一 56s5rrdz| (8.2.15) 


这 是 振荡 形式 的 波 函数 , 对 应 经 典 允许 区 , 即 洛 伦 兹 区 . 


、 g \ 1⁄4 1/ g N\!⁄ 
当 z> (<5) Wa >= (<5) 时 


Ü, = exp |- f y 366224 一 Bar| (8.2.16) 
即 
VE [. /36s2z4 36s2z4 
Ü, = exp -F 1 — arctan 页 一 Ei fl- (8.2.17) 


这 是 指数 形式 的 波 函数 , 对 应 经 典 禁区 , 即 欧 几 里 得 区 . 在 该 区 域内 发 生 的 是 量子 
过 程 , 允许 空间 拓扑 变化 , 允许 出 现 连 接 两 个 大 的 时 空 区 域 的 虫 洞 或 子 宇宙 从 母 宇 
宙 \ 中 分 离 出 来 . 从 式 (8.2.17) 可 以 看 出 , 当 a 一 co, BY z 一 co 时 , 波 函 数 丈 指数 
衰减 为 零 , 这 是 描述 虫 洞 的 波 函 数 . 

设 欧 氏 作 用 量 为 k, 则 洛 伦 效 作用 量 五 为 


I, = ilg, 
Ie = -2m | ar EB + 3ea7y? + beady 一 sa 一 shat (y? —y*)*|, 
(8.2.18) 
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式 中 “>” 表示 对 7 求 导数 | 
由 式 (8.2.18) 取 变 分 , 可 以 得 到 经 典 运动 方程 . 首先 对 a 取 变 分 , 得 到 a- 方 
各 


6sap2 — (1 + 6e)ayp’ — as(y2 一 v2)2 — 12eapp — beady”? —Geapp=0. (8.2.19) 
然后 再 对 p 变 分 得 到 y- 方程 
1 
6sa2op 一 本 AQ (y? — v?)y — Geaay + 2aap +a25 = 0. (8.2.20) 


经 过 适当 变换 后 , 可 把 式 (6.2.19) 和 (6.2.20) 改写 为 


a202 + 2aayy + a? py 一 ay —v*)=0, (8.2.21) 
6sa2p2 — a202 — beat? 一 ea! (22 — v*) G a a = 0. (8.2.22) 
在 希 格 斯 场 的 真空 附近 , p 一 v, p 一 vo? 一 0, 经 典 的 a- 方程 和 p- 方程 分 
别 为 
ap? + 2aayy + a*p¢ = 0, (8.2.23) 
6sa2op2 一 a202 — 6eaiip? = 0. (8.2.24) 
由 式 (8.2.23) 可 得 
人 
q (0 Pe) = 0 
或 守恒 量 
a* pp =q, (8.2.25) 
AF g 为 一 不 随时 间 7 而 改变 的 守恒 荷 . 
由 式 (8.2.24) 可 得 
2 
-ä +a — Sait = (8.2.26) 
定义 函数 为 
f(a) = a? = ; 


这 样 可 以 用 f(a) 对 a 的 一 阶 导数 来 取代 a(r) 对 r 的 二 阶 导数 , 把 二 阶 常 微分 方 
程 (8.2.26) 简化 为 f(a) 对 a 的 一 阶 常 微 分 方程 


df _ q 


daz g= 3ca3vd’ (8.2.27) 
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其 解 为 


f(a) =a? 十 + A, (8.2.28) 


式 中 4 为 积分 常数 . 

f(a) 作为 虫 洞 解 的 依据 是 , 在 标 度 因子 a PRK maxs 和 极 小 值 amin 两 种 
情况 下 , f(a) 均 取 值 -1, 并 且 f(a) 在 amas 与 amin 之 间 光 滑 地 变化 . 

当 f(a) = -1 时 , 可 得 


at +(A+1)a? + aa = 0, (8.2.29) 
其 解 为 
2 中 -4+Dt asi ae | (8.2.30) 
2 6cv4 |` = 
由 于 a > 0, 故 应 要 求 4 < -(14 8), 其 中 5 = et 式 (8.2.30) 可 改写 为 
2 
a? = 5 [ + Al +4/(1+ A)? - Pe l (8.2.31) 
4 1+ Al >ô hf, 
Omax = ¥|1+ Al, (8.2.32) 
E 1 q? 1/2 
Qnin 一 Fest | 。 (8.2.33) 


由 于 希 格 斯 场 的 真空 期 待 值 v 很 大 , 所 以 amin 很 小 , 即 amax > amin, 这 正 是 
一 个 虫 洞 的 几何 , 它 描 述 一 个 喉 直 径 为 amin 的 虫 洞 把 二 个 标 度 因子 为 amax 的 母 宇 
宙 或 标 度 因子 为 amax 的 同一 母 宇宙 的 两 部 分 连结 起 来 . 

由 式 (8.2.33) 可 知 , 仅 当 守恒 荷 g 不 为 零 时 才 可 能 存在 虫 洞 解 , 而 守恒 荷 的 大 
小 则 决定 于 标 度 因子 和 和 希 格 斯 场 在 真空 附近 的 性 态 . 

如 果 要 求 amin 不 小 于 普 朗 克 长 度 p, HA (8.2.33) 应 要 求 


1 q? 1/2 
一 一 一 一 -一 >l 
Ges =) ~ 


§2 
- (145) <A<-—-(1+9). 


i 
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自 洽 性 要 求 
qvVe > 10 ’ 
这 个 条 件 是 可 以 被 满足 的 . 


下 面 采 用 Vilenkin 的 边界 条 件 , 解 W-D 方程 , 从 而 求 出 隧道 效应 波 函 数 . 
现在 , 小 超 空间 的 坐标 为 a y, 它们 的 取 值 范围 分 别 为 


O<a<oo, —œ <9 <00. 


a = 0, 有 限 是 非 奇 蜡 边界 . 其 他 的 超 空 间 边 界 是 奇异 边界 . 根据 式 (8.2.5), 


求 出 与 位 形变 量 a, p 相对 应 的 正则 动量 
= = = —6eap 一 cayo, 
Py = == = 一 6saap + ay. 


由 五 = &Pa + BP 一 -名 计 算出 哈密 顿 量 , 正则 量子 化 后 , 得 到 宇宙 波 函 数 满足 的 
W-D 方程 


1 ee a a 
(6e + l)a2y? [12e ða? 2° 3g Gade 


一 3ea*y? + saat (y? 一 25 W(a,p) = 0. (8.2.34) 


要 求 在 a = 0 处 , 波 函 数 有 界 , 但 方程 (8.2.34) 等 号 左 端 a m- a > - 两 项 前 


的 系数 在 a = 0 处 均 发 散 , 只 有 当 波 函数 Play) 在 a p, Bp 
org) = 0 情况 下 , 才 可 以 略 去 式 (8.2.34) 中 的 上 述 两 项 , 而 把 方程 写 为 


a=0 


1 6? W(a,y) 1 这 
Tee? a? (1 + 62) x sea" y? 一 gray? — v?) j W(a,p)=0. (8.2.35) 


用 WKB 法 对 式 (8.2.35) 近似 求解 . 
令 (a, p) ~ expliS(a, y)}, 4 a? > 
典 允 许 区 . 


24ey 


Xe 时 , 存在 振荡 形式 的 解 , 对 应 经 


48VI Tce2p [aal -o 下 
y sg et E 
(a, p) = A(y) exp fa Ne wp | Zep 1 3 
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由 于 在 超 空间 的 奇异 边界 上 只 人 允许 存在 外 行 波 , 所 以 上 式 应 取 “-” 号 . 


- 48/1 + Geer? [Aap — v?)? de 


24e? 


2 2 
“4a <Q E 


时 , 存在 指数 形式 的 解 , 对 应 经 典 禁区 ， 


(8.2.37) 


2 4 /TT LIEL a2(2 — y2)2 3/2 
W(a,y~) = Alp) exp See (1 eS *) | 


Etle g) 


为 了 使 a 一 0 时 ， 一 0, 必须 适当 选择 A(y). > 


48s2p4VI 二 6e 
dW 


最 后 , 可 把 诱导 引力 中 的 隧道 波 函 数 表示 成 


48e? VI F Ge da? (y? — v?)?\9/? 
A Set |i (1 


(8.2.38) 


($e < ga). (8.2.39) 


48e2,/1 + =) p{ 7 48? V1 +6€ 4 


(a, p) = exp (Se ex My? y2)2 


Nate? — 47\2 3/2 
x | 1] } 


24Ecw 
24eEp 
($e af > Wy =) (8.2.40) 
当 a 很 小 时 , 式 (8.2.39) 可 近似 地 写 为 
Ë (a, p) = exp(—2eV1 + 6ep?a?). (8.2.41) 
所 得 到 的 解 显然 是 非 奇 异 的 . 


8.3 Hosoya 量子 化 


Hosoya 在 爱 因 斯 坦 理 论 中 对 宇宙 场 进行 三 次 量子 化 , 证 明了 字 宙 存在 多 重 产 
生 的 必然 性 ; 宇宙 从 “无 ”到 “有 ”产生 的 几率 分 布 为 普 朗 克 分 布 . 朱 建 阳 采 用 诱导 
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引力 理论 , 用 类 似 方 法 对 宇宙 场 进行 三 次 量子 化 . 结果 表明 , 在 没有 其 他 物质 场 存 
在 的 情况 下 , 在 希 格 斯 真空 处 宇宙 仍然 可 以 从 “无 ”到 “有 ”经 过 量子 隧道 过 程 而 


创 生 , 创 生 的 几率 分 布 仍然 遵守 普 朗 克 分 布 . 
由 8.2 节 可 知 , 诱导 引力 的 作用 量 为 


I = 2x7 J dn seta? 一 3ca2p2 — Geaayy + Ta 
l, 4 2 ,2\2 
g gaa (p u ) | 
拉 氏 量 为 
L = 3ca* p? — 3e02g? — Geaapy + sang? 一 saa (g? — v*)?, 
为 了 消除 拉 氏 量 Z 中 的 交叉 项 ap, 引入 新 变量 


T=ayp, Y=Y, 


则 拉 氏 量 可 重新 写 为 
L = Bek? ~ 3247 4 +t = 六 一 Sth 一 vy 
与 位 形变 量 r, y 相对 应 的 正则 动量 为 
P, = z = —6ez, 
OL 2 


哈密 顿 量 形 式 为 


H=iP.+yb - L = 
es 
12e 


引入 正则 量子 化 


2(6c 十 1) 22 ¥ 


pe 


o 
Ox’ Oy’ 
但 在 由 c 数 变 为 gq 数 时 , 会 出 现 排列 上 的 不 确定 性 . 例如 


P, ~ ~i 


(—6ex)? = (—6ex)(—6ex) = P? 


1 
= —(—6er)e? T 
= 1 6ex)x? (—6ex) 


1 2 1, x 
p24. —_—_2 pp _ 3642 4 paw — y*)?, 


(8.3.1) 


(8.3.2) 


(8.3.3) 


(8.3.4) 


(8.3.5) 


(8.3.6) 


(8.3.7) 


8.3 Hosoya 量子 化 : S87 - 


1 
= phat Ps (p= 0,1, 2,---), 


故 一 般 有 
1 ð ð 
” ee Pi — 二 nar 
P? = apt Be (« 2) ， pi =0,1,2,---, 
ae ( 2) 
一 一 — r 2 =... m e 
Io yP2 Oy y?” Oy 1 P2 Ul; , ’ (8.3.8) 


式 中 p,p 均 表 示 算 符 次 序 因子 的 模糊 度 . 所 以 在 一 般 情况 下 , W-D 方程 为 


21 0/5, 9 6s j 1 0 , oa 
tf —— | rc?! — } - — — | y” 
xPi OF Ox 6e + 1? yP2 Oy Oy 


一 (6s)2z4 + sre (2 - vy V(x, y) = 0. (8.3.9) 


作 变 量 代 换 
œa=lnz, B= 1ny. (8.3.10) 


由 于 
8 da8 18 8 æð 14 


ôr Ora da’ dy yə y OB’ 
0? 1 0 1 @ 3? 1 ð 1 ð 


Aa? 20a 22 0a2’ bp yt ob yop?’ (8.3.11) 
则 W-D 方程 变 为 
(te-la t -D 
ða? da 6e+1| 06? ap 
— (6c)?e4* + seo- (e? 一 vy} W(a, 8) = 0. (8.3.12) 


当 希 格 斯 场 p 的 取 值 接近 真空 期 待 值 时 , 即 y= y = e? — v 时 , W-D 方程 可 近似 
写 为 


2 
Z- 一 P e a U (a) V(a, 8) =0, (8.3.13) 
其 中 te. 
= 6e +1’ U(a) = (6e) 。 Pi 


这 里 已 对 算 符 次序 因 子 的 模糊 度 做 了 最 简单 的 选择 B® pı = po = 1. 方程 (8.3.13) 
是 一 个 双 曲 型 二 阶 偏 微分 方程 , 如 将 其 中 的 变量 a = Inc 和 6 = mny 分 别 看 作 是 
小 超 空 间 的 时 间 变 量 和 空间 变量 , 则 显然 不 可 能 由 这 个 方程 构造 一 种 其 时 间 分 量 为 
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正定 的 守恒 几率 流 . 为 了 克服 宇宙 波 函 数 Ya, 8) 的 这 种 几率 解释 困难 , 下 面 将 作 
进一步 的 量子 化 处 理 . 

按照 正则 量子 化 的 标准 程序 , 我 们 重新 将 宇宙 波 函数 (a, p) 看 作 是 小 超 空 间 
中 的 字 宙 场 . 为 了 简单 , 假定 到 是 一 种 中 性 标量 场 , 因而 在 诱导 引力 理论 框架 下 的 
宇宙 场 方程 形式 上 与 式 (8.3.13) 相同 , 即 


2 2 
THa A) : pave! ~ U(a) # (a, 8) = 0. (8.3.14) 


由 场 方程 (8.3.14), 构造 如 下 形式 的 作用 量 : 


2 2 
f= [aoas.e" = 5 | soap (3) -p° (25) + U(a) a (8.3.15) 


其 中 拉 氏 量 为 


1 67pN 1| (OW? aPN’ 
L'= L (x, aa <z (5) - p’ (3) ruo], (8.3.16) 
则 由 哈密 顿 原理 
61’ = 0， (8.3.17) 
可 导 得 


a or $0 oL č ƏL 

da Oda) 2B OOTI Ov 

将 拉 氏 量 (8.3.16) RAR (8.3.18), 显然 可 使 场 方程 (8.3.14) 重 现 . 这 样 , 就 可 以 由 

这 特定 的 拉 氏 量 Z 来 确定 对 应 于 场 Vo, 8) 的 正则 动量 . 因为 a 被 当 作 是 时 间 
变量 , 则 由 定义 , Via, 8) 的 正则 动量 为 

Of! _ OW(a, fp) 

aO tð ða 


(8.3.18) 


Py = (8.3.19) 


将 宇宙 场 的 动力 学 变量 A Py = 换 成 希 尔 伯 特 空间 的 厄 密 算 符 , 它们 
满足 如 下 形式 的 对 易 关 系 (等 时 对 易 子 ): 


a (0,6) = ~i6(6 — p’), 


[eree wan 7 
ða ` ða i 
[W(a, 8), ya, ß')] = 0. (8.3.20) 


由 此 则 可 将 作用 量 (8.3.15) 所 描述 的 系统 正则 量子 化 . 
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下 面 转 向 对 场 方程 (8.3.14) 作 初 步 的 讨论 . 由 于 场 方程 (8.3.14) 中 的 势 项 只 与 
时 间 变 量 a 有 关 , 故 有 如 下 形式 的 特 解 ( 正 频 模 解 ): 


Up(a, 3) = N exp (w£) Z(a), (8.3.21) 
AF Z(a) 满足 方程 
sa + [p? — (6ee**)?|Z(a) = 0. (8.3.22) 
RAS 
上 = 3ce2a， 
则 方程 (8.3.22) 转化 为 
2 
ee + ae — (€? + v?)Z(€) = 0. (8.3.23) 


此 为 虚 宗 量 贝 塞 尔 方程 , 其 中 v = ih 方程 (8.3.23) 的 两 个 线性 无 关 解 是 第 一 类 
和 第 二 类 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 , 即 


mj” +! 
I(E) =i” J (Gi), K€) = ~ HP GE), (8.3.24) 


式 中 J, 为 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 . HP 为 第 一 类 汉 克 尔 函数 . 
显然 用 变数 p 标记 的 特 解 (8.3.21) 构成 宇宙 场 方程 (8.3.14) 的 正 频 模 解 集 
lula, 6)}, 其 中 模 函 数 必须 满足 如 下 形式 的 正 交 归 一 条 件 : 


(pa, P) uala B) = ~i | ap [unla B) ula A) = g(a B) Erula B)| = Bp 
(8.3.25) 
因而 可 将 宇宙 场 Yla, 8) 按 {ula B)} 展开 为 


P (a, p) = $ _[cpupla, 8) + cf uz (a, P). (8.3.26) 


p 


BRE MTA cp 和 产生 算 符 c+ 描述 的 字 宙 Fock X. 算 符 
cp. ct BATERI, 其 对 易 关 系 可 由 y, Py 的 等 时 对 易 子 式 (8.3.20) 导出 为 


[cy, oy) = 0pp'， [cr， Cp’) = [cz ? cy] = 0. (8.3.27) 
若 定义 基态 |0)(“nothing” Æ) 


cl0) =0, YpER, (8.3.28) 


- 390 - 第 8 章 ”诱导 引力 和 宇宙 模型 


则 宇宙 Fock 空间 的 一 般 占 有 态 可 表示 为 
{ct of, .|0)}. (8.3.29) 


由 于 非 静态 度 规 (8.2.1) 使 得 宇宙 场 方 程 (8.3.14) 中 的 势 项 显 含 时 间 , 因而 , 可 
定义 与 过 去 某 一 初 态 相 对 应 的 in 场 和 与 未 来 某 一 末 态 相对 应 的 out 场 , 而 in WA 
out 场 的 “ 失 配 ”将 导致 宇宙 的 创 生 , 其 创 生 宇宙 的 分 布 规律 可 通过 计算 in 场 、out 
场 之 间 的 Bogolubov 变换 而 得 到 . 

注意 到 当 a 一 -oo (BE > 0) 时 , 势 项 V(a) 渐 近 为 零 , 因而 满足 方程 (8.3.14) 
的 渐 近 平 直 的 正 频 模 函 数 应 该 为 


=: oa 
Upy(a, 8) 一 exp G 一 pla (8.3.30) 
首先 考虑 当 v= +i 时 , 因为 


eilple = e 一 2va = Caa Ba PF Ew (v= — nfl), 


而 
LO= LA ~m E (5 £ — o0 Rt), 
故 in 场 正 频 模 函数 应 取 为 


ub (a, 3) = N; exp (w£) Tr (€) (= = il). (8.3.31) 
至 于 out 场 的 正 频 模 函数 ， 显然 应 该 作 如 下 的 选择 : 
ww (a, B) = Na exp (ip 2) K? (£) = = +i) i (8.3.32) 
这 是 因为 当 a 一 +00 时 , A (8.3.32) 的 渐 近 形式 为 
uot (œ, B) 一 exp (x£) exp(—a — 3ee?%), (8.3.33) 


因而 , 它 不 但 是 动量 算 符 pa = i 具有 负 本 征 值 的 本 征 态 , 而 且 , 由 于 


OL 
Da ae —6ee**a, (8.3.34) 


使 得 这 种 模式 在 经 典 上 对 应 于 膨胀 宇宙 . 
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式 (8.3.31) 和 (8.3.32) 中 的 Ni 和 No 是 归 一 化 常数 . 利用 关系 式 


J*(z) = .JJ _v( 一 z) = e J,(z), 
ev J, (z) 一 J-v(z) 


Nh 
i or J—v(2) ez) a (z) (8.3.35) 
JP) = (2) - J-e) EJ) = — 75 
(v, z 均 为 复数 ) 
及 归 一 化 条 件 (8.3.25) 则 可 求 得 
Ny = (Z)? o2 exp(—tpler/2)|sinh |p| /2)]-¥?, 
Nz = (二 p-L/2[cosh(lplr/2)]-172. (8.3.36) 


作 类 似 的 分 析 可 以 得 到 , 当 取 二 -天 时 , 对 应 于 in 场 和 out 场 的 正 频 模 分 
别 为 


uit’ (a, B) = N! exp ip” I, (£), 
eae i al ( 3 o (v= = i21), (8.3.37) 


THA, ui? (a, 6) 和 uew* (a, 8) 也 应 满足 归 一 化 条 件 (8.3.25). 然而 , 因为 
(wr in) = SN’?6pap exp(~|pln)sinh(|pln/2), 


(wont ,aout ) = —4N’35pqcosh(|p|x/2), (8.3.38) 
由 此 可 见 , 虽然 ui (a, 8) 能 归 一 , 但 无 论 如 何 选择 常数 N'。 都 不 能 使 vewt (a, p) 
归 一 . 所 以 , 由 于 归 一 化 条 件 的 限制 , 必须 合 去 v= -i 加 ,而 只 取 v= lB 
现在 , 可 将 满足 式 (8.3.14) 的 宇宙 场 (a, 8) SpE in 模 和 out 模 展开 为 
P(o, B) = y [cinuin(as 6) + itun (a, A), (8.3.39) 
p 


P (a, B) = 》 [etu (a, 8) + etun (a, B), (8.3.40) 
p 
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AP lt ltt Al cont, contt 分 别 为 对 应 于 in HA out 场 的 淹没 算 符 和 产生 算 符 , 它 
们 满足 式 (8.3. 27) 的 对 易 关系 而 in 真空 |0, in) 和 out 真空 |0, out) 则 分 别 由 下 
式 定 义 : 


cin|0,in) =0， YpER, (8.3.41) 
coutl0,out) = 0, Vpe R. (8.3.42) 
in 场 与 out 场 之 间 的 Bogolubov 变换 由 下 式 定 义 : 
upt (æ, B) = 》 [c1 (p, qui" (a, B) + c2(p, q)ui* (a, B). (8.3.43) 
q 


作 内 积 (uo** (a, B), uit (a, B)) 和 (u2 (a, B), u?" (a, B)) 可 求 得 Bogolubov 变换 系数 
为 


1/2 
cı(p,q) = —i (a) 0pa， (8.3.44) 
1/2 
c2(p,q) =i (ai) 9p1—qo: (8.3.45) 
显然 式 (8.3.44) 和 (8.3.45) 满足 
(up™ (a, B), up™ (a, B)) = 2 (p, 9)| — le2(p, 9)F) = 1. (8.3.46) 


自 式 (8.3.39), (8.3.40) 和 (8.3.43), 还 可 得 到 {cort, covt+} 与 {cin cmt} 之 间 的 


变换 关系 为 


qa pp (or Ue A” = ars mB), (8.3.47) 


1 , 
aii — a0 Bee (ctu oA chup B*) 
式 中 

A= Del quir(a, B), B= 2 lp: q)uir(a, B). 


于 是 , 对 应 于 第 p 模式 HM “nothing” (Bf in n 中 创 生 的 平均 数目 为 


: u u ， 1 
Np = (0, in|lco™ co™|0, in) = ap (8.3.48) 


如 将 式 (8.3.48) 改写 成 ) 

a exp(e/kpT) — 1’ 
AY e = clp|,T = c/2akg,kp X Boltzmann 常量 . 很 显然 , 这 是 一 种 普 朗 克 分 布 ， 
表明 创 生 宇 宙 遵 从 温度 正比 于 c 的 普 朗 克 分 布 规律 . 


(8.3.49) 
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下 面 探讨 模式 的 标记 p 的 意义 . 希 格 斯 场 的 真空 处 , 体系 的 哈密 顿 量 用 变量 
a =In(ay) Ñ 8 = ny 可 以 表示 为 


1 24 1 
一 To 十 eer eae — $ee?" (8.3.50) 

AF Pa, Pa 为 与 变量 a, 6 相对 应 的 正则 动量 
Pa = —6ce?%à, Pg = (6e 二 1)eze0. (8.3.51) 


注意 到 动量 算 符 Ps = -i AEH ,/ 2 = tp. 因而 p 与 y 场 的 经 典 能 量 


2 2 
Pp p 
~ Ieee — 12ea7p? Cae) 


有 关 . 由 此 可 见 , 创 生字 宙 的 分 布 规律 (8.3.48) 实际 上 是 代表 以 p 为 标记 的 具有 一 
定 能 量 密度 的 那些 宇宙 的 平均 数目 . 

显然 , 本 节 得 到 的 创 生 宇宙 , 即 在 无 任何 其 他 物质 存在 时 , 在 希 格 斯 场 的 真空 
处 宇宙 仍然 可 以 通过 量子 隧道 效应 从 “无 ”到 “有 ”地 创 生 , 这 在 真空 经 典 爱 因 斯 
坦 引力 理论 中 是 得 不 到 的 . 这 表明 , 在 引力 的 量子 效应 不 能 忽略 的 区 域 , 诱导 引力 
理论 和 爱 因 斯 坦 引 力 理论 有 显著 的 区 别 . 


8.4 o 模型 的 宇宙 波 函 数 


本 节 讨 论 诱导 引力 理论 中 具有 标量 - 旋 量 相互 作用 的 o 模型 的 宇宙 波 函 数 . 
诱导 引力 理论 的 拉 格 明日 具有 形式 


L= —5e@R 一 gudBnd — V(¢). (8.4.1) 

oe Gina = (80e¢?)-', HE bo 处 有 稳定 极 小 值 ， MBEE 

Gina (ġo) = | 
R-W ARABS 

ds* = dt? — tae? +7r7d6? + r? sin? Ody”). (8.4.2) 


(1+ 7") 


我 们 考虑 闭 宇宙 , k = 1. 
o 模型 的 拉 格 朗 日 具有 形式 


1 es i 4. TE oe = z5 
Ln = 39O 0G + T — 244 + SOVY — (Vary — bby, (8.43) 
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AF 4 为 标量 场 , y 为 旋 量 场 , 和 ~ 92 < 1, mm 为 标量 场 的 质量 , H ó = $(t),w = 
V(t), Y = pifo fo 为 平 空 间 Dirac ERE, yt 为 MSS RB, r+ 为 弯曲 空间 Dirac 


RE, Vy = Oy + Lys Op 为 普通 微分 , T= Frey. 
我 们 知道 平 直 空间 Dirac 和 矩阵 满足 关系 : 
Rif; + FF = Ing, 
式 中 
Nij = diag(1, 一 1, —1, —1). 
AP r AF, 分 别 具 有 形式 


f 0 0 Oj 
fo = HS ‘ FES. 
i (a a a : i 


这 里 了 为 2 x 2 EMER, o; 为 Pauli 矩阵 . 


(01 „(° -i 
a Bee ee ee ate 
而 弯曲 空间 Dirac 矩阵 满足 关系 


pee” +p’? = 2g. 


我 们 有 i 
1+ =r? 
r° — To; r! Te = ri, 
2 1 2 
1+-r 1+-r 
r? = < f2, EST 4 f3. 
a(t)r a(t)r sin 6 
- a(t) _ 
To = To; ri = © Ti; 
1+ =r? 
a(t)r _ a(t)r sin 6 _ 
tee 本 如 
ai rii 中 rid 


因此 , 经 过 计算 , 可 以 得 到 


(8.4.4) 


(8.4.5) 


(8.4.6) 


(8.4.7) 


(8.4.8) 
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1 2 
1 上. : 6 l— -r 
I= 5 nl ak T sin 07173 — cos OF 973 | . (8.4.9) 
i+ ra 1+ ri 


从 而 有 
~ 1g gy2 Ép Aga 
i 二 m ptr Tiy 
1 2 二 
+> (1 if T) cot ofzopay| — gigy. (8.4.10) 


引入 共 形 时 间 n, 使 dt = iadn, 由 式 (8.4.10) 可 以 得 到 欧 氏 作用 量子 


= f dn[—6edad'a! — 3ea’"¢? — 3e¢2a? + 4d2a4 

+ 5029? — aV (o) + (bi — yt ne 

+ ikoytřofi ypa? + a2 + mat? — Lad — 2ghdwa4], (8.4.11) 
这 里 已 引入 宇宙 常数 A 并 舍 去 了 常数 及 表面 项 ，“” 7 RF, ko NER. 

$ a=aġ,x =lnġ, WA 
I= 5 [an] - al” + Rax? — a? + fate? 

E Zat gO = (vty - wh pare 
+ trom wa’ e 8X 十 awe xg" 

1 2 a ax g2 A 4-4 74 
+m ae Xo* — “are Xd 


_ 2 ate Xadi 
z2 e ‘ode, (8.4.12) 


式 中 
1 + 6e 
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W-D 方程 具有 形式 
0 二 过 ii, aie. ly 3e 0 
Fe ~ Bak Fea Ot gee — seer -ex aga 
1 ay? 入 ey 2 _ -~ 
+ zm ate 4x 42 = aoe 4x44 = zoe X gipo 
n i 
+ zv iorryare- | V(a, xp, $) = 0. (8.4.13) 


严格 求解 方程 (8.4.13) 非常 困难 , 但 可 用 WKB 方法 来 近似 求解 , 为 此 需 设 x,4 
初始 时 变化 足够 缓慢 , By >1,¢6>1,4 


-4x 1 P EPE EE 
EE, ee _ miso 和 74 4 4 
A=a (a- ivo Ee - 344 — ogy) at, 
B= tage pate 
3e i 
A+Bi= R(ayei®(®), 
其 中 
—4x 1 Bs Nee. Doe i 
7 PN C _+ M 72 A 人 74_2 2| 4 
F(a) = [1- > (A- Lv) + Ee- A- ) | a 
PATEE EN. 
+ SÈ lorpe) a, 
9e 
一 如 ioPayeraxe 
= - .4.14 
pene) _e* (4-2 pay (pee vow a2 e 
3 E A E 2e er 
从 而 | 
a e~ 4 9(@) x i 
V(a, x, p, p) ~ N- exp =/ y R(a)e? da] (8.4.15) 
R(a) 0 


为 便于 讨论 , 我 们 给 出 式 (8.4.15) 4 a 一 0 (足够 小 ) 时 和 a 一 00 (足够 大 ) 时 的 渐 
近 解 . 当 a 一 0 时 : 
2 ~ ~ —~ 
(1) # xo (4 = =V(x) — g = Ag a = gb) a? <1, 则 式 (8.4.14) 可 
简化 为 
Ral)~o2，6(a)~ 3. ¥ Fore x -@=C,-aQ, (8.4.16) 
式 中 


ko te = 一 3 
C1 = —wy Tor we x. 
i 3E aii 
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这 里 由 式 (8.4.15) 可 得 


a a a 
E eit yt foye 3 T. f (8.4.17) 


v(a, Xs p, $) iagi N 


而 当 a — 0 时 , 通常 的 诱 生 引力 理论 解 为 -人 因此 考虑 旋 量 场 后 , 宇宙 波 函 


数 将 移动 一 个 相 因 子 ee。, 由 于 这 里 a AUK, 可 以 看 出 旋 量 场 的 贡献 是 很 显 
著 的 , 当 旋 量 场 不 存在 时 , 这 个 修正 自然 消失 . 由 于 可 观测 量 为 y|, 因此 附加 的 因 
子 并 不 影响 “测量 ”结果 . 
1. 1 m? ~ 入 ~ A ga 
(2) € je 4x (4 = =V(X) 十 ras 一 TA 一 ovoy ) a? > 1, 则 式 (8.4.14) 可 
简化 为 


tan O(a) ~ Z, R(a) ~ ca. (8.4.18) 
从 而 
1 
这 时 
Plax p, o) ~ z eté Voiaos. (8.4.19) 
Veco 


显 见 此 时 宇宙 波 函 数 与 不 存在 旋 量 场 时 相 比 , 有 较为 显著 的 变化 . 
当 a 一 co ( 即 a 足够 大 ) 时 : 


2 
(1) # se (4 = ~V(x) 十 -e = Agi = Zoid) a? > 1, 则 式 (8.4.14) 可 
简化 为 


—4x 
R(a) ~ = 


1 m? 72 入 74 2 TI 4 4 
(4a-ivoo + E3 SP - 29060) a w Boa. (8.4.20) 
Cj 
om 1 1 2 入 2 
二 一 4 _+ m7 Ava 4 74 
p= Ze (4- ivo) + SH - Àg- Bopo) . 


这 时 波 函 数 为 


Plax 0,6) ~N 7 ot BE tite?” | (8.4.21) 


Q 


由 此 可 看 出 旋 量 场 对 波 函数 的 贡献 有 两 部 分 ， 一 部 分 是 场 相互 作 用 部 分 ut du, 
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其 对 波 函 数 的 影响 和 通常 标量 场 一 样 , 一 部 分 是 场 相互 作用 部 分 =gytgy, 另 一 部 


分 是 类 似 于 式 (8.4.17) 中 相 移 因 子 的 贡献 , 此 贡献 是 旋 量 场所 特有 的 , 但 由 于 这 时 
a WAU, 旋 量 场 的 影响 已 减少 . 


2 -~ 1 m2-, 入 2 
E =9V4p > A-=V(x) + P - 5-94, M 


Plax p,e) ~ N- 1 Po? tit (8.4.22) 
Wat 


2 -- 1 .m2 z 入 -~ 
若 -90% < A——V(x) + —¢ rs dE 则 


V(a, x p,p) ~ N l 1 a Ghat tit Te， (8.4.23) 
Te 
由 此 我 们 可 以 看 出 , 旋 量 部 分 在 宇宙 “ 创 生 ” 初 期 影响 很 显著 , 而 随 着 宇宙 的 脱 
Rk, 族 量 的 影响 越 来 越 小 , OEE HORE (Cody < A- EVO) + m ge- 
x6) 后 , 旋 量 场 行为 和 通常 标量 场 一 样 


(2) 若 sex (4 一 -VO + me 一 Ag 一 :9869 a? <1, WA (8.4.14) 可 
简化 为 


R(a) ~ cia?, tan O(a) ~ cya. (8.4.24) 
此 时 波 函 数 为 
W(a, x, Y, $) ~ N=—ets vi at (8.4.25) 
E 


最 终 o 将 落 入 po,V (8) 取 稳定 最 小 值 . 此 时 由 于 9 为 常数 , 所 以 诱导 引力 的 
宇宙 波 函 数 回 到 哈 特 -霍金 理论 的 对 应 情况 . 
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Ashtekar 等 (2006) 在 圈 量 子 宇宙 学 中 引入 了 一 个 改进 的 哈密 顿 约 束 算 符 , 然 
后 采用 解析 和 数值 方法 研究 了 具有 无 质量 标量 场 的 平 直 各 千 同性 宇宙 模型 的 量子 
动力 学 , 发 现 标 量 场 依然 可 视 为 自然 时 , 大 爆炸 被 量子 反弹 取代 , 量子 演化 仍然 跨 
越 深 普 朗 克 区 . 在 通常 的 圈 量 子 字 宙 学 中 采用 的 哈密 顿 约束 , 即使 在 低 物 质 密度 区 
量子 反弹 也 会 发 生 . 采用 改进 后 的 哈密 顿 约束 算 符 , 则 发 现 量子 反弹 只 会 在 物质 密 
度 为 普 朗 克 密 度 时 才 发 生 . 因此 , 新 的 量子 动力 学 保留 了 图 量子 宇宙 学 中 现 有 宇宙 
演化 的 主要 特征 , 又 消除 了 它们 的 瑕 疫 . 


近年 来 , 人 们 在 图 量子 宇宙 学 的 背景 中 对 空间 平 直 、 各 向 同性 的 宇宙 模型 进行 
了 广泛 的 研究 . 通过 引入 一 个 概念 性 框架 和 一 些 数值 和 解析 运算 构建 量子 理论 中 的 
“物理 区 ”(physical sector). 这 些 方法 使 我 们 能 够 系统 地 探索 引力 区 和 物质 区 的 量 
子 几 何 效应 , 从 而 不 断 拓展 人 们 在 轿 量 子 宇宙 学 中 的 研究 成 果 . 


如 果 模 型 中 的 唯一 物质 源 为 一 无 质量 标量 场 , 那么 每 一 个 经 典 解 都 含有 一 个 奇 
点 , 这 与 Wheeler-De Witt 理论 一 致 . 因此 , 为 了 揭示 圈 量 子 宇宙 学 下 几何 量子 本 质 
所 显示 的 效应 , 人 们 对 这 一 模型 做 了 详细 的 研究 . 分 析 表 明 : O 标量 场 的 作用 为 一 
内 在 的 时 钟 , 因而 它 体 现 了 “自然 时 ”的 思想 ; @ 物理 的 希 尔 伯 特 空间 、Dirac 可 观 
测量 和 半 经 典 态 能 够 严格 地 建立 ; @) 通过 对 哈密 顿 约束 的 数值 求解 , 发 现 晚期 半 经 
典 态 的 反 向 演化 中 , 大 爆炸 会 被 量子 反弹 取代 . 同时 , 宇宙 的 量子 演化 一 定 会 跨越 
深 普 朗 克 区 . 


这 些 结论 是 非常 诱 人 的 , 它 越 来 越 使 人 们 相信 和 圈 量 子 引 力 的 量子 几何 效应 为 许 
多 长 期 存在 的 问题 提供 了 一 把 钥匙 ,对 理论 中 的 物理 区 的 掌控 和 数值 方法 的 可 行 
性 也 使 人 们 能 够 更 详细 地 分 析 量 子 反 弹 时 的 物理 过 程 . 这些 详细 的 研究 丰富 了 人 
们 对 半 经 典 区 和 深 普 朗 克 区 的 理解 . 但 同时 也 显示 出 该 理论 框架 存在 严重 的 局 限 
性 : 物质 密度 的 临界 值 (发 生 量子 反弹 时 的 物质 密度 )ocrit 随 着 标量 场 的 动量 py 的 
增加 会 变 得 任意 小 . 现在 , 量 值 大 的 ps 是 允许 的 , 尤其 是 晚期 的 半 经 典 方案 . 由 于 
量子 效应 不 可 能 对 低 密度 半 经 典 近似 做 很 大 的 修正 , 所 以 这 一 局 限 性 是 该 理论 一 个 
严重 的 缺陷 . 然而 , 由 于 为 得 到 有 效 方程 而 采用 的 近似 在 深 普 朗 克 区 不 再 成 立 人 
们 很 少 认为 这 是 由 图 量子 宇宙 学 中 量子 方程 引起 的 结果 , 而 是 把 它 视 为 由 近似 方法 
而 引起 的 一 种 人 为 的 瑕 总 .仔细 分 析 表 明 , 问题 在 于 量子 方程 本 身 . 因此 , 尽管 由 
图 量子 宇宙 学 中 约束 算 符 预测 的 量子 演化 具有 许多 诱 人 的 特征 , 但 是 它 有 很 大 的 
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一 个 弊病 . 于 是 一 个 很 关键 的 问题 是 我 们 能 否 以 一 种 微妙 的 方式 改变 哈密 顿 约 柬 
算 符 的 定义 , 使 得 我 们 既 能 克服 这 一 问题 , 又 能 使 演化 中 所 有 诱 人 的 特征 都 能 得 到 
保留 . 

Ashtekar 引入 的 新 的 哈密 顿 约束 算 符 所 采用 的 原理 基本 相同 , 但 是 曲率 算 符 
是 由 更 加 直接 地 应 用 物理 思想 而 构成 的 .最终 的 约束 算 符 的 结构 发 生 了 很 大 的 
变化 , 但 是 通过 适当 的 调整 , 它 的 形式 实际 上 非常 简单 ， 它 的 “Wheeler-De Witt 
(WDW)” 极 限 自 然而 然 地 来 自理 论 中 “ 协 变 因子 排序 ”. 由 新 的 量子 约束 的 解 建立 
物理 的 希 尔 伯 特 空间 Hpny, 在 此 空间 中 引入 一 组 完备 的 Dirac 可 观测 量 , 构建 合适 
的 态 (在 晚期 为 半 经 典 态 , 即 “ 现 在 ”) 和 研究 反 向 演化 . 在 反 向 演化 中 , 大 爆炸 再 
一 次 被 量子 反弹 所 取代 . 不 管 py 的 取 值 和 初始 值 条 件 如 何 , 大 反弹 精确 地 发 生 在 
物质 密度 进入 普 朗 殉 区 之 时 . 


9.1 改进 的 约束 算 符 


这 一 节 分 成 三 部 分 , 前 两 部 分 我 们 引入 一 些 关 键 的 新 元 素 , 第 三 部 分 将 它们 结 
合 起 来 构造 出 新 的 哈密 顿 约束 . 


9.1.1 基本 表述 
首先 介绍 一 下 必要 的 背景 知识 和 表示 法 . 在 处 理 平 直 且 各 和 癌 同 性 模型 的 系统 
哈密 顿 量 时 , 通常 先 引入 一 个 基 元 > 并 将 所 有 的 积分 都 限制 在 这 个 基 元 内 . 固定 一 


个 基准 的 平 直 度 规 gos, 用 V 表示 这 个 几何 中 基 元 v 的 体积 . 联络 4 和 密度 加 
PLES E; 这 两 个 引力 相 空 间 变 量 可 以 写成 


- f 1 ; _2 
AL =cV, *°wy, B= "ue (9.1.1) 


式 中 (Owi, Pe?) 是 一 组 正 交 共 标 架 且 与 ?go。 AA, 可 以 用 于 单位 基 元 v 的 边 . 于 是 
对 称 的 约 化 引力 相 空 间 只 有 二 维 , 点 的 坐标 用 (c,p) 表示 . 有 了 基 元 v, 坐标 (c p) 
对 基准 度 规 的 选择 就 不 敏感 了 , 即 在 "qus > aqa 的 重新 标 度 下 保持 不 变 . 基本 
泊 松 括号 为 

{c, p} = na L 


AH y Æ Barbero-Immirzi AS, 哈密 顿 约束 的 引力 部 分 可 以 写成 


(9.1.2) 


Com = -V° | dPacine BEY FS = VE (9.1.3) 
vy 


式 中 e := y/|det E] . 
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自 Dirac 以 来 , 量子 理论 通常 都 要 构造 一 种 运动 描述 . 希 尔 伯 特 空间 Hiin 是 
沿 实 线 玻 尔 紧 致 化 的 平方 可 积 函 数 空间 L (RBohr, djBohr). 为 了 具体 地 表述 态 , 我 
们 选择 算 符 方 为 对 角形 式 的 表象 . 5 的 本 征 态 用 u 表示 , 它们 满足 正 交 关系 


(H1|H2) 一 Oye: (9.1.4) 


由 于 右边 是 克 罗 尼 克 5 分 布 而 不 是 狄 拉 克 6 分 布 , 所 以 HES” 中 的 典型 态 可 以 表 
示 成 一 个 可 数 和 形式 : |v) = 2 len) 其 中 ct") BRAM, 内 积 由 下 式 给 出 : 


(Wi| Va) = 28 a., (9.1.5) 
基本 算 符 p Fl expid(c/2) 为 
ple) = SR plu), exp |p = |u +à), (9.1.6) 


式 中 入 是 任意 实数 . 由 于 引力 联络 4 沿线 段 Xeeg 的 holonomies hè 为 


h® = cos <1 + 2sin Eny, (9.1.7) 
式 中 工 为 2 x 2 单位 矩阵 , 此 算 符 的 作用 为 
hy? = 5 (| + A) + |a — A))I + (lp +A) — [u A))re. (9.1.8) 


然而 , 正如 在 完整 的 图 量子 引力 中 没有 与 联络 本 身 对 应 的 算 符 一 样 , CAS 
间 HEY 中 也 没有 算 符 6 
为 了 描述 量子 动力 学 , 首先 要 在 希 尔 伯 特 空间 HEY 引入 一 个 能 表示 哈密 顿 约 


R Cerav 且 有 好 定义 的 算 符 . 由 于 没有 对 应 于 c 本身 的 算 符 , 我 们 回 到 完整 圈 量 子 
引力 中 约束 的 积分 表示 


Crav = -° / diveijpe EVE” Fh. (9.1.9) 


为 了 过 渡 到 量子 理论 , 我 们 首先 要 将 这 个 经 典 约束 用 基本 变量 p 和 AY 来 表示 , A 
为 他 们 有 明显 的 量子 意义 . 和 完整 理论 一 样 , 含 标 架 的 项 可 以 写成 
eijke TEM E* 一》 (enp) abc kTr(hN hO- V}ri), (9.1.10) 
k 2nyAGVS 
RP V = lzl3/2 是 由 p 定义 度 规 的 几何 中 基 元 v 的 体积 , holonomies AY) 可 由 沿 
线段 和 res ( 沿 基 元 v 的 第 边 长 度 为 和 的 部 分 ) 计算 得 到 . 注意 到 这 个 性 质 对 于 
任意 和 都 是 对 的 , 即使 当 入 是 p 的 函数 . 我 们 采用 这 种 可 能 性 , 最 后 确定 合适 的 入 . 
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对 于 场 强 Fi,, 我 们 采用 规范 理论 中 的 标准 表述 . 考虑 基 元 的 i-; 平面 上 的 正 
方形 口 ;j, 它 的 边 长 相对 于 基准 度 规 "gob 为 和 Vo“, 从 而 曲率 的 “ab 分 量 ”为 
pO 


aad | 
k .. Dij k, i 
Fb = —2 lim (a )" wW twt, (9.1.11) 


AF 4ro 是 我 们 考虑 的 正方 形 的 面积 , 围绕 正方 形 O; 的 holonomies histo) 就 是 
沿 正方 形 4 条 边 的 对 应 量 的 乘积 


ho), Shao) (ae (9.1.12) 


由 式 (9.1.10) 和 (9.1.11), Cgrav 可 以 写成 


A) 
C = lim C ( 
grav deni grav 


4sen ij Sirisa EES = 
CR, = -BG Dae AA AP) AP) k VY), 
ijk 
4 sgnp Gjeci , 
=sin c| - 一 》 trthy’ {h V}1 sin Ac. (9.1.13) 
3” 3 k k ， 
8nGy> 入 : 


为 了 以 后 的 方便 , 最 后 一 步 我 们 使 用 了 对 称 排序 . 现在 , 约束 已 经 用 具有 明显 量子 
性 质 的 基本 变量 表示 了 , 所 以 我 们 可 以 直接 写 出 量子 算 符 Cers,. 但 是 , 该 算 符 不 存 
在 Arg 一 0 的 极限 . 这 不 是 偶然 的 , 因为 如 果 这 种 极限 存在 , 就 应 该 有 一 个 好 定义 
的 与 曲率 Fi, 对 应 的 局 域 算 符 , 而 我 们 知道 即使 在 完整 图 量子 引力 中 , 当 完 整 算 符 
有 好 定义 时 , 也 不 存在 表示 联络 和 曲率 的 局 域 算 符 . 这 种 特性 与 图 量子 引力 中 黎 曼 
几何 的 量子 性 质 有 关 . 圈 量 子 宇宙 认为 这 种 极限 的 不 存在 提示 我 们 可 能 存在 一 种 
量子 几何 , 它 使 得 面积 算 符 的 本 征 值 是 分 立 的 , 而 且 有 一 个 不 为 零 的 最 小 本 征 值 A, 
即 面积 间隔 . 所 以 , 从 物理 上 考虑 , 量子 几何 告诉 我 们 , 让 Aro 趋向 零 是 不 合适 的 ， 
应 该 考虑 存在 面积 间隔 . 

以 上 我 们 都 是 沿用 标准 图 量子 宇宙 的 推论 , 不 同 之 处 在 于 我 们 将 怎么 应 用 这 些 
思想 . 现在 我 们 认为 : 由 于 面积 量子 化 涉及 物理 几何 , 我 们 应 该 将 圈 O; 收缩 , 直到 
它 包 围 的 面积 用 度 规 qo 计算 为 A 由 于 基 元 的 表面 积 是 |pl, MAO; 的 边 长 是 
基 元 边 长 的 A 倍 , 我 们 可 以 为 和 选择 一 个 具体 的 函数 alp) 


12(p) = A= (2V3n7) 4. (9.1.14) 


五 是 相 空 间 上 的 非 平庸 函数 , 用 现 有 的 圈 量 子 引 力 来 处 理 时 要 求 它 为 常数 uo. 
如 果 我 们 以 基 矢 |y) 表示 量子 约束 , 则 约束 算 符 是 一 个 间距 相等 (为 4u) 的 差分 
算 符 . 在 这 个 基 矢 下 新 的 量子 约束 也 相当 于 一 个 差分 算 符 , 但 差分 算 符 的 间距 大 小 
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取决 于 它 作 用 的 态 |y), 就 是 这 一 微妙 的 区 别 已 经 足以 消除 当前 圈 量 子 宇 宙 中 的 约 
束 算 符 的 主要 弱点 同时 又 保留 我 们 希望 有 的 物理 性 质 . 从 概念 上 讲 , 这 个 新 的 表述 
对 基本 曲率 算 符 有 很 重要 的 影响 . 虽然 在 两 种 处 理 方法 中 , 曲率 算 符 都 是 非 局 域 的 ， 
但 己 有 理论 中 的 非 局 域 算 符 只 取决 于 联络 , 而 新 理论 中 的 非 局 域 算 符 却 同时 取决 于 
联络 和 几何 . 在 经 典 极限 下 , 量子 几何 的 影响 可 以 忽略 , 所 以 取经 典 极限 时 , 两 种 理 
论 中 的 的 曲率 算 符 都 退化 为 曲率 Fs 的 标准 表示 . 

最 后 , 利用 完整 圈 量 子 引力 的 启发 可 以 有 效 地 从 物理 上 区 别 两 种 表述 . 完整 量 
子 引力 中 均匀 各 向 同性 宇宙 的 某 一 邻 域内 , 应 该 能 够 确定 宇 称 规范 , 从 而 使 我 们 能 
够 讨论 三 度 规 (而 不 是 它们 在 微分 同 胚 下 的 等 效 量 ). 考虑 基于 图 的 量子 几何 态 , F 
时 , 为 了 简单 起 见 , 我 们 关注 固定 的 基 元 . 然后 可 以 预测 , 当 标 度 因 子 a 增长 时 , 基 
元 中 图 的 顶点 数 N 将 以 N = Koa? 的 方式 增长 , 其 中 Ko 为 一 常数 . 在 完整 圈 量 
子 引力 的 哈密 顿 约束 中 , 算 符 Fos 可 用 这 些 顶 点 估算 . 一 个 自然 的 过 程 就 是 围绕 每 
个 顶点 引入 一 个 “单元 立方 体 ”. 由 于 基 元 包含 的 立方 体 的 个 数 N 随 a 增长 , 从 而 
在 固定 基准 度 规 下 计算 得 到 的 表面 积 将 以 Arge ~ (1/N)?/3 ~ 1/|p| 的 方式 减少 . a 
对 /的 函数 关系 对 于 讨论 小 超 空间 宇宙 学 是 很 有 用 的 . 固定 边 长 为 po, 也 就 是 让 
它 与 量子 态 无 关 , 即 忽略 伴随 宇宙 膨胀 发 生 的 “新 顶点 的 产生 ”. 


9.1.2 WF expi(jic/2) 


固定 了 和 为 特殊 函数 alp) 后 ， 我 们 将 式 (9.1.13) 中 右边 的 pA 入 代替 ， 
holonomies 和 体积 函数 用 对 应 的 算 符 代替 ， 泊 松 括 号 用 1/ih RUM DPR, 便 
可 以 得 到 量子 约束 的 表示 式 . 但 是 , 完成 这 一 步 必须 首先 定义 cos(jc]2), sin(hc]2)， 
exp i(jic/2) 这 三 个 算 符 . 这 是 一 个 很 微妙 的 工作 , AA: @ RAS c 对 应 的 也 就 没 
有 与 fic 对 应 的 算 符 ; @ a Æp 的 函数 , 所 以 expi(jfic/2) 不 能 写成 “基本 变量 ”p 
和 expi(kc/2) 的 函数 , 其 中 大 是 常数 . 

由 几何 方面 考虑 有 助 于 完成 这 项 工作 . 从 薛 定 请 希 尔 伯 特 空间 LR, dy) 中 的 
态 V(u) 开始 , 对 于 任意 实数 k 我 们 有 


é¥ (u) = Du + k) set Dy), 3 1.15) 

可 以 看 到 , 算 符 F 的 作用 是 将 态 沿 矢 量 场 k- 7, Mise. 现在， 由 矢量 场 二 = 

成 的 微分 同 胚 单 参数 族 对 希 尔 伯 特 空间 HEY etic: 因此 如 果 将 of dk “ae 

理解 为 将 态 沿 矢 量 场 rÈ 拖 电 一 个 单位 仿 射 参数 距离 的 算 符 , 那么 方程 (9.1.15) 
对 希 尔 伯 特 空间 HEY we D(u) 仍然 成 立 . 这 自然 让 我 们 想到 


elt Ü(u) = ede (p). (9.1.16) 
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方程 右边 告诉 我 们 , 在 有 限 微分 同 胚 下 , 通过 沿 矢量 场 € = ae 的 积分 曲线 移动 一 


个 单位 仿 射 参数 距离 可 以 形成 O(n) 的 图 像 . 沿 这 个 矢量 场 的 仿 射 参数 v 为 


2V2 
3V3V3 


虽然 算 符 iad 的 几何 意义 很 简单 , 但 是 v 是 u 的 一 个 相当 复杂 的 函数 , 因此 在 
u 表象 中 这 个 算 符 的 表示 也 很 复杂 


-De 2 a ig 2 1 
et Ü(u) = W(sen(f)|A|?), A= sen(u)|ul? + 元. (9.1.18) 


但 是 它 是 好 定义 的 , AA o(u) 是 u 的 可 逆 函 数 . 而 且 , 对 于 u> 1, 算 符 的 作用 退 
化 成 以 下 形式 : 


v= Ksgn(u)|u|?, K= 


(9.1.17) 


eS Ọ(u) ~ (p+ ji). (9.1.19) 


从 “标准 ”图 量子 引力 分 析 中 我 们 熟悉 到 , Zz 是 由 常数 jo 代替 的 [方程 (9.1.15)]. 然 
而 , 从 严格 表达 式 (9.1.18) 可 以 清楚 的 看 出 , 对 于 很 小 的 p, 这 种 “简单 的 替代 ”是 
不 精确 的 . 

算 符 CAD 的 作用 非常 复杂 , 这 恰好 反应 了 一 个 事实 : 由 p 的 本 征 值 决 定 的 
变量 j 不 能 很 好 地 用 于 矢量 场 <. 现在 我 们 将 基 | 心 PAM |v). 并 将 这 组 基 更 直接 
地 用 于 体积 算 符 V( 与 基 元 v FAR): 


3 
Vise (=) Mel). (9.1.20) 
[由 式 (9.1.17) 可 知 , y 和 v 是 无 量 纲 的 ) 这 些 态 矢 也 构成 HE 中 的 一 组 正 交 基 : 
(uilwz) = Sines. 这 两 组 基 密切 相关 , 因为 Ò Alp 互 为 对 方 的 函数 . 根据 表象 ,我们 
很 容易 使 Pv) = 多 (1). 在 wv 表象 中 , 算 符 iad) 的 表示 很 简单 


ei 学 y(v) = Vv+1). (9.1.21) 


因此 , 接 下 来 我 们 将 采用 v 表象 . 很 多 由 新 约束 得 到 的 表达 式 都 比 已 有 文献 中 的 要 
更 简单 . 但 必须 注意 , 那些 文献 中 在 wp 表象 中 写 出 的 表达 式 , 在 这 里 是 在 v 表象 中 
写 出 的 . 这 个 区 别 是 采用 新 约束 能 消除 以 往 理论 中 的 弱点 的 关键 

注意 到 算 符 eiwe/2) EKER, 可 以 推广 它 的 定义 , 使 得 对 于 任意 常数 k 有 


ek U(v) = V(ut+k). (9.1.22) 


对 于 任意 常数 k, 我 们 都 能 得 到 HES ENS RE E 生成 的 微分 同 胚 单 参数 
WRAY A ERA. 在 经 典 相 空间 中 , 函数 jic/2 生成 一 个 (有限 ) 正则 变换 的 单 参数 族 . 
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这 正好 将 p 或 u 的 空间 提升 到 了 由 矢量 场 vd7ay 生成 的 微分 同 胚 单 参数 族 的 相 
空间 . 算 符 si 等 的 作用 将 这 种 关系 推进 到 了 量子 理论 

评论 : 算 符 AT 的 作用 的 几何 意义 使 得 它 的 定义 很 自然 , 我 们 可 以 发 现 这 里 
采用 的 因子 有 序 化 和 正常 使 用 的 因子 有 序 化 之 间 的 关系 . 可 以 证 明 , 这 里 所 选择 的 
因子 有 序 化 就 是 源 自 普通 量子 力学 

一 维 的 薛 定 谓 量 子 力学 中 , 态 O(c) 一 般 是 LR, de) 上 的 函数 ， 考 虑 一 个 
经 典 相 空间 中 的 函数 f(z)p, 它 产生 的 正则 变换 再 一 次 将 态 空间 (z 轴 ) 提升 到 矢 


量 场 6 = f(a) 产生 的 微分 同 胚 的 相 空 间 ， 我 们 希望 这 个 几何 作用 能 继续 用 于 
量子 理论 . 可 事实 是 不 是 这 样 呢 ? 在 下 面 的 处 理 方法 中 , 我 们 不 必 考 虑 这 些 几 何 作 
用 , 只 要 用 对 称 有 序 化 构造 一 个 自 伴 算 符 : (fp) := (/2) Ge + =f), 它 的 作 


用 Fp) © := (h/2i) G b+ fb) 不 同 于 È t e 的 李 导数 , 李 导数 只 对 应 第 一 


项 . (第 二 项 5 pb, Č 乘 以 & 的 散 度 , 即 勒 贝 格 测度 对 的 李 导 数 . ) 么 正 变换 


U(A) := expi(fp) 的 单 参数 族 对 波 函数 的 作用 与 由 上 生成 的 微分 同 胚 单 参 族 对 波 
函数 的 作用 不 同 . 但 这 仅仅 因为 勒 贝 格 测 度 dz 在 微分 同 胚 下 不 具有 不 变性 . 
我 们 用 权重 1/2 的 密度 v, 或 者 更 准确 地 说 , 以 半 形 式 表 示 量 子 态 , 则 标量 积 


可 以 简单 地 写成 (Ty, Vo) = [ Dy Uy, 而 不 需要 测度 (从 而 , ġa Ëo ~ Wy). 用 这 种 


半 形 式 时 , (fp) 的 作用 和 李 导 数 的 作用 一 样 : (fp) 丈 = (A/e. MA, 么 正 变换 
U(\) 的 作用 由 下 式 给 出 : 
U(A) P (v) = 更 (wu 十 MN), 

AF v 是 矢量 场 在 及 上 的 仿 射 参数 . 因此 , 如 果 我 们 继续 采用 薛 定 谓 量 子 力学 
的 标准 因子 有 序 化 , 但 态 是 半 形 式 的 , 则 我 们 在 几何 方面 的 期 望 就 可 以 实现 了 . u 
轴 上 的 测度 在 任何 微分 同 胚 作用 下 都 具有 不 变性 . 因此 , 附加 的 “ 散 度 项 ”是 不 必 
要 的 . 从 这 种 意义 上 说 , HEY PHASER RAPE 1/2 的 密度 或 者 说 半 形 
式 是 类 似 的 . 


9.1.3 “约束 算 符 的 表达 式 
由 上 述 讨论 , 我 们 可 以 把 式 (9.1.13) 的 经 典 表示 写成 量子 约束 算 符 


和 ıs | 24isgn(u) ( ，fPcNr jic pic\ ~ . {fic cee 
Cerav = sin(ae)| B70y3 562 (sin (5 V cos z) 78| > V sin z sin(jic) 


=:sin(jic)A sin(jic). (9.1.23) 
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为 了 看 得 更 清楚 , 我 们 将 式 (9.1.23) PR sin (5 3] cos (5 e) 和 sen(y)/7° 上 的 


REARS. 首先 , 注意 算 符 4, 在 估算 时 要 小 心 , 因为 在 这 种 表示 下 所 有 其 他 算 符 
都 是 密集 定义 的 , 只 有 sgn(u) Æ v £0 WA 8(v) 上 才 有 明确 的 定义 . 直接 计算 得 


到 
24i _/ ，fpcr Lc jic 
Baye (s (E) cos (5 > e) — cos (5 5 =) Wsin (F 5 )) Y(v) 
i -lll - 1 —|v +1] Vv). (9.1.24) 
( 圆 括号 内 的 表达 式 在 |v) 基 的 表示 中 已 经 是 对 角 的 了 , 因此 这 部 分 算 符 和 1/10) 
前 的 因子 之 间 不 存在 因子 有 序 化 问题 . ) 由 于 方程 右边 在 v = 0 处 为 0, CE sgn(j) 
的 定义 域内 , 故 4 是 好 定义 的 , 其 表达 式 为 


-一 8x fp 


ÂY (v) = 6 7372 Ylle — 1| — |v + || # (v). (9.1.25) 


因此 , |v) 是 Â 的 本 征 矢 . 由 于 A 的 本 征 值 是 负 实 数 , 所 以 它 在 HEY 上 是 一 个 负 
定 自 伴 算 符 . 从 式 (9.1.23) 中 我 们 可 以 看 到 Cerav 也 是 HB” 上 的 一 个 负 定 自 伴 算 
符 . 它 的 作用 由 下 式 给 出 : 


Cgrav Y (v) = f+ (v) (v + 4) + fo(v) VV) + f_-(v) Vv — 4), (9.1.26) 


式 中 


kas = = “ih w + 2llv +1] — lv +3ll, 
f_(v) = f+(v — 4), 
filo) =f) =f). (9.1.27) 


可 见 , 新 的 引力 算 符 又 是 一 个 差分 算 符 . 以 往 理 论 中 的 约束 算 符 都 涉及 算 符 5 的 本 
征 值 间 隔 为 常数 4yo, 现在 的 约束 则 认为 体积 算 符 V 的 本 征 值 间隔 为 常数 . 在 |) 
基 下 , 这 个 间隔 在 p 越 大 时 变 得 越 小 . 虽然 a Ev = 0 处 发 散 , 但 是 约束 算 符 中 的 
单个 算 符 和 整个 约束 算 符 本 身 都 在 态 v = 0) 上 有 好 定义 . 

最 后 , 为 了 完整 地 写 出 整个 约束 算 符 , 我 们 还 需要 知道 约束 中 的 物质 部 分 . 对 
于 无 质量 标量 场 , 经 典 理 论 给 出 了 


Cmatt = 8G|p|~? p3. (9.1.28) 


REAR, 人 们 知道 对 构建 量子 理论 有 意义 的 是 函数 p. 然而 , 这 种 量子 化 中 仍 
存在 两 个 模棱两可 的 量 , 它们 用 半 整 数 ; 和 实数 4 标记 , 其 中 0 < 4 < 1. 我 们 设 
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j = 1/2, 对 于 L 我 们 没有 一 个 普 适 的 选择 标准 , 而 且 4 = 1/2 M = 3/4 已 经 用 过 
T, 结果 的 定性 的 性 质 并 不 依赖 于 这 个 选择 . 为 了 简单 , 我 们 用 £ = 1/2. 于 是 我 们 
的 出 发 点 是 经 典 相 空间 的 等 式 


Ip? = senl) | a= eT MP ne l ii (9.1.29) 
在 圈 量 子 宇宙 的 文献 中 , 这 一 等 式 经 常用 到 , 只 是 将 有 用 常数 jwo RE. | 
为 了 导入 量子 理论 , 我 们 仍然 要 注意 , 因为 方程 右边 出 现 了 sgn(p). 不 过 , WHE 


号 内 算 符 的 图 在 sgn(p) 的 定义 域内 , 因此 右边 的 整个 算 符 都 是 密集 定义 的 
1/2 
pl-3 2W(v) = 5 (soe A A z) K3jv|!]lv + 1|1⁄3 — |v — 1]1/3| # (v). (9.1.30) 
对 于 |v| > 1, 本 征 值 为 (6/8ny4)"  sgo(u)lu| 1? +0(1/lu]4)) ~ sgn(p)|p|-1/2, 从 
而 又 回 到 了 经 典 行 为 . 但 是 算 符 对 态 矢 |v = 0) 有 好 的 行为 . 实际 上 , CRBS SH 
中 , 它 是 一 个 本 征 值 为 0 的 本 征 矢 . 


由 于 1/ Viz| 是 一 个 好 定义 的 自 伴 算 符 , 取 它 的 立方 即 171pj372. 这 个 算 符 在 
表象 中 是 对 角 的 , 它 的 作用 为 


pl wv) = (ax) Boro. (9.1.31) 
式 中 
B(v) = PEGE +IP -=| (9.1.32) 
现在 我 们 可 以 将 整个 约束 写成 
CW(v) = (Cerav + Cmatt) # (v) = 0, (9.1.33) 


63 Pv, 6) = [BV] (Ct (v) P (v + 4, d) + (v) Vv, p) + C7 (v) Vv — 4,4), 


Ee (9.1.34) 
式 中 系数 Ct(v) 和 NV) 由 下 式 给 出 : 

oto) = Elo +alle + 1] lo+all 

C-(v) = ot (v —4), 

C°(v) = —Ct(v) — C- (v). (9.1.35) 


这 就 是 我 们 下 面 将 要 采用 的 哈密 顿 约束 . 
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9.2 Wheeler-De Witt 理论 


本 节 我 们 将 讨论 圈 量 子 宇宙 的 WDW RR, 即 差 分 方程 (9.1.34) 中 具体 的 量 
子 几 何 效应 可 以 忽略 . 尽管 这 一 极限 理论 是 非常 清楚 的 , 我 们 这 里 对 它 进行 详细 的 
讨论 主要 是 它 能 够 为 构造 物理 的 希 尔 伯 特 空间 、Dirac 可 观测 量 和 半 经 典 态 提供 简 
单 而 又 熟悉 的 背景 , 还 因为 这 种 讨论 有 助 于 我 们 详细 地 对 比 WOW 理论 和 图 量子 
宇宙 理论 . 

本 节 分 为 两 部 分 . 第 一 部 分 给 出 式 (9.1.34) 的 WDW 极限 和 它 的 通 解 . 第 二 部 
分 构造 理论 的 物理 部 分 , 使 用 标量 场 作为 自然 时 , 我 们 发 现在 WDW 极限 下 大 爆炸 
奇 点 不 能 被 消除 . 


9.2.1 WDW 约束 和 它 的 通 解 


由 于 几何 动力 学 描述 对 标 架 方向 (v 的 正 负 ) 不 敏感 , 波 函 数 Y(v) 在 v 一 一 v 
变换 下 具有 对 称 性 . 与 图 量子 宇宙 中 对 应 的 WOW 量 用 下 划 线 标记 . 
首先 , 我 们 设 


x(v) := (lv||lv — 1| — lvu + 1|)(#(v + 2) — #(v — 2)), (9.2.1) 
则 哈密 顿 约束 中 的 引力 部 分 (9.1.26) 可 以 写成 
Che (o) = EE Eke +2) - xte- 2) (9.2.2) 


16 
为 了 得 到 WDW 极限 , 假设 |v| > 1 而且 严 是 光滑 的 , 然后 我 们 有 


CB, U(v) = Keit AC Se) + of), (9.2.3) 


式 中 n > 3. 我 们 考虑 变化 缓慢 的 波 函 数 v, 则 方程 右边 第 二 项 与 第 一 项 相 比 可 以 
忽略 , 从 而 得 到 约束 的 引力 部 分 的 WDW 极限 


Cudv y(v) = 54 天 Lp (oe os ¢ = FW) %2) j (9.2.4) 


这 种 近似 不 是 普 适 的 , Bb ATO v. RUE REL, 最 后 这 些 假设 在 半 
经 典 态 以 一 种 自治 的 方式 实现 . 现在 我 们 只 要 注意 在 WDW 理论 中 Cwaw 在 动力 
学 希 尔 伯 特 空间 He = LR, dv) 上 是 自 伴 和 负 定 的 . 

最 后 , 总 约束 由 下 式 给 出 : 


3/2 
C= Cura + 8G = za) B(v)p5, (9.2.5) 
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式 中 函数 Biv) ER (9.1.32) 中 定义 . 这 个 函数 在 lu| > 1 时 可 以 很 好 的 近似 为 
B(v) := Klv|-!. 因此 , 总 约束 的 WDW 极限 为 


Os (v, $) = 12nxGvO,(vO, (v, d)) 


BH 8 与 “ 宇 称 ” 算 符 WA, II 将 标 架 方 向 变 反 了 , IE(vw) = ¥(-v). 因此 , € 
保留 了 波 函 数 的 空间 , 即 I 的 本 征 值 为 +1 的 本 征 空间 . 

如 果 像 几何 动力 学 中 一 样 , 用 类 似 Dla, $) 的 函数 表示 量子 态 , 则 算 符 @ 的 作 
用 为 : 0 Ý = (4nG/3)(a0/0a)(a0/0a)(W). 在 几何 动力 学 中 , 经 典 约束 有 G48 paps = 
0 的 形式 , 其 中 G4? 是 由 (a,9) 展开 的 二 维 构 型 空间 的 De Witt 度 规 . 在 量子 理 
论 中 , 因子 排序 的 自然 选择 是 利用 G43 的 Laplace-Beltrami 算 符 , WDW 方程 可 以 
写 为 OW = (4nG/3)(ad/0a)(ad/Oa)W, 这 正好 是 方程 (9.2.6). 由 “改进 ”的 哈密 顿 
约束 的 WDW 极限 得 到 了 WDW 理论 中 的 “自然 ”因子 排序 . 这 对 图 量子 宇宙 中 
的 因子 排序 提供 了 间接 的 支持 , 并 让 我 们 得 到 了 式 (9.1.34). 

由 于 WDW 极限 的 形式 关于 6 和 w 是 对 称 的 , 我 们 可 以 用 宇宙 体积 或 标量 场 
作为 “自然 时 间 ”, 另 一 个 作为 真实 的 动力 学 自由 度 . 在 闭合 的 宇宙 模型 中 (k= 1), 
选择 6 作为 时 间 变 量 更 合适 . 更 重要 的 是 , 把 v 看 成 时 间 会 使 圈 量 子 宇宙 约束 的 
形式 (9.1.34) 在 处 理 技 巧 上 更 困难 . 因此 , 我 们 将 把 o 作为 时 间 并 用 宇宙 体积 随 目 
然 时 间 $ 的 演化 来 描述 动力 学 . 对 自然 时 间 的 特殊 选择 并 不 是 本 质 的 问题 . 我 们 不 
需要 选择 也 可 以 构建 出 一 个 物理 区 . 选择 $ 作为 时 间 有 助 于 我 们 理解 中 间 过 程 并 
用 更 熟悉 的 “演化 ”的 语言 而 不 是 用 “僵硬 形式 ”来 解释 最 终 的 结果 ， 

WDW 方程 (9.2.6) 形式 很 简单 , MRR z = Inv, M WOW 约束 具有 由 c 和 
y 构成 的 平 直 时 空中 无 质量 克 莱 因 -高 登 方程 的 形式 . 但 为 了 对 比 WDW 理论 和 图 
量子 宇宙 理论 , 我 们 将 采用 圈 量 子 宇宙 中 的 方法 . 

首先 , 我 们 注意 到 算 符 8 在 希 尔 伯 特 空间 LR, K-B(v)dv (RPA s K 
明 是 TT 的 对 称 本 征 空 间 ) 上 是 正定 的 而 且 是 自 伴 的 . 它 的 本 征 值 为 w2(> 0) 的 本 
征 函 数 e; 在 希 尔 伯 特 空间 上 都 是 二 重 简 并 的 , 可 用 实数 上 标记 

€,(v) := a a, (9.2.7) 
RP k 与 w 的 关系 为 w = V12nG|k|. 在 空间 L2(R, K-1B(v)dv) 上 它们 构成 一 组 
正 交 基 : (eke) = 6(k,k'). 对 于 Schwartz 空间 中 的 Palk), 式 (9.2.6) 的 一 个 初始 
值 在 Schwartz 空间 为 快速 衰减 函数 的 通 解 可 以 写成 


V(v,¢) = ‘a dk, (k)e,(v)el”? + D (ke, (v)e?. (9.2.8) 
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按照 克 莱 因 -高 登 理 论 中 的 术语 , WR Plk) 只 存在 于 的 正 半 轴 , 这 个 解 应 该 说 
成 是 “进来 的 ”(“ 收 缩 的 ”), 而 如 果 玩 .(k) 只 存在 于 的 负 半 轴 , 这 个 解 就 是 “加 
外 的 ”(“ 膨 胀 的 ”)， 如 果 D (k) 为 0, 这 个 解 是 正 频 解 , 如 果 VY, (k) 为 0, 这 个 解 
是 负 频 解 . 

通常 , 正 频 解 和 负 频 解 都 满足 一 阶 “ 演 化 ”方程 , 这 个 演化 方程 可 以 由 式 (9.2.6) 
的 平方 根 求 得 


Fidy¥(v,9) = VB Vv, o). (9.2.9) 
如 果 f(v) 是 方程 在 “时 间 由 = po” 处 的 初始 值 , 那么 解 可 以 写成 
i(v, 9) = eV 2-40) f(u), (9.2.10) 


9.2.2 WDW 理论 的 物理 


WDW 方程 的 解 (9.2.8) 在 Hwaw 中 不 是 归 一 化 的 (因为 0 处 于 WDW 算 符 谱 
值 的 连续 部 分 ). 我们 首要 任务 是 赋予 这 些 物理 态 一 个 希 尔 伯 特 空间 结构 . 这 有 几 
种 可 能 的 途径 . 在 经 典 理论 中 , 由 于 ps 是 运动 常数 , 所 以 它 是 Dirac 可 观测 量 . 而 
v 不 是 一 个 运动 常数 , 在 每 一 条 动力 学 轨道 上 uv(g) 是 o 的 单调 函数 , vls=-w 对 于 
任意 给 定 的 加 是 一 个 Dirac 可 观测 量 . 这 些 量 构成 一 组 完备 集 并 能 直接 写 出 对 应 
的 量子 算 符 . 但 是 , 因为 我 们 只 对 在 v 一 -v 变换 下 具有 对 称 性 的 态 Yv, o) BX 
趣 , 所 以 我 们 只 要 用 lule 代替 vlo REBT. 因为 po 与 式 (9.2.6) 中 的 Wow 算 
符 对 易 , 假设 式 (9.2.6) 有 一 个 (对 称 ) 解 V(v, o), 则 

aw 


Pe (v, >) := DET (9.2.11) 


也 是 一 个 (对 称 ) 解 . 因此 , 从 ?gs” 中 我 们 仅仅 保留 了 poe 的 这 个 定义 . ETSI 
化 式 (9.1.10) 使 我 们 能 定义 另 一 个 可 观测 量 óle: 假设 式 (9.2.6) 有 一 个 (对称 的 ) 
解 Uv, o), 我 们 可 以 首先 将 它 分 解 成 正 频 和 负 频 部 分 VY (v, o), E b = po 处 冻结 
它们 . 将 这 个 “初始 值 RA luj 并 按照 式 (9.1.10) 演化 


[Dlgo Ev, 9) := eiVS04-4o)|u| 更 | (v, do) +eriVS(4-o]lul 亚 _(u, 和 )， (9.2.12) 


结果 仍然 是 WDW 方程 (9.2.6) 的 一 个 (对 称 的 ) 解 . 此 外 , 这 些 算 符 都 保留 了 正 频 
和 负 频 子 空 间 . 因为 它们 包含 一 组 完备 的 Dirac 可 观测 量 , 所 以 我 们 有 超 选择 . 在 
量子 理论 中 , 我 们 可 以 限制 在 一 个 超 选 择 部 分 . 接 下 来 , 我 们 主要 关注 正 频 部 分 , 并 
去 掉 后 面 的 十 . 

现在 我 们 寻找 一 个 满足 式 (9.1.10) (BÆ v 反 演 下 具有 不 变性 ) KEMIE Y(v, o) 
空间 上 的 一 个 内 积 , EE pR Ol, WA BERT. 这 些 解 都 完全 由 初始 值 亚 (v, $0) 
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决定 , 而 且 Dirac 可 观测 量 对 这 些 初始 值 有 以 下 作用 
Ol40(v, ) = lu| 亚 (wu $0), Poy(v, 和) = AVE Vv, ġo). (9.2.13) 
我 们 发 现 唯一 一 个 使 这 些 算 符 自 伴 的 内 积 为 
(E, | Lo)phy = _,, BW (vO) Zav). (9.2.14) 


注意 到 这 个 内 积 是 守恒 的 , 即 它 与 “瞬时 ”时 间 $ = po 无 关 . 因此 物理 的 希 尔 但 
特 空 间 Hudo RT EMER Doo) 的 空间 , 其 中 Hv, 6) 在 v 反 演 下 是 对 称 
的 且 有 一 个 由 式 (9.2.14) 定义 的 有 限 模 方 . 这 个 过 程 为 我 们 提供 了 一 个 KW 上 的 
Dirac 可 观测 量 的 完备 集 的 表象 


Dlg, ¥(v, p) = kV 2-40) |p| yu, po), PeP, p) =h/O Pv). (9.2.15) 


最 后 , 利用 物理 的 希 尔 伯 特 空间 和 这 一 Dirac 可 观测 量 的 完备 集 , 我 们 引入 半 
经 典 态 , 然后 研究 它们 的 演化 . 我 们 选 定 一 个 “瞬时 时 间 ”% = po 并 构造 一 个 半 经 
BRAS, 并 使 这 个 态 在 ps = ph 和 vlog, = v* 处 达到 峰值 . 因为 我 们 希望 这 个 峰 处 在 
一 个 代表 大 的 经 典 宇宙 的 点 上 , 所 以 选择 v* > 1 (采用 自然 单位 制 c= G = 1) 和 
py > h. 例如 , 对 于 闭合 宇宙 模型 (& = 1), 为 了 保证 字 宙 能 膨胀 到 比 普 朗 克 尺度 大 
很 多 , 第 二 个 条 件 是 必要 条 件 . 在 “时 间 ” 为 o= bo 时 , 考虑 态 


ies ~ . * ~ —k*)? 
W(v, do) =| dk Ý (kje, (ve ($079 ) W(k) =e E : (9.2.16) 


式 中 k* = -p4 /V12nGR?, ġ¢ = — ln |u*|/4/1/120G + do. E w = —/12nGk 近似 下 
(这 种 近似 是 合理 的 , 因为 (k) 在 k* 处 形成 尖锐 的 峰 , H k* < 一 1), 我 们 很 容易 
计算 以 上 的 积分 , 得 出 Dirac 可 观测 量 的 期 望 值 和 它们 的 涨 落 . 结果 就 像 我 们 所 期 
AH, 态 在 v*, py 处 有 尖锐 的 峰 . 以 上 的 结论 与 非 相对 论 量子 力学 中 的 相干 态 很 相 
近 . 主要 的 不 同 之 处 就 在 于 感 兴趣 的 变量 不 是 v 和 它 的 共 轿 动量 而 是 v 和 “时 间 ” 
KA py, 即 非 相对 论 量子 力学 哈密 顿 量 的 对 应 物 . 

现在 我 们 来 讨论 这 个 态 的 演化 . 态 是 在 6 = po NA v = wv* 并 且 仍 然 在 由 
po = Pp, 定义 的 经 典 轨 道上 具有 峰 吗 ? 这 个 问题 很 容易 得 到 答案 , 因为 式 (9.1.10) 
告诉 我 们 , 由 初始 数据 (9.2.16) 定义 的 (v, o), 式 (9.2.6) 的 正 频 解 是 通过 用 6 代 
oo 而 得 到 的 ! 由 于 式 (9.2.16) 中 衡量 散射 的 参数 o 不 依赖 于 $, 因此 Y(v, o) 在 


轨道 
ae ee ele (9.2.17) 
Vi2rxG or 7° sa 


-412- 第 9 章 ”宇宙 创 生 过 程 的 量子 特性 


上 仍然 具有 峰 . 这 个 轨道 正好 是 我 们 想 要 的 经 典 解 . 这 是 在 宇宙 膨胀 到 很 大 时 任何 
人 都 希望 的 结果 . 然而 , 在 普 朗 克 区 域 仍然 具有 这 个 性 质 , NA, 在 向 后 的 演化 中 ， 
半 经 典 态 仍 沿 着 经 典 轨 道 落 入 大 爆炸 奇 点 ，{ 如 果 我 们 用 的 是 正 的 k*, 我 们 将 得 到 
一 个 收缩 解 , 然后 宇宙 向 前 演化 最 终 将 沿 着 经 典 轨道 落 入 一 个 大 挤 压 奇 点 . ) 从 这 
个 意义 上 讲 , WOW 理论 并 没有 解决 经 典 的 奇 点 问题 . 

在 后 面 两 节 我 们 将 指出 圈 量 子 宇宙 中 的 情况 完全 不 同 . 这 是 因为 WDW 方程 
只 是 分 立方 程 在 v 很 大 时 一 个 很 好 的 近似 . 此 外 , 像 前 面 提 到 的 , 这 种 近似 并 不 是 
唯一 的 , 而 是 依赖 于 量子 态 : 从 圈 量 子 引 力 到 WOW 方程 的 过 程 当中 , 我 们 必须 忽 


略 依赖 于 4 且 形 如 o(o 98) 的 项 (n > 3). 对 于 以 上 考虑 的 经 典 态 , 这 意味 着 


对 于 ~， > k* 这 种 近似 更 具 优越 性 , 但 是 当 波 函数 的 峰 处 在 与 k 相当 的 v 处 时 , 这 
种 近似 就 不 足 了 . 于 是 , 圈 量 子 宇宙 就 与 WDW 方程 完全 不 同 了 . 我们 发 现 , 这 个 
峰 出 现 了 一 个 反弹 而 不 是 沿 着 经 典 轨道 落 入 大 爆炸 奇 点 . 因为 从 经 典 意义 上 说 大 
的 k 值 更 具 优越 性 , 所 以 反弹 时 的 v 值 可 以 很 大 . 然而 , 像 我 们 9.1 节 中 提 到 的 ， 
反弹 时 的 物质 密度 可 与 普 朗 克 密 度 相 比拟 , 且 不 依赖 于 k* 值 . 

We: 在 以 上 的 讨论 中 ,为 了 简单 起 见 ， 开始 我 们 限制 了 本 征 函 数 elv) 在 
v 一 一 v 变换 下 具有 对 称 性 . 如果 我 们 舍弃 这 个 要 求 , 我 们 将 发 现存 在 一 个 四 重 简 
并 (而 不 是 二 重 简 并 ) 的 @ 的 本 征 函数 . 实际 上 , 9(v) 是 一 个 阶 跃 函数 [4 v < 0 
RF, 9(v) = 0, 当 v > 0 时 , 9(v) = 1], 然后 ， Ave,» (v) Me 
连续 函数 并 且 满 足 本 征 值 为 w = 12xGk? 的 本 征 方程 . 
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我 们 首先 把 态 函 数 记 为 V(u,¢), 其 中 o 是 标量 场 而 无 量 纲 实数 j 是 p 的 本 征 
值 . 这 时 , 哈密 顿 约束 由 式 (9.1.34) 给 出 


03 w=[B(p)] [Ct (u) Yu + 4p, $) + C° (u) P (p, $) 
+C™ (p) (u = 4uo, ?)| =F -Oğ (u, h) ’ (9.3.1) 


AP Ct(y) = (xG/9p8) | le + 340|? — |u + pol? |, Co (u) = C+(p — 4p), 
C°(u) = —Ct(u) — C- (u), 而 (6/80yé3)9/? Blu) 是 算 符 | 站 -3/2 的 本 征 值 . 相应 实 
常数 jwo 由 “区 域 间隔 ”所 决定 : (8rmy/6) po £2 = A. 

在 每 种 经 典 的 结果 中 , $ 是 一 个 整体 单调 的 时 间 函 数 , 因此 可 以 看 成 是 一 个 代 
表 固 有 的 内 部 时 钟 的 参量 .在 量子 理论 里 是 没有 时 空 度 规 的 , 但 是 由 于 量子 约束 
(9.3.1) 规定 了 F(u, p) 如 何 随 o 演化 , 为 方便 , 将 vlu, p) 中 的 由 看 成 是 “自然 时 
EJ” (emergent time), 同时 把 » 看 作 是 相应 的 物理 自由 度 . 一 个 完备 的 Dirac 可 观 


Eik? 


BEvN ~ 


De aati 


测量 集合 可 以 由 运动 常数 py 和 算 符 Aloo 构成 , 其 中 fle, 表示 u E o= po AYR 
时 值 . 

物理 态 都 是 方程 (9.3.1) 的 解 . 映射 II 是 通过 TI Y (u, 由) = Du, 6) 来 定义 的 ， 
对 应 于 空间 标 架 的 方向 反 转 (量子 几何 保持 不 变 ), 故 在 方程 (9.3.1) 的 解 空间 中 , 1 
就 是 一 个 大 的 规范 变换 . 这 样 的 操作 会 导致 物理 态 被 划分 成 几 部 分 , 而 每 部 分 都 提 
供 了 一 个 不 可 约 的 乏 正 对 称 表述 . 正如 人 们 所 希望 的 那样 , 在 物理 上 人 们 所 应 该 考 
虑 的 是 T 的 对 称 且 本 征 值 为 +1 的 那 部 分 . 

为 了 赋予 这 个 空间 以 希 尔 伯 特 的 空间 结构 , 我 们 利用 “和 群 平均 思想 ”. 这 个 过 
程 可 以 根据 这 样 一 个 事实 来 简化 , 即 在 方程 右边 的 差分 算 符 6 是 与 6 无 关 的 , 并 且 
9 是 自 伴 和 正定 的 [在 希 尔 伯 特 空间 L?(Reonr, B(u)duponr) 中 ]. 由 于 9 是 一 个 差 
分 算 符 , 物理 希 尔 伯 特 空间 H 有 一 部 分 超 选 择 确定 的 Hs H = DHe ,ee [0, 240). 
在 ?te( 在 站 方向 反 转 时 是 对 称 的 ) 的 态 Aup) 包含 u= e+ 4npo 这 些 点 . RAN 
考虑 一 个 通常 的 He. 波 函 数 Yu, p) 是 方程 (9.3.1) 的 解 , 并 且 是 关于 内 部 时 间 4 
的 正 频 部 分 . 换言之 , 它们 满足 方程 (9.3.1) 的 正 频 平方 根 


-ið V= VOW, (9.3.2) 
相应 的 内 积 为 


(Hil) y = >, Blu) Valu, $) Plh 9) , (9.3.3) 


pEe{te+4poZ} 
式 中 Z 表示 整数 集合 . Dirac 可 观测 量 作用 在 这 些 态 上 的 形式 为 
po = —ihdy Y , (9.3.4a) 
fils Vp,$) = eV $0) u Vp, do) . (9.3.4b) 
人 们 可 以 从 完备 的 Dirac 可 观测 量 集合 (9.3.4) 出 发 , 得 出 (9.3.3) 是 唯一 的 内 积 公 
式 , 并 使 他 们 是 自 伴 的 . 


为 了 构建 半 经 典 态 以 及 数值 模拟 , 把 物理 态 表述 成 pe M O 本 征 态 的 线性 组 
合 . 我 们 首先 注意 到 , 对 于 u> jo, 差分 算 符 9 趋向 于 Wheeler-De Witt 微分 算 符 
Q, 


(8 f)(u) = (1626/3) p>! (VEF'Y . (9.3.5) 


[因此 , 如 果 忽略 量子 几何 的 影响 , 方程 (9.3.1) 会 导致 Wheeler-De Witt 方程 a v= 
-9 Y.) 相应 的 本 征 函 数 为 


er(p) = (1/47) Ipl /se* mI, (9.3.6) 


414. 第 9 章 ”宇宙 创 生 过 程 的 量子 特性 


AF @ 由 一 个 实数 标示, 其 本 征 值 为 w? = (xG/3)(16k? 十 1). 分 离 的 算 符 O 的 
完备 本 征 函数 集合 erlu) 也 由 一 个 实数 所 标示 , erlu) 在 u > po 的 情况 下 , 近似 
于 el(u). O 的 本 征 值 w?(k) 随 |k| 是 单调 递增 的 . 最 后 , er(j) 满足 标准 的 正 交 归 
一 关系 <erle >= 6(k,k'). 故 一 个 物理 态 Yu, p) 可 以 展开 为 


Y(u,) = f dk ex (u) ev? ， (9.3.7) 


式 中 Pk) 是 任意 的 (但 是 规则 的 ), w(k) 是 正定 的 且 el(u) = (1/V2)(en(p) + 
ex(—p)). 因此 , 每 个 物理 态 都 可 以 由 一 个 函数 (ke) 来 描述 . 

由 于 已 经 拥有 了 清楚 的 希 尔 伯 特 空间 和 一 个 完备 的 Dirac 可 观测 量 集合 , 我 们 
现在 就 能 够 构建 后 期 的 半 经 典 态 ,并 能 使 其 在 数值 上 沿 时 间 反 向 演化 ， 具体 来 说 ， 
有 三 种 自然 的 构建 方式 来 实现 这 个 想法 , 并 反映 出 那些 标记 半 经 典 态 的 自由 度 . 这 
些 表述 与 Wheeler-De Witt 理论 形成 了 鲜明 的 对 比 . 

前 面 已 经 讲 到 , p 是 一 个 运动 常量 . 对 于 半 经 典 解释 , 我 们 将 选择 一 个 很 大 值 
ps > 所 在 自然 单位 下 c=G=1. 举例 来 说 , 在 闭合 模型 下 , 这 个 条 件 是 确保 宇宙 能 
够 膨胀 到 一 个 宏观 尺度 的 必要 条 件 . 经 典 轨道 py = ps 起 始 于 大 爆炸 后 开始 膨胀 ， 
我 们 在 该 轨道 上 取 定 一 点 (jy*, 0), 并 确保 p> 1. 我 们 想 构建 一 个 这 样 的 态 , 在 
IAR “TA” =p E (u*, ps5) 是 在 其 顶点 处 , 并 关注 其 反 向 的 演化 . 让 k) 是 一 
个 高 斯 分 布 , 峰值 在 k* 处 , 满足 ph = 一 (V1i6xG 忆 /3)k*. 令 


V(p, bo) = J dk B(k) ep (p) 0-0 , (9.3.8) 


A ¢* = —,/3/16xG ln |u*| + do. 

很 容易 证 明 F(u, po) 是 期 望 的 初始 数据 , 其 顶点 处 在 py =p 和 y=p*. WR 
演化 是 利用 与 Wheeler-De Witt RUN WE -i3 Y = VO Y, 它 将 保持 所 选 经 典 轨 
道 的 顶点 位 置 , 并 且 简 单 地 随 着 该 经 典 轨 道 进入 大 爆炸 奇 点 . 但 是 , 如 果 它 是 经 式 
(9.3.2) 而 演化 , 这 个 情形 就 有 了 质 的 变化 . 该 态 会 保持 在 经 典 轨 道 的 顶点 位 置 , 一 
直到 物质 密度 达到 一 个 大 的 临界 值 ( 它 是 与 ph 相关 的 ), 这 时 跳跃 出 现 了 , 连接 了 
一 个 轨道 的 “过 去 ”部 分 , 而 该 轨道 是 头 朝 向 那个 大 破裂 时 期 (图 9-1). 

为 了 确保 这 些 结果 是 可 靠 的 , 数值 模拟 在 执行 对 等 式 (9.3.1) 的 积分 时 采用 了 
四 阶 Runge-Kutta 方法 . 由 于 空间 局 限 性 ， 我 们 对 其 中 之 一 求 和 . 这 里 ， 我 们 选择 
e=2m 并 让 初始 数据 为 ph = 104VG 让 ，j = 10° yo, 同时 高 斯 函数 Vk) 的 扩散 为 
Ape/p%, = 7.5 x 1073, 其 中 Ape 是 关于 py 的 不 确定 度 . 数值 格子 边界 选择 为 1.5/r 
(其 中 | (uy, po)| < 107%). 在 边界 上 , FA (9.3.2) 用 Wheeler-De Witt 等 式 来 近似 ， 
并 且 还 利用 了 “出 射 波 ” 条 件 . 演化 结果 在 图 9-1 和 图 9-2 中 显示 一 个 量子 跳跃 . 在 
ic SPF BAe IM, Dirac 可 观测 量 的 不 确定 度 是 一 些 常量 . 
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0.2 
0 
图 9-1 图 中 画 出 了 波 函 数 y 的 绝对 值 随 $ Al p AY HY BLE 
图 中 的 值 是 显示 po 的 倍数 ， 为 了 更 清楚 的 显示 ， 只 画册 了 Yl 大 于 10-4 的 图 像 . 作为 一 个 物理 态 ， vt 
a> oP 变换 下 是 对 称 的 


0 2x104 4x104 6x104 gx104 1x105 


m 
图 9-2 ppm y Dirac 可 观测 量 的 期 望 值 Île (LÀ pa 的 倍数 显示 )， 同时 也 画 出 了 他 们 的 
色散 . 他 们 展示 了 一 个 量子 跳 跨 ， 了 用 将 收编 的 和 球 且 的 经 典 雪 道 连接 起、 ， 在 图 中 用 了 暗 
淡 线 表示 
我 们 可 以 得 出 一 些 结 1 


论 : 
(1) KAE T TE 该 实现 方法 可 以 被 拓展 到 
af REL IE TTS 但 是 ， 对 二 非 均匀 性 的 容 括 还 刚刚 开 娩 
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我 们 希望 图 量子 宇宙 的 确定 性 演化 将 使 其 越过 普 朗 克 区 域 而 有 微 扰 的 演化 . 

(2) Wheeler-De Witt 理论 预言 和 圈 量 子 宇宙 的 巨大 差别 可 以 直接 通过 一 些 有 
效 方程 来 理解 , 而 这 些 有 效 方程 是 可 以 利用 一 些 近似 从 等 式 (9.3.1) 而 得 到 ,人们 
可 以 发 现 量子 几何 (在 Wheeler-De Witt 它 被 忽略 了 ) 修正 了 Friedmann 方程 . 在 
普 朗 克 区 域 , 这 些 修正 部 分 是 很 重要 的 , 它们 将 同 所 必需 的 符号 一 起 使 引力 变 为 排 
FH. 

(3) 早期 的 圈 量 子 宇宙 文章 有 个 通常 特征 就 是 人 们 并 没有 引入 新 的 物理 量 , 比 
如 在 奇 点 的 边界 条 件 . 人 们 只 关注 量子 态 在 后 期 是 半 经 典 的 . 这 是 一 个 观测 的 事实 
而 不 是 一 个 新 的 理论 需求 或 者 一 个 哲学 偏爱 . 但 是 , 在 已 有 的 圈 量 子 宇 宙 文 章 里 , 也 
有 很 多 值得 关注 的 不 同 之 处 . 很 多 关于 图 量子 宇宙 的 唯 象 工 作 里 , 也 包括 了 量子 几 
何 ( 仅 对 物质 哈密 顿 量 ) 的 影响 , 在 这 里 它们 也 是 被 包含 在 引力 部 分 里 . 我 们 构建 了 
物理 希 尔 伯 特 空间 、Dirac 可 观测 量 以 及 半 经 典 态 , 因此 提出 了 普 朗 克 区 域 的 物理 
机 制 , 走出 和 超越 了 解决 奇 点 问题 的 惯例 . 尤其 是 , 我 们 的 结果 揭示 出 在 普 朗 克 区 
域 的 量子 几何 就 如 同一 个 量子 桥 , 它 连 接 了 大 经 典 宇宙 的 一 个 收缩 和 一 个 膨胀 的 宇 
H. 最 后 , 这 个 关于 用 标量 场 作 为 一 个 内 部 时 间 的 想法 在 此 之 前 已 经 出 现 过 , 但 是 ， 
那些 解释 使 用 了 常规 的 量子 力学 而 不 是 从 完备 的 圈 量 子 引力 得 出 的 玻 尔 紧 致 化 . 
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10.1 宇宙 常数 和 膜 宇 宙 概 述 
含有 宇宙 项 的 真空 爱 因 斯 坦 场 方程 可 写 为 


Guy = —Agpv ， (10.1.1) 


”此 式 右 端的 物理 含义 是 真空 具有 能 量 密度 


pa = A/8nG . (10.1.2) 


真空 为 什么 会 具有 能 量 密度 ? 这 一 问题 应 该 由 量子 场 论 来 回答 : 它 就 是 微观 世界 中 
的 零点 能 . 在 量子 场 论 中 , 组 成 物质 的 基本 粒子 就 是 相应 量子 场 (量子 系统 ) 的 激发 
态 . 当 所 有 量子 场 都 处 于 基态 时 , 便 对 应 于 任何 粒子 都 不 存在 的 真空 . 按照 量子 场 
论 , 一 种 量子 场 处 于 基态 时 , 它 的 能 量 并 不 为 零 . 这 一 非 零 的 基态 能 量 叫 做 零点 能 . 
自然 , 广义 相对 论 中 的 真空 能 量 (10.1.2) 就 应 该 是 量子 场 论 中 的 零点 能 . 

设 量子 场 论 适 用 的 能 量 上 限 为 M, 则 计算 表明 , 量子 场 的 零点 能 量 密度 的 量 级 
为 ( 取 h=1) 


| p~ Mt. | (10.1.3) 
由 式 (10.1.3) 和 (10.1.2) 可 得 
A ~ pG ~ M*/MZ ， (10.1.4) 
AF Mp 为 普 朗 克 能 量 . 由 第 二 篇 第 2 章 2.6 节 可 知 
A=+R?*, k=+1. (10.1.5) 
于 是 我 们 可 以 由 量子 场 论 中 的 零点 能 估算 出 宇宙 半径 R 
R ~ A! ~ MP/M2 (10.1.6) 


. EARI, 量子 场 论 适用 的 能 标 越 低 , 则 计算 得 到 的 宇宙 常数 越 小 , FHKE 
| EK. 另 一 方面 , 高 能 物理 实验 未 能 观测 到 超 对 称 粒子 . 这 一 实验 事实 表明 , 超 对 称 
破 缺 能 标 只 能 在 TeV 量 级 上 . 如 果 调 低 这 一 能 标 , 则 与 高 能 物理 的 实验 观测 结果 
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AAAS. 根据 这 一 能 标的 量 级 , 由 式 (10.1.4) 算得 的 宇宙 常数 4 比 观 测 值 大 60 个 
数量 级 , 进而 由 式 (10.1.5) 算得 的 宇宙 半径 R ESKER, 与 宇宙 观测 结果 不 符 ! 
若 调 高 超 对 称 破 缺 的 能 标 , 则 所 得 宇宙 常数 更 大 , 宇宙 半径 更 小 ! 

从 超 对 称 破 缺 的 能 标 到 宇宙 常数 4 的 计算 依据 的 是 量子 场 论 和 高 能 物理 实验 
结果 , 是 可 靠 的 . 从 宇宙 常数 4 到 宇宙 半径 R 的 计算 依据 的 是 广义 相对 论 , 也 是 可 
靠 的 . 这 就 是 物理 学 中 著名 的 宇宙 常数 问题 . 随 着 对 额外 维度 和 膜 宇 宙 的 研究 , 人 
们 找到 了 解决 问题 的 线索 . 在 膜 宇 宙 理 论 中 , 空间 是 高 维 的 , 而 我 们 的 观测 宇宙 是 
四 维 的 , 只 是 这 高 维 时 空中 的 一 个 超 曲面 (一 张 膜 )， 如 果 字 宙 常 数 4 的 贡献 大 部 
分 出 现在 观测 宇宙 以 外 的 (额外 ) 维度 中 , 则 在 观测 宇宙 中 的 有 效 宇 宙 常 数 便 可 以 
很 小 , 宇宙 半径 也 就 可 以 很 大 了 , 于 是 上 述 矛 盾 不 复 存 在 . 

额外 维 的 概念 是 在 20 世纪 由 Nodstrom 提出 的 , 随后 Kaluza 和 Klein 也 提出 
了 同样 的 观点 . 多 年 来 , 人 们 一 直 探 讨 将 四 种 相互 作用 统一 起 来 的 理论 . 基于 超 对 
称 的 理论 , 尤其 是 超 弦 理论 , 都 用 高 维 时 空 描述 . 通过 Kaluza-Klein 约 化 , 可 以 重新 
得 到 四 维 物 理 (Brax et al., 2003). 

ZERA M 理论 提出 了 另 一 种 紧 致 化 额外 维度 的 方法 . 按照 这 两 种 理论 , 标 
准 模型 中 的 粒子 ( 即 观测 宇宙 中 的 物质 ) 被 限制 在 高 维 时 空 的 一 个 超 曲 面 ( 膜 ) 上 ， 
只 有 引力 和 类 似 伸缩 子 的 奇异 物质 能 在 所 有 维度 中 传播 , 于 是 我 们 的 宇宙 便 成 了 膜 
宇宙 . 在 膜 宇 宙 中 , 对 额外 维 尺 度 的 限制 很 弱 , 因为 标准 模型 中 的 粒子 只 在 三 维 空 
间 中 传播 . 牛顿 引力 理论 对 额外 维 的 出 现 很 敏感 , 引力 只 在 大 于 十 分 之 一 毫米 的 尺 
度 才能 被 探测 到 . 由 于 现代 高 能 物理 实验 从 未 探测 到 额外 维度 的 存在 , 所 以 通常 认 
et em 致使 现 有 的 高 能 物理 实验 不 能 达到 其 
相应 的 能 标 . 

根据 弦 理 论 ， 膜 宇宙 源 于 Horava 和 Witten 提出 的 模型 ,Es x Es 弦 理 论 在 低 
能 条 件 下 的 强 和 耦合 由 十 一 维 超 引力 描述 , 它 的 第 十 一 维 是 在 具有 22 对 称 性 的 迹 形 
(orbifold) 上 紧 致 化 的 . 时 空 的 两 个 边界 都 是 十 维 面 , 且 规 范 理论 (具有 Es 规范 群 ) 
被 限制 在 面 上 . 后 来 Witten 认为 十 一 维 时 空中 有 六 维 可 以 连续 紧 致 化 . 因此, R 
Ay VO HEIL FF AR AY A Ae ie Ay Ho ET 

Antoniadis $2 4 IR 8 (82! Z JS, Arkani-Hamed, Dimopoulos 和 Dvali(ADD) 
给 出 了 另 一 个 重要 的 结论 . Antoniadis 认为 通过 将 标准 模型 中 的 粒子 限制 在 膜 上 可 
以 使 额外 维 比 预计 的 大 . 他 们 考虑 (4+ d) 维 的 平 直 几 何 , 其 中 a 维 是 紧 致 的 , 半径 
为 R. 四 维普 朗 克 质量 、(4 十 d) 维普 朗 克 质量 和 引力 尺度 之 间 满 足以 下 关系 : 


MZ = M2*4Re¢ . (10.1.7) 


这 种 引力 只 在 小 于 R 的 尺度 上 与 牛顿 引力 理论 有 区 别 . 由 于 引力 只 在 1mm 左右 
的 尺度 上 被 探测 到 , 因此 R 可 以 大 到 几 分 之 一 毫米 . ADD 假设 高 维 几 何 是 平 直 的 . 
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Randal 和 Sundrum(1999) 的 工作 取得 了 较 大 的 进展 , 他 们 考虑 的 不 是 平 直 几何 , 而 
是 弯曲 空间 的 几何 . 在 他 们 的 模型 中 , 高 维 时 空 是 AdS 时 空 , 其 宇宙 常数 为 负 , 这 
是 时 空 弯曲 引起 的 .从 骸 在 高 维 时 空中 的 一 个 具有 正 张力 的 膜 上 可 以 得 到 牛顿 引 
DEE. 这 种 模型 对 牛顿 引力 定律 产生 了 一 个 很 小 的 修正 , 可 能 的 尺度 也 受到 约束 ， 
它们 必须 小 于 1mm. 

他 们 还 提出 一 种 双 腊 模型， 在 这 个 模型 中 出 现 了 等 级 (hierarchy) 问题 ， 即 
1019GeV 的 普 朗 克 尺 度 和 100GeV 的 弱电 尺度 之 间 有 巨大 差异 . 等 级 问题 是 由 于 
AdS 背景 的 高 度 弯 曲 . 在 这 种 情景 下 , 标准 模型 中 的 粒子 被 限制 在 具有 负 张 力 的 膜 
y = rc 上 , 而 具有 正 张 力 的 膜 处 在 y = 0 处 . 巨大 的 等 级 是 由 于 两 膜 间 的 距离 产生 
的 . 在 负 张 力 膜 上 测 得 的 普 朗 克 质 量 Mp 由 下 式 给 出 : 


MB ~ e**reM3/k, k= \/—Ask2/6, (10.1.8) 


式 中 Ms 是 五 维普 朗 殉 质量 ，45 是 五 维 时空 宇 宙 常 数 (AR). 可 以 看 出 , WR Ms 
离 弱 电 尺 度 My = TeV 不 远 , 当 kr。 ~ 50 时 才能 在 膜 上 有 大 的 普 朗 克 质 量 . 因此 ， 
当 额 外 维 的 半径 re 取 合 理 的 值 时 , 便 能 得 到 弱电 尺度 和 普 朗 克 尺 度 之 间 的 一 个 大 
等 级 . 

膜 宇 宙 模 型 的 另 一 个 问题 是 宇宙 常数 问题 . 人 们 希望 通过 额外 维 来 解释 宇宙 常 
数 的 变 小 甚至 消失 . 微调 (fine-tunning) 理论 认为 膜 上 的 能 量 密度 并 不 会 导致 宇宙 
的 大 曲率 , 反之 , 它 将 使 额外 维 高 度 弯 曲 , 最 后 仍 保留 一 个 宇宙 常数 为 零 的 平 直 闵 
可 夫 斯 基 膜 . 然而 , 简单 地 用 高 维 时 空 标量 场 来 认识 这 种 机 制 不 能 解决 宇宙 常数 问 
题 , 因为 高 维 时 空 会 出 现 裸 奇 点 . 这 个 奇 点 可 以 被 第 二 个 膜 掩盖 , 而 第 二 个 膜 的 张 
力 已 经 微调 到 和 原来 的 膜 一 致 . 下 面 我 们 将 讨论 这 一 问题 . 

我 们 还 将 讨论 膜 宇宙 理论 的 另 一 个 重要 结论 , 即 在 高 能 条 件 下 对 弗 里 德 曼 方程 
的 修正 . 我 们 将 看 到 , 对 于 Randall-Sundrum 模型 , 弗 里 德 曼 方 程 的 形式 为 
k$ 2 8TCN 


2 一 
HY = 36° +3 


它 将 膜 的 膨胀 速率 H. (R) 物质 密度 p 和 (有 效 ) 宇宙 常数 联系 起 来 . 通过 选择 合 
适 的 膜 张力 和 五 维 宇 宙 常 数 可 以 使 有 效 字 宙 常数 为 0. 
在 高 能 条 件 下 ， 


p+A, (10.1.9) 


96nG N 


(10.1.10) 


AP k? 是 五 维 引 力 常数 , 哈 勃 速率 为 


Hexp. (10.1.11) 
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而 一 般 的 宇宙 模型 中 , x yp, 但 在 低能 条 件 下 ， 


96nG 
p< 一 > (10.1.12) 
5 


仍然 可 以 得 到 H x Vp. 
当然 , 哈 勃 速率 的 修正 只 在 核 合 成 前 有 意义 , 它 对 早期 宇宙 现象 , 如 暴 胀 , 可 能 
有 极 大 的 影响 ， 


10.2 Randall-Sundrum 膜 宇 宙 模 型 


对 于 普 朗 殉 尺 度 和 弱电 尺度 之 间 的 大 等 级 问题 , Randall 和 Sundrum 认为 是 
由 于 在 高 度 弯曲 的 五 维 时 空 几何 中 存在 两 个 膜 的 原因 , 这 时 标准 模型 中 的 粒子 被 限 
制 在 具有 负 张 力 的 膜 上 , 而 这 个 膜 是 具有 负 宇 宙 常 数 的 反 de Sitter(AdS) 时 空 , 这 
就 是 著名 的 Randall-Sundrum I (RS 1) 模型 . 受 菩 理论 中 平行 宇宙 理论 的 启发 ， 
ADD 提出 了 一 个 六 维 的 膜 宇 宙 模 型 .该 模型 假定 引力 可 在 整个 高 维 时 空 存在 , 而 
标准 模型 粒子 ( 即 物质 ) 则 被 局 限于 一 张 3+1 维 子 流 形 ( 即 膜 ) 上 . 如 果 该 假设 成 
立 , 则 显然 无 法 通过 粒子 物理 的 实验 来 检验 额外 维度 的 存在 . 当 用 引力 实验 来 检验 
时 , 该 模型 允许 额外 维度 的 尺度 大 到 毫米 的 量 级 . 而 目前 最 为 精确 的 引力 实验 也 并 
不 排除 毫米 尺度 的 额外 维度 存在 的 可 能 性 . 

之 后 ，Randall 和 Sundrum 提出 了 一 个 全 新 的 膜 宇宙 模型 本 节 首 先 对 
RS 工 模型 作 一 简单 的 介绍 , 然后 重点 讨论 RS IRA RS I 模型 构造 在 一 个 五 维 
的 AdS 时 空 之 上 . 该 模型 仍 假定 标准 模型 的 粒子 ( 即 观测 宇宙 中 的 物质 ) 被 禁闭 在 
AdS 时 空中 的 一 张 膜 上 . 而 额外 维度 ( 即 第 五 维 ) 具有 Z: 对 称 性 . 在 该 模型 中 , 除 
了 禁闭 物质 的 一 张 膜 之 外 , 还 存在 着 另 一 张 膜 . 这 两 张 膜 分 别处 于 额外 维度 的 两 个 
orbifold fixed 点 上 . 该 模型 非常 关键 的 一 点 是 假定 时 空 度 规 是 不 可 约 的 , 即 五 维度 
规 的 四 维 分 量 是 依赖 于 额外 维度 的 , 是 额外 维度 坐标 的 函数 . 将 额外 维度 的 坐标 记 
为 ln <o < Tt). 两 张 膜 分 别处 于 $ = 0, x 处 . 而 膜 上 的 度 规 就 是 相应 的 五 维度 
规 的 四 维 分 量 


Ju, (2*) = 一 Guy (Ty, 9 = I) , (10.2.1a) 
Tew (om ) = Gur (Zp, = 0), (10.2.1b) 


式 中 Gun(M,N = u, ¢) 是 五 维度 规 ，z# 为 通常 的 四 维 坐 标 , RS 1 模型 的 作用 量 
为 


让 (10.2.2a) 


10.2 Randall-Sundrum 膜 宇宙 模型 J 


+t 
ae i daz J dbV-G{_A+2M3R}, (10.2.2b) 
Sı = faa —gq {L = Vi} , (10.2.2c) 
Sp = / eats AV (10.2.2d) 


式 中 Seravity 为 引力 作用 量 , $1, So 分 别 为 两 张 膜 上 的 作用 量 . 4 是 五 维 宇 宙 常 数 ， 
M 为 五 维普 朗 克 质量 . Vi, W 两 个 常数 分 别 为 两 张 膜 上 的 真空 能 量 . Li, Lo 分 别 
为 两 张 膜 上 的 拉 格 朗 日 函数 . 由 此 作用 量 出 发 , Randall 和 Sundrum 导出 了 五 维 爱 
因 斯 坦 方程 
V—G (Rux = 3GunR) ae [AV—GGun + Vi Vag Ow O(G — n) 
+V2/— 9295.0 55 5()) - (10.2.3) 


在 假定 解 具 有 沿 zu 方向 的 Poincare 不 变性 的 情况 下 , Randall 和 Sundrum 求 得 了 
如 下 形式 的 解 : 


ds? = e~ ?krelóln datda” + r2d¢? , (10.2.4) 

AP rc 为 紧 致 半径 , (一 个 和 普 朗 克 尺 度 同 阶 的 量 ) 满足 
Vi = -Vz = 24M°k, (10.2.5) 
A = ~24M°k? . (10.2.6) 


如 果 只 分 析 爱 因 斯 坦 场 方 程 的 正 张力 膜 解 , 而 将 负 张 力 膜 放 到 无 穷 远 处 , 此 即 
RS W. 当 AdS 的 曲率 尺度 小 于 lmm, 则 限制 在 正 张力 膜 上 的 观测 者 将 重新 
得 到 牛顿 定律 . 

下 面 我 们 详细 讨论 这 种 RS 开 模 型 . 根据 这 种 模型 ， 引力 场 存 在 于 连续 的 
Kaluza-Klein $, 而 如 果 额 外 维 是 周期 性 的 , 将 出 现 分 立 谱 . 这 使 膜 上 两 个 静止 质 
量 之 间 的 力 得 到 修正 . 膜 上 两 个 质点 之 间 的 势能 为 


GNMIM? [? a 
ee (1 + +O(r *)) , (10.2.7) 


V(r) = 
AY ! 与 五 维 时 空 宇宙 常数 As 之 间 的 关系 由 I? = —6/(k2A5) 给 出 , 由 此 可 以 量度 
五 维 时 空 的 曲率 . 由 于 在 大 于 Imm 的 尺度 上 引力 实验 与 牛顿 引力 理论 很 好 地 相符 ， 
所 以 | 必须 小 于 1mm. 
RS 工 模型 的 静态 解 可 以 通过 爱 因 斯 坦 - 希 尔 伯 特 作用 量 和 膜 作 用 量 构成 的 总 
作用 量 获 得 , 这 两 种 作用 量 分 别 为 
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Sua = — dz5V/ 一 9G) E j. As) (10.2.8) 
5 
Sag = for V —g*)(-o) . (10.2.9) 


45( 五 维 时 空 宇宙 常数 ) 和 o( 膜 张力 ) 都 是 常数 .ks 是 五 维 引力 耦合 常数 , 膜 的 位 
置 处 在 y = 0 处 , 并 且 假 设 它 具 有 Zo 对 称 性 , BI y 和 -y 没有 区 别 . 设 时空 线 元 为 


ds? = eK) dada” + dy? . (10.2.10) 


由 前 式 给 出 的 作用 量 可 以 得 到 爱 因 斯 坦 场 方程 , 它 给 出 两 个 独立 的 方程 
6K’? = —k2 As ， 
3K" = k205(y) . 

第 一 个 方程 很 容易 解 出 , 得 到 


2 
= Ki) V -Ehsy a (10.2.11) 


它 告诉 我 们 A 必须 是 负 的 . 将 第 二 个 方程 从 -e 到 +e 积分 , 取 极 限 e — 0, 并 利 
用 Z: 对 称 性 , 我 们 得 到 
6K'lo = ki0o . (10.2.12) 


结合 方程 (10.2.11) 可 以 得 到 


k 
A= Sg ; (10.2.13) 


因此 , 为 了 得 到 静态 解 , 膜 张力 和 五 维 时空 字 宙 常 数 之 间 必 须 有 微调 . 下 面 我 们 比 
较 详细 地 讨论 RS I[[ 模 型 的 宇宙 学 . 

有 了 两 种 方法 可 以 得 到 宇宙 学 方程 , 下 面 将 分 别 描述 . 第 一 种 非常 简单 而 且 只 用 
到 了 五 维 时 空 方 程 , 第 二 种 方法 利用 了 四 维 量 和 五 维 量 之 间 的 几何 关系 . 我 们 先 讨 
论 较 简单 的 一 种 . 


10.2.1 ”由 五 维 爱 因 斯 坦 场 方程 得 到 的 弗 里 德 曼 方程 
下 面 我 们 设 ks = 1, 描述 五 维 时 空 的 度 规 为 
ds? = a”b? (dt? — dy?) — a?6;;dx'da . (10.2.14) 


这 种 度 规 符合 y = 0 处 膜 上 时 空 的 均匀 各 向 同性 性 质 . a 和 b 只 是 t 和 y 的 函数 ， 
另外 , 我们 假定 了 平 直 空 间 部 分 , 可 以 直接 引入 空间 曲率 . 由 五 维 时 空 的 爱 因 斯 坦 
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场 方程 得 到 
az Co0=3 É r = ~ A ma 7 x) =a7b*[pp + pd(y—ys)}, (10.2.15) 
= .3 12 ILI 
a°b’ G? 三 3 k — = 一 257 一 4 + u?) = —a*b TÈ, (10.2.16) 


212 a’ aa 27.2770 
a*b*Ge = -> +27 +- + —- | = —a'b'Ts, (10.2.17) 


aa a b b2 a" b" p/2 ag 
aoje (sta aw ô; 
= —a°b’ [pp + po(y 一 yo)]6;. (10.2.18) 


其 中 五 维 时 空 的 能 量 - 动 量 张 量 Te 具有 一 般 形式 . 对 于 RS EN, 我 们 取 pp = 
-pe = As ÑA T? = 0. 后 面 我 们 将 利用 这 些 方程 得 到 五 维 时 空 含 标量 场 时 的 弗 里 
德 曼 方程 .方程 中 的 点 表示 对 时 间 t 求 导 , 撤 号 表示 对 y 求 导 .将 方程 的 00 分 
量 对 y 从 -e 到 e 积分 , 并 利用 aly) = a(-y), bly) = b(—y),a' (y) = -a(-y) 和 
b’(y) = —b(—y) (BN Z2 对 称 性 ), 4 e 一 0 时 得 到 


Z ymo = abp (10.2.19) 
同样 , 积分 ij 分 量 , 并 利用 最 后 一 个 方程 , 得 到 
a = -Zabo +p). (10.2.20) 
这 两 个 方程 称 为 连接 条 件 . 当 y = 0 时 , 爱 因 斯 坦 场 方程 的 05 分 量 给 出 
pt 3<(p +p) =0. (10.2.21) 


其 中 我 们 利用 了 连接 条 件 (10.2.19) 和 (10.2.20). 此 式 表 明 膜 上 物质 守恒 . 
同样 地 , 55 分 量 给 出 


= 一 a + kb? = wa Fac + 3p) + | . (10.2.22) 
代入 宇宙 时 dr = abdt, 将 a 写成 a= exp(a(t)) 并 利用 能 量 守恒 , 得 到 
一 = se 十 = (e5) | (10.2.23) 
AF aH = da/dr. 式 (10.2.23) 积分 得 到 
PLE, (10.2.24) 
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最 后 一 步 我 们 将 总 的 能 量 密度 和 压强 分 成 物质 部 分 和 膜 张力 部 分 , BD p = pm + 
和 p= pm — 0, 然后 我 们 得 到 弗 里 德 曼 方程 


8TC PM 44 p 
, ihn 二 10.2.25 
ga La) eg a ae) 
式 中 
8TCG o 

一 一 -一 一 10.2.26 
TE (10.2.26) 

A4 _ g? As 
3 36 T T (10.2.27) 


对 比 最 后 一 个 方程 和 静态 Randall-Sundrum 解 中 的 微调 (10.2.13) 可 知 44 = 0. 如 
果 膜 张力 和 五 维 宇宙 常数 有 一 小 的 失调 , 就 会 生成 一 个 有 效 四 维 宇宙 常数 ， 另 一 
个 重要 的 问题 是 四 维 牛顿 常数 与 膜 张 力 直接 相关 , p 是 积分 常数 , 方程 中 含 u 的 
项 称 为 暗 辐 射 项 . 可 以 通过 五 维 时 空 方 程 求 出 (后 面 将 讨论 ). Birkhof 定理 的 广 
义 表述 告诉 我 们 , 如 果 五 维 时 空 是 AdS, 这 个 常数 vp 为 0, 如 果 五 维 时 空 是 AdS- 
Schwarzschild 时 空 , y 不 为 0, 且 这 时 的 jy 值 可 以 用 来 量度 五 维 时 空 黑洞 的 质量 . 下 
面 我 们 假设 u= 0, 44 = 0. 

对 比 一 般 的 四 维 弗 里 德 曼 方程 形式 , 这 里 的 弗 里 德 曼 方程 多 了 正比 于 p? 的 项 ， 
这 说 明 如 果 物 质 能 量 密度 远大 于 膜 张 力 , 即 pm > o, 则 膨胀 速率 正比 于 pm, 而 不 
是 Vm, 膨胀 速率 变 大 了 . 只 有 膨胀 速率 远大 于 物质 能 量 密度 时 , 才 回 到 一 般 的 结 
论 , 即 H x Jo. 这 是 膜 宇 宙 理 论 最 重要 的 一 个 不 同 之 处 . 这 种 改变 是 普遍 的 , 而 
不 只 限制 于 Randall-Sundrum 膜 宇宙 模型 .从 弗 里 德 曼 方程 和 能 量 守 恒 方 程 得 到 
Raychandhuri 方程 


H PM 
Go = 4G (pm + pm) (1+) . (10.2.28) 


后 面 我 们 将 利用 这 些 方程 讨论 由 膜 上 标量 场 导致 的 暴 胀 问题 . 注意 到 核 合 成 时 , 必 
须 忽 略 弗 里 德 曼 方程 中 的 膜 宇 宙 修 正 , 否则 , 膨胀 速率 将 发 生 改变 , 从 而 导致 轻 元 
素 丰 度 的 改变 , 使 得 o > (1MeV)*. 该 理论 相对 牛顿 定律 的 偏差 导致 了 更 强 的 约 
R: 后 ”> 105TeV 和 o > (100GeV)*. 类 似 地 , 对 于 暗 辐 射 也 存在 字 宙 学 约束 . 计 
算 表明 , 暗 辐 射 能 量 密度 最 多 也 只 能 是 光子 能 量 密度 的 10%. 

10.2.2 ”导出 爱 因 斯 坦 场 方程 的 另 一 个 方法 


得 到 膜 上 的 爱 因 斯 坦 场 方程 还 有 一 种 更 好 的 方法 . 考虑 单位 法 矢 典 在 五 维 时 
空中 一 个 任意 的 3+1 维 超 曲面 M E, 它 的 诱导 度 规 和 外 部 曲率 定义 为 

hg = 08 — Nn Ne, (10.2.29) 

Kap = hhi Ven’ . (10.2.30) 


10.2 Randall-Sundrum RY HRA - 425 . 
为 了 得 到 爱 因 斯 坦 场 方程 , 我 们 需要 三 个 方程 , 其 中 两 个 将 由 hos 构成 的 四 维 量 和 
由 gu 构成 的 五 维 量 联系 起 来 (Wald,1984). 第 一 个 方程 是 高 斯 方程 

RY = hhh LAT Rjkim 一 2KajcKap - (10.2.31) 


这 个 等 式 将 四 维 曲 率 张 量 RO 和 五 维 曲率 张 量 以 及 Kao 联系 起 来 . 接 下 来 是 
Cadazzi 方程 , CH Kab, no MAE Ricci 张 量 联系 起 来 : 


VOK? VAK = n'h? Rye - (10.2.32) 


我 们 可 以 将 五 维 曲率 张 量 分 解 成 Weyl 张 量 Conca 和 Ricci 张 量 


2 
Rabed = 3 (Jaje Rajo — JojcRdja) 一 = Rgalgua + Cabcd - (10.2.33) 
将 最 后 一 个 方程 用 高 斯 方程 代替 , 并 构建 一 个 四 维 爱 因 斯 坦 张 量 , 我 们 得 到 
GH = 3 [ca + (Gean’n? 一 {Ghee + K Kap 一 KeKoec 
1(K? — KK aha — Eas , (10.2.34) 


式 中 

Eup = Cabean nh. (10.2.35) 
必须 强调 , 这 个 方程 对 任意 超 曲 面 都 成 立 , 如 果 考 虑 能 量 -动量 张 量 为 Tao 的 超 曲 
面 , Kas 和 Tan 之 间 存 在 以 下 的 关系 : 


1 
[Kab] = —k? (Tar 一 shesT ) (10.2.36) 


式 中 了 是 Ta 的 迹 , […] 表示 跃迁 
(f(y) = lim(f(y + €) — f(y—e). (10.2.37) 


这 些 方程 称 为 连接 条 件 , 他 们 等 效 于 宇宙 学 背景 中 的 连接 条 件 (10.2.19) 和 (10.2.20). 
将 Top 分 离 ,To。 = Tab 一 Chab, 并 在 式 (10.2.34) 中 代入 连接 条 件 , 得 到 膜 上 的 爱 因 
斯 坦 场 方程 


GP = 8nGras — Ashab + kArap — Eob . (10.2.38) 


张 量 Tab 定义 为 


1 1 1 1 
Tab = Jo 7 7 = ATacTh 十 gltabTeat = 5q7 hab 。 (10.2.39) 
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而 
kéo 
8G = 4 | (10.2.40) 
2 2 
Ag = 2 (4s + 全? l (10.2.41) 


在 Randall-Sundrum 模型 中 , 由 于 膜 张力 和 五 维 时 空 宇宙 常数 之 间 的 微调 , 我 们 有 
A, = 0, 又 因为 AdS 时 空 的 Weyl 张 量 为 0, 所 以 Es = 0. 利用 能 量 守恒 和 Bianchi 
恒等式 , 在 膜 上 有 


kV’ Ta = V° Bao, - (10.2.42) 


这 种 方法 的 优点 是 既 没 假设 宇宙 均匀 各 问 同 性 也 没 假设 五 维 时 空 是 AdS 时 空 , 当 
五 维 时 空 是 Ads INS ARE FRW 时 空 时 , 上 面 的 方程 退化 到 之 前 的 弗 里 德 曼 方 
程 和 Raychaudhuri 方程 . 

10.2.3 AREA BRAK 


在 高 能 条 件 下 , p? 项 起 主要 作用 , 这 时 弗 里 德 曼 方程 有 很 大 的 修改 , REDE 
期 宇宙 学 将 与 标准 4D 宇宙 学 不 同 . 这 似乎 自然 地 使 人 们 寻找 早期 宇宙 现象 (如 暴 
胀 ) 的 膜 效 应 . 标量 场 的 能 量 密度 和 压强 为 


py = shu + V(9), (10.2.43) 
Po = 的 —V(¢), (10.2.44) 


AF V(¢) 是 标量 场 的 势能 . 标量 场 的 演化 由 (修正 的 ) 3p HS, Klein-Gordon 
方程 和 Raychaudhuri 方程 描述 . 
假设 场 是 慢 滚 动 的 , 场 的 演化 由 下 面 的 方程 描述 (从 现在 起 , 方程 中 的 点 号 表 
示 对 字 宙 时 求 导 )， 
OV 


3Họ ~ aa (10.2.45) 
H? = ae Vig) (1 + ae) (10.2.46) 
由 这 些 方程 不 难 发 现 , 慢 滚 动 参数 为 
_ HH 1 (V'\* [4e(0+V) 
«=H? 16xG (+) Ee 十 oa ! HERS 


PERES. su aa (> mei (10.2.48 
1=~3H? 16xG \V ) |2o+V) ` =e) 
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上 式 方 括号 内 的 表达 式 是 对 广义 相对 论 的 修正 .这 表明 对 于 给 定 势 和 初始 条 件 的 
标量 场 , 慢 滚动 参数 比 广义 相对 论 预言 的 减 小 了 . RAZ, RS HRA SBR 
动 暴 胀 . 当 c <V 时 , 慢 滚动 参数 被 严重 削弱 . 这 表明 采用 更 陡 的 势 可 以 推进 慢 滚 
动 暴 胀 . 下 面 我 们 讨论 宇宙 微 扰 的 含义 . 

根据 爱 因 斯 坦 场 方 程 (10.2.38), 度 规 的 微 扰 不 仅 源 于 物质 微 扰 还 源 于 隐 含 在 
Es 微 扰 中 的 五 维 时 空 几何 微 扰 , 可 以 将 其 看 成 外 部 微 扰 源 . 这 在 广义 相对 论 中 是 
没有 的 . 从 方程 (10.2.42) 可 以 看 出 , WRK Ea 看 作 另 一 种 流体 (PRA Weyl 流体 ) 
的 能 量 - 动量 张 量 , 那么 它 的 演化 将 与 膜 上 的 物质 能 量 密度 有 关 . 忽略 Weyl 流体 
压强 的 各 向 异性 , 它 在 低能 条 件 下 和 超 视界 尺度 上 像 辐射 一 样 衰 减 , 即 OE, x a~t. 
然而 , 五 维 时空 引 力 场 使 得 膜 上 的 压强 各 向 异性 ， 从 而 导致 不 能 只 通过 膜 上 的 投影 
方程 获得 膜 的 时 间 演 化 , 必须 解 出 所 有 满足 连接 条 件 的 五 维 方程 . 

人 们 至 今 还 无 法 理解 宇宙 不 同 区 域 Eao 的 完整 演化 过 程 . 下 面 我 们 讨论 对 于 
de Sitter 膜 已 得 出 的 部 分 结论 . 研究 表明 , Ea 并 不 改变 标量 微 扰 谱 . 但 人 们 还 不 清 
楚 从 宇宙 微波 背景 辐射 各 向 异性 的 事实 来 看 , 辐射 为 主 时 期 和 物质 为 主 时 期 的 瞬时 
宇宙 演化 是 否 留 下 了 五 维 时 空 引力 场 的 痕迹 . 考虑 到 这 个 问题 , 对 于 标量 微 扰 我 们 
将 忽略 由 投影 Weyl 张 量 描述 的 引力 反作用 . 考虑 标量 微 扰 后 , 膜 上 的 时 空 线 元 为 


ds? = —(1 + 2A)dt? + 20, Bdtda' + [(1 一 2%)65 + DijE]da'dx ， (10.2.49) 


APA BEA y Æ tA zx’ 的 函数 . 讨论 标量 微 扰 的 一 个 很 重要 的 方法 是 利用 规 
范 不 变量 


¢ = 人 + H% (10.2.50) 
在 广义 相对 论 中 ,〈 的 演化 方程 可 以 由 能 量 守恒 方程 得 到 . 在 大 尺度 上 有 


H 
= 一 一 -一 bp ad ， 10.2.51 
Ç Dp peed (10.2.51) 


AP 5pnaa = bptot — c25p 是 非 绝热 压强 微 扰 . 能 量 守 恒 方程 对 于 Randall-Sundrum 
模型 也 成 立 . 因此 式 (10.2.51) 对 我 们 考虑 的 膜 宇宙 模型 仍 成 立 . 单一 标量 场 bpnad 
引起 的 暴 胀 会 消失 , 所 以 暴 胀 时 期 ¢ 在 超 视 界 尺度 上 是 常数 . 它 的 幅 是 平 直 超 曲面 
上 标量 场 涨 落 的 函数 

_ Hb 
aia” 
由 于 膜 宇 宙 模 型 中 Klein-Gordon 方程 没有 改变 , ( 慢 滚动 ) 标量 场 中 的 量子 涨 落 满 ， 
足 ((59)?)(H/2n)?. 标量 微 扰 幅 为 A2 = 4(C?)/25. 利用 慢 滚动 方程 和 式 (10.2.52) 


¢ (10.2.52) 
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可 以 得 到 (Maartens et al.,2000) 


5127 \ V3 [20 +V]? 
As z (aa) v2 | 20 | k=aH l 
方 括号 内 的 仍 是 修正 项 . 可 以 看 出 , 对 于 给 定 的 势 , 标量 微 扰 幅 比 广义 相对 论 预 言 
的 增 大 了 . 

很 多 研究 者 认为 , 微 扰 在 暴 胀 时 期 并 不 重要 , 至 少 标量 微 扰 是 这 样 的 . 但 是 对 
于 张 量 微 扰 , 这 一 结论 不 一 定 正 确 . 因为 引力 波 可 以 在 五 维 时 空中 传播 . 对 于 张 量 
微 扰 , 可 以 得 到 单一 变量 的 波动 方程 , 该 方程 可 以 分 解 成 四 维 部 分 和 五 维 部 分 , 波 
动 方程 的 解 的 形式 为 hi; = A(y)h(z*)eij, 其 中 ei; 是 ( 常 ) 极 化 张 量 . 张 量 微 扰 的 
零 模 幅 为 


(10.2.53) 


AT = 5 Ta H? F?(H/)|k=aH ， (10.2.54) 
式 中 
1\] 71/2 
F(z) = [v 1 + z2 — z*arsinh G) ; (10.2.55) 
我 们 定义 了 
H :和 


可 以 看 出 生成 了 m > 3H/2 的 模 , 但 它 在 暴 胀 时 期 是 衰减 的 ， 因此 , 可 能 只 有 无 质 
量 模 能 够 维持 到 暴 胀 结束 的 时 候 . 

由 式 (10.2.54) 和 (10.2.53) 可 以 看 出 , 标量 微 扰 和 张 量 微 扰 的 幅 在 高 能 时 都 加 
强 了 , 但 标量 微 扰 加 强 得 更 多 , 因此 , 如 果 暴 胀 发 生 在 高 能 量 时 期 , 张 量 微 扰 的 相关 
贡献 就 被 削弱 了 . | 

最 后 ， 我 们 还 要 指出 , 在 预言 双 场 膜 暴 胀 的 问题 上 , 广义 相对 论 和 本 文 讨 论 
的 膜 宇 宙 模 型 存在 区 别 . 两 者 的 相关 性 分 为 绝热 双 场 暴 胀 和 等 曲率 双 场 暴 胀 . 在 
Randall-Sundrum 模型 中 , 这 种 暴 胀 发 生 在 高 能 时 期 , 这 种 关系 变 弱 了 . 这 意味 着 ， 
如 果 暴 胀 发 生 在 能 量 远 大 于 膜 张力 时 , 那么 等 曲率 微 扰 和 绝热 微 扰 是 不 相关 的 . 

宇宙 微 扰 的 最 大 问题 在 于 只 有 在 背景 宇宙 中 才 可 能 计算 投影 Weyl KE. 分 析 
膜 宇 宙 微 扰 时 , 必须 考虑 含 Eo; 项 可 能 不 为 0. 这 意味 着 密度 方程 与 5 = 6p/p 不 
同 , 而 是 由 下 式 给 出 : 


.. 二 . 2 
ô + (2 — 3wm) Hô — 6wm(H? + H)d = (1 + wm)ôRoo 一 mags ， (10.2.57) 
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式 中 wm = p/p, k 是 波 数 . 当 SRo 包含 Eo 时 , 这 个 方程 无 法 解 出 . 
以 上 讨论 的 R-S 模型 是 最 简单 的 膜 宇宙 模型 . 我 们 没有 讨论 修正 后 的 弗 里 德 
曼 方程 导出 的 其 他 重要 结论 , 如 原初 黑洞 的 演化 . 


10.3 含有 五 维 时 空 标量 场 的 模型 


我 们 将 前 面 得 出 的 结论 推广 到 含 标量 场 的 五 维 时 空 . 为 了 讨论 膜 动力 学 , 我 们 
可 以 研究 投影 爱 因 斯 坦 场 方程 和 Klein-Gordon 方程 . 


10.3.1 BPS 背景 
我 们 讨论 一 个 特例 , 五 维 时 空 的 拉 氏 量 为 


= zg [ Eyf -s (R- F00 +v) (10.3.1) 


AP V(¢) 是 五 维 时 空 的 势 , 边界 作用 取决 于 膜 势 Up(9) 
Se = -z3 =/ A err rp (10.3.2) 


Up(¢) 在 膜 上 计算 . BPS 背景 是 一 种 特殊 情形 , 五 维 时空 势 能 和 膜 势 能 之 间 存 在 特 
殊 的 关系 . 研究 N = 2 且 具 有 矢量 多 重 谱 的 超 引 力 时 , 会 出 现 这 种 关系 , 五 维 时 空 
BA 


2 
V= (Sr) -W?, (10.3.3) 


AF W(¢) 是 超 势 , 膜 势 由 超 势 给 出 
Up=W. (10.3.4) 


最 后 两 个 关系 式 还 用 于 生成 五 维 时 空 解 而 不 必用 到 超 对 称 性 . ER W = const, 便 回 
到 R-S 情形 . 加 上 超 引 力 的 约束 , 超 势 变 为 指数 形式 


W = 4ke®? , (10.3.5) 


a = —1/712,1/V3. 五 维 时 空运 动 方程 包括 爱 因 斯 坦 场 方程 和 Klein-Gordon 方程 . 
在 BPS 中 , 设 度 规 为 


ds? = a(y} nurdz”dz” + dy? . (10.3.6) 
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这 些 二 阶 微 分 方程 可 以 化 为 一 阶 微分 方程 组 
a’ W , OW 


(10.3.7) 


a 4’ 4 = 06 ` 
当 W 为 常数 时 , 又 回 到 R-S 模型 . 
由 边界 条 件 可 以 得 到 BPS 系统 的 一 个 有 趣 的 性 质 . Israel 连接 条 件 退化 为 


a W 
| ia = sie | (10.3.8) 
对 于 标量 场 有 
?'\p= AT i (10.3.9) 


这 是 BPS 最 重要 的 性 质 : 边界 条 件 和 五 维 时 空 方程 一 致 . 换言之 , 一 旦 解 出 五 维 时 
空 方程 就 可 以 将 BPS 膜 放 在 背景 的 任意 处 , 边界 条 件 对 此 没有 任何 限制 . 
下 面 我 们 以 指数 形式 的 超 势 为 例 , 标 度 因子 解 为 


aa 一 (1 一 4ka2z5)LM4a ， (10.3.10) 
标量 场 为 
d= -= In(1 — 4ka*zr5) . (10.3.11) 


当 o + 0 时 , 五 维 时 空 标量 场 消失 , 表达 式 又 回 到 R-S 情形 . 这 里 出 现 了 一 个 新 的 
特征 , 即 五 维 时 空 存在 奇 点 


a(zs)|., = 0. (10.3.12) 
为 了 便于 分 析 奇 点 的 性 质 , 我 们 采用 共 形 坐标 系 
pas (10.3.13) 


a(zs) 


在 这 个 坐标 系 中 光 沿 直线 u = tt 传播 . 者 a? < 1/4, RAE u, = 00 处 , 这 个 奇 点 
是 类 光 的 , 它 将 吸收 入 射 的 引力 波 . 换言之 , 波 包 的 传播 不 只 是 在 奇 点 附近 才 有 定 
X. 综 上 所 述 , 含 五 维 时 空 标量 场 的 膜 宇宙 模型 的 一 个 重要 缺陷 就 是 存在 裸 奇 点 . 


10.3.2 de Sitter FRANK de Sitter KR 
5 BPS 情况 


Up = TW (10.3.14) 
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相 比 较 , 通过 张力 的 微调 失 谐 对 BPS BABE, 这 相当 于 增加 或 减少 张力 ， 式 
(10.3.14) PT 是 实数 . 注意 到 修正 只 影响 边界 条 件 , 五 维 几何 和 标量 场 仍 是 BPS 
运动 方程 的 解 . 此 时 , 膜 不 再 是 静态 的 . 在 失 谐 情况 下 , 得 到 一 个 升 高 了 的 膜 或 旋 
转 了 的 膜 . 接 下 来 我 们 推广 这 个 结论 , 然后 再 详细 解释 . 定义 ult) 为 共 形 坐标 系 
中 膜 的 位 置 , 我 们 得 到 
La 
了 2 

膜 速度 矢量 和 一 般 的 形式 一 样 . 对 于 T > 1, 膜 速度 是 类 时 的 , 且 膜 做 匀速 运动 . 对 
FT <1, 膜 速 度 矢量 是 类 空 的 , 且 膜 是 旋转 的 . 回 到 静态 膜 情 形 , 我 们 看 到 五 维 时 
空 几何 和 标量 场 依赖 于 z*， 下面 我 们 会 发 现 膜 在 静态 五 维 时 空中 运动 , 或 者 说 非 
静态 五 维 时 空 的 边界 处 是 静态 膜 . 

通过 研究 人 > 1 的 膜 几 何 , 我 们 对 前 面 的 讨论 作 一 个 小 结 . 可 以 通过 弗 里 德 曼 
方程 得 到 诱导 五 维 时空 因 子 


(Ou)? = 


(10.3.15) 


T? 一 1 
16 
AP W 在 膜 上 计算 , 可 以 发 现 宇宙 解 只 在 T > 1 时 有 效 . 在 R-S 模型 中 ,由 
W = 4k 得 到 


H? = W?, (10.3.16) 


R? = (T? —1)k?. (10.3.17) 


当 了 > 1 时 , 膜 几 何 是 由 正 的 宇宙 常数 驱动 的 , 它 只 驱动 de Sitter 膜 . 3 T <1 Rf, 
宇宙 常数 是 负 的 , 它 驱动 反 de Sitter 膜 . 


10.3.3 ”五 维 时 空 标量 场 和 投影 方法 


首先 我 们 沿用 与 坐标 系 无 关 的 方法 , 这 样 可 以 得 到 膜 上 的 物质 守恒 方程 .Klein- 
Gordon 方程 和 弗 里 德 曼 方程 . 然后 我 们 关注 更 加 几何 化 的 形式 , 投影 Weyl KEA 
重要 作用 . 下 面 我 们 取 ks = 1. 

考虑 一 个 静态 膜 , 将 它 放 在 zs = 0 处 , 并 设 M0, = 1, 这 是 为 了 保证 膜 和 五 
维 时 空 的 膨胀 速率 一 致 


4H = OV—glo ; 3Hpg 一 Ory —galo ` (10.3.18) 


我 们 定义 字 宙 时 为 dr = ablodt. 扳 号 表示 求法 向 导数 3。 = lode. 另外 , 考虑 到 
将 出 现在 膜 上 的 物质 , 我 们 有 


matter 
Ty 


= (—pm, Pm, Pm, Pm) - (10.3.19) 
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五 维 时 空 的 能 量 - 动量 张 量 为 


Tas = 3(8udB5g) — =900((86)? + V) . (10.3.20) 
膜 上 总 的 物质 密度 和 压强 为 : 
p= Pm + “Up , P=Pm~ “Up (10.3.21) 


膜 上 物质 的 出 现 没 有 改变 标量 场 的 边界 条 件 . 
由 爱 因 斯 坦 场 方程 的 05 分 量 得 到 物质 守恒 方程 


pm = —3H(pm + Pm) . (10.3.22) 
由 爱 因 斯 坦 场 方 程 的 55 分 量 , 我 们 得 到 
=f ~-Q--p+4, (10.3.23) 


式 中 以 k 为 单位 . 最 后 一 项 代表 暗 辐 射 项 , 原因 与 R-S 模型 中 的 一 样 . Q 和 五 满 
足 微 分 方程 
Q+4HQ=HT>, E+4HE=-pT®. 
积分 这 些 方程 得 到 
2 
H? = aa +t + hm - jane a | dr oe gi- 2U) 一 A = | dra pm E . (10.3.24) 


为 得 到 暗 辐 射 项 , 我 们 用 到 了 


加 1 2 OUR * 
U = 5 (v2 一 (52) + v) j (10.3.25) 


这 是 含 五 维 时 空 标量 场 时 膜 上 的 弗 里 德 曼 方程 . 注意 到 这 里 出 现 了 由 膜 和 标量 场 
动力 学 历史 引起 的 延缓 效应 . 下 面 我 们 会 发 现 , 这 些 延 缓 效应 源 于 投影 Weyl KR, 
是 由 膜 和 五 维 时 空 之 间 交 换 能 量 所 导致 的 . 我 们 注意 到 , 牛顿 常数 依赖 于 膜 上 五 维 
时 空 标量 场 的 值 [po = 9(t,y = 0)] 


82Gn(¢o) _ kgUB(d0) 
ee (10.3.26) 


在 宇宙 尺度 上 , 标量 场 随时 间 的 变化 导致 牛顿 常数 随时 间 变 化 , 这 使 得 实验 上 有 很 
KAR, 也 严格 限制 了 标量 场 对 时 间 的 依赖 

为 了 对 弗 里 德 曼 方程 的 物理 含义 有 一 个 直观 的 认识 , 我 们 假设 标量 场 在 标 度 因 
子 的 变化 尺度 上 演化 得 很 慢 , 忽略 牛顿 常数 的 演化 , 此 时 弗 里 德 曼 方程 简化 为 
8xGN($) 避风 


> 
fom gh gag 


(10.3.27) 
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这 里 有 几 点 需要 说 明 . 首先 , 我 们 忽略 了 p? 项 的 贡献 , 因为 我 们 考虑 低 于 膜 张力 的 
能 量 尺度 . 标量 场 动力 学 的 主要 影响 是 使 得 弗 里 德 曼 方程 包含 了 势能 U 和 动能 如 . 
虽然 势能 为 正 , 但 动能 是 负 的 . 在 10.5 节 讨 论 四 维 低能 有 效 作 用 量 时 , 我 们 将 再 次 
分 析 这 个 问题 . 动能 的 负 号 是 由 于 在 爱 因 斯 坦 标 架 中 牛顿 常数 不 变 . 换 成 膜 标 架 时 ， 
有 效 四 维 理论 中 也 会 出 现 类 似 的 负 号 . 

含 时 标量 场 由 Klein-Gordon 方程 确定 , 其 动力 学 形式 为 


了 YL OUB OU 
o+4H p+ 7 € = wm ) Pm- ~ -5 + 人 Ab, (10.3.28) 
式 中 Pm = Pm’m:; 
me OUBp 92UB 
Dy 一 一 一 -一 oO. 
Ad, oi a6 OE lo (10.3.29) 


它 不 能 为 0, 下 面 讨论 宇宙 解 时 假设 这 一 项 为 负 . 

标量 场 的 演化 由 两 个 影响 驱动 . 首先 标量 场 通过 U 的 梯度 与 能 量 -动量 张 量 
KR, 其 次 , 场 由 势 U 的 梯度 驱动 , 这 个 梯度 可 以 不 为 0. 

回 到 非 平庸 的 弗 里 德 曼 方 程 , 利用 Gauss-Codazzi 方程 可 以 得 到 膜 上 的 爱 因 斯 
坦 场 方程 


Up 


现在 可 以 在 均匀 各 向 同性 宇宙 情形 下 确定 投影 Weyl KES. 实际 上 , RA Eoo 分 
量 是 独立 的 . 利用 毕 安 奇 恒等式 D*C。e = 0, De 为 膜 协 变 导数 , 可 以 得 到 


— Tab + Tab + ;0 ph 一 = (8¢)?h ab — Eab. (10.3.30) 


Eoo + 4H Eoo = a, (= e+ =U) 4+ = SHG + Pm : (10.3.31) 
进而 得 到 
Evo = = I dra* (o (že + SU) + SHG + -一 pm tm) i (10.3.32) 
a T | 8 - 
利用 
Goo = 3H? , (10.3.33) 


可 以 得 到 弗 里 德 曼 方程 . 不 难看 出 , 延缓 效应 是 由 于 投影 Wey 张 量 引起 的 . 
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10.3.4 ”微调 和 宇宙 加 速 脱 胀 


膜 动 力学 不 是 封闭 的 , 它 是 一 个 开放 系统 并 不 断 与 五 维 时 空 交换 能 量 , 主要 体 
现在 暗 辐 射 项 和 亏损 参量 上 . 由 于 我 们 只 讨论 膜 上 的 物理 量 , 采用 投影 方法 时 不 需 
要 详细 了 解 膜 动 力学 . 下 面 我 们 假设 不 存在 暗 辐 射 项 , 并 忽略 亏损 参量 . 另外 , BAN 
讨论 五 维 时 空 标量 场 在 不 驱动 暴 胀 的 情况 下 对 后 期 宇宙 ( 即 核 合成 后 ) 的 影响 . 

我 们 利用 微调 来 解决 宇宙 常数 问题 . 对 应 于 a = 1 的 BPS BH, 对 于 任意 的 
膜 张力 值 都 有 U = 0, 由 此 可 以 解释 膜 宇 宙 学 常数 的 消失 . 物理 上 我 们 把 膜 宇 宙 常 
数 的 消失 解释 为 膜 张力 使 五 维 时 空 弯曲 , 从 而 形成 一 个 完整 的 平 直 膜 . 然而 这 种 五 
维 时 空 几何 描述 会 导致 五 维 时 空 奇 点 , 这 个 奇 点 必须 由 第 二 个 膜 掩盖 , 这 时 第 二 个 
膜 经 过 微调 后 与 第 一 个 膜 的 张力 一 致 . 这 再 次 表明 , 微调 是 公认 的 解决 宇宙 常数 问 
题 的 方法 . 

我 们 将 微调 推广 到 w 尖 1 的 情况 , 即 Up = TW,T>1 且 W 是 指数 形式 的 超 
势 , 得 到 膜 上 的 诱导 度 规 属于 FRW 型 , 标 度 因子 为 


i ye 


a(t) = a (= (10.3.34) 


to 
从 而 得 到 宇宙 减速 因子 


2 


1 (10.3.35) 


fo = 1+ 2a? i 


对 于 超 引力 的 值 a = -i 得 到 qo = 和, 这 与 超新星 观测 结果 吻合 . 这 个 模型 


堪 称 膜 宇 宙 理 论 的 典范 , 后 面 我 们 还 要 讨论 这 个 理论 的 缺陷 . 
10.3.5 ARS RAR 


考虑 存在 五 维 时 空 标量 场 时 的 宇宙 , 假设 在 辐射 为 主 时 期 和 物质 为 主 时 期 五 维 
时 空 标量 场 的 势能 U 可 以 忽略 . 

在 远大 于 膜 张力 的 高 能 条 件 下 , 可 以 得 到 一 个 由 弗 里 德 曼 方程 中 p 项 决定 的 
特殊 的 宇宙 . 假设 在 辐射 为 主 时 期 标 度 因子 的 行为 满足 


ra (=) ‘a (10.3.36) 
而 标量 场 满足 

he Min (=) | (10.3.37) 
可 以 看 出 , 在 辐射 为 主 时 期 不 存在 修正 . 假如 


$= ĝi, (10.3.38) 
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这 是 当 辐 射 能 量 -动量 张 量 的 迹 为 0 时 Klein-Gordon 方程 的 一 个 解 (还 有 一 个 衰 
减 解 , 我 们 忽略 了 )、 在 物质 为 主 时 期 , 标量 场 由 于 与 能 量 - 动量 张 量 的 迹 耦 合 而 演 
化 , 这 会 导致 两 个 结果 : 第 一 , 标量 场 的 动能 会 对 弗 里 德 曼 方 程 有 贡献 ; 第 二 , AR 
牛顿 常数 不 再 是 常数 . 由 于 核 合成 , 牛顿 常数 的 宇宙 演化 受到 严格 限制 , 也 限制 了 
o 的 演化 . 为 了 定量 地 讨论 , 我 们 回 到 具有 失 谐 参数 T 的 指数 超 势 . 标量 场 和 标 度 
因子 与 时 间 的 关系 为 


2 
8 t t \ 3 45% 
$= -Fain(*) ) a=a (F) ; 


式 中 t。 和 a。 是 物质 和 辐射 平衡 时 的 时 间 和 标 度 因子 ,注意 标 度 因子 的 指数 与 标准 
模型 中 的 5 有 微小 的 差异 . 与 牛顿 常数 相关 的 红 移 值 为 


GN(z) _ (uy | 


Gn (Ze) z Ze + 1 


当 引 力 模型 取 a = -= 和 z ~ 10° 时 , 可 以 算出 自 核 合成 以 来 , 红 移 减少 了 约 
37%, 这 个 结果 与 实验 观测 基本 符合 . 

最 后 , 我 们 分 析 标 量 场 的 膜 势 能 U 导致 字 宙 加 速 膨胀 的 可 能 性 、 当 忽略 膜 上 
的 物质 时 , 可 以 构建 一 些 膜 quintessence 模型 . 这 会 导致 微调 问题 


M4 ~ pe, (10.3.40) 
RP M4 = (T Noe 是 膜 上 失 谐 张力 的 大 小 ， 如果 像 大 部 分 quintessence 模型 
5 
那样 利用 微调 来 解决 , 那么 oa = -局 的 指数 模型 与 五 维 quintessence 模型 在 字 
宙 学 上 是 一 致 的 . 
10.3.6 “小 结 
含 五 维 时 空 标 量 场 的 膜 字 宙 模 型 不 同 于 R-S 模型 的 地 方 是 引力 常数 随时 间 变 
化 . 它 与 标量 - 张 量 理论 有 很 多 相同 之 处 , 但 有 一 个 重要 的 区 别 是 投影 Weyl KE 
和 它 的 演化 . 五 维 时 空 标量 场 不 仅 起 quintessence 的 作用 , 还 在 宇宙 暴 胀 时 期 起 重 


要 作用 . 人 们 将 会 发 现 , 五 维 时 空 标量 场 在 宇宙 微波 背景 辐射 各 向 异性 和 时 空 大 尺 
度 结构 中 和 留 下 痕迹 。 


(10.3.39) 


10.4 静态 五 维 时 空中 运动 的 膜 


到 现在 为 止 , 我 们 主要 讨论 了 膜 的 演化 而 不 是 膜 本 身 . 实际 上 ， 选 择 方程 
(10.2.14) 引入 的 坐标 系 对 于 讨论 膜 本 身 是 很 方便 的 ,但 研究 膜 动 力学 和 它 的 几何 
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时 , 这 个 坐标 系 不 是 最 好 的 选择 . 我 们 已 经 在 10.2 节 中 提 到 推广 的 Birkhof 定理 ， 
CRH, 在 真空 五 维 时 空 情况 下 , 五 维 时 空 在 某 种 坐标 系 中 必须 是 静态 的 , 宇宙 演 
化 膜 就 在 那个 时 空中 运动 , MRL SSR NMOS A. 当 五 维 时 空 
含 标量 场 时 没有 这 样 的 定理 , 从 而 使 得 研究 这 种 系统 更 复杂 . 
10.4.1 在 AdS-Schwarzschild 了 时 空中 膜 的 运动 

10.3 节 我 们 讨论 了 与 BPS 构 形 (包括 R-S 模型 ) 相关 的 静态 背景 , 这 里 我 们 
集中 讨论 其 他 背景 . 在 这 些 背 景 中 , 可 以 积分 五 维 时 空运 动 方程 . 假设 度 规 为 


ds? = —A?(r)dt? + B?(r)dr? 十 R?(r)dZ? ， (10.4.1) 
式 中 do? 是 三 维 对 称 空间 的 度 规 , 空间 曲率 为 g = 0,41. 通常 4,B 和 RR 取决 于 
标量 场 势 的 类 型 . 五 维 时 空 宇宙 常数 为 负 的 情形 与 此 不 同 , 因为 根据 Birkhof 定理 ， 
爱 因 斯 坦 场 方程 的 通 解 由 A = f, B? = ; fl R=r 给 出 , H 


r? p 
fo) =at aya. (10.4.2) 


AP 1 = 1/k = \/—6/(Ask2) 是 Ads RÆ, y 是 黑洞 质量 . 这 个 解 称 为 AdS- 
Schwarzschild 解 . 

现在 研究 在 这 种 背景 下 张力 为 T/U 的 膜 的 运动 , 运动 方程 由 连接 条 件 决定 . 位 
于 r 处 且 具 有 Z: 对 称 性 的 膜 的 运动 方程 为 


(+? + f(r) = 了 ， (10.4.3) 
t 是 用 膜 上 的 固有 时 求 得 的 膜 速度 . 由 些 得 到 弗 里 德 曼 方程 
2 i\” 72-1 和 H 


这 样 ， 膜 张力 导致 一 个 有 效 宇宙 常数 (T? - 1)/22， 曲 率 的 形式 和 我 们 所 熟悉 的 标 
准 宇 宙 学 中 的 一 样 , 最 后 一 项 暗 辐 射 项 的 出 现 是 由 于 时 空中 有 黑洞 . 在 宇宙 膨胀 后 
期 , 暗 辐 射 项 可 以 忽略 , 重新 回 到 宇宙 常数 不 为 0 的 FRW FE. T= 1 对 应 于 
Randall-Sundrum 情况 . 


10.4.2 ”运动 的 膜 
下 面 我 们 描述 包括 前 面 提 到 过 的 AdS-Schwarzschild 时 空 在 内 的 一 般 时 空 形式 . 
考虑 一 个 风 在 静态 背景 中 的 膜 . 它 通 过 坐标 X4(c+) 参数 化 , 其 中 A=0,---,4, 
zk FARR FAB AR. 局 部 标 架 


ci OX 
Ort 


(10.4.5) 
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与 膜 相 切 . 诱导 度 规 为 
hives = HA; (10.4.6) 
外 部 曲率 为 
ee Dana's (10.4.7) 
AP n4 是 膜 的 单位 法 矢 , 由 下 式 定义 : 
gaph n? =1, naes=0. (10.4.8) 


XI TREKBEK (10.4.1) 描述 的 时 空中 的 均匀 膜 , RANA T = T(r),r = r(7), 其 中 
r 是 膜 上 的 固有 时 . 诱导 度 规 为 


ds?, = —d7? 十 R?(r)dZ?. (10.4.9) 
局 部 标 架 变 为 
eĉ = (T,7,0,0,0), ef(0,0, 5A) , (10.4.10) 
而 法 矢 为 
na = (ABr, —By/1 + #?,0,0,0). | (10.4.11) 
外 部 曲率 张 量 的 分 量 为 
Ki; = EE | (10.4.12) 
Kr = -5 (AVI + BA?) (10.4.13) 
连接 条 件 由 下 式 给 出 : 
Kw = (ru 一 sh) (10.4.14) 
这 意味 着 膜 动 力学 由 运动 方程 
5 (AVI + B373) 一 -等 (2p + 3p) (10.4.16) 


给 出 , 我 们 假设 膜 上 物质 是 流体 . 这 两 个 方程 决定 了 静态 背景 中 任意 膜 的 动力 学 性 
质 . 
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为 了 得 到 方程 组 的 解 , 我 们 假设 标量 场 边 界 条 件 为 
2 
nAOnd = Elp- 3p), 
其 中 与 膜 的 耦合 项 由 拉 氏 量 定义 
Sbrane = f atectbne Fy) , 


Ym 代表 物质 场 , 而 
= eh, 
由 此 可 以 得 到 
pokes B dg 
人 
结合 连接 条 件 便 得 到 守恒 方程 


p+3H(p +p) = (p — 3p)é. 


这 只 不 过 是 由 hy 定义 的 Jordan 标 架 中 的 物质 守恒 方程 . 


(10.4.17) 


(10.4.18) 


(10.4.19) 


(10.4.20) 


(10.4.21) 


现在 我 们 对 静态 五 维 时 空中 的 膜 运 动 做 一 般 的 分 析 . 为 此 , 将 五 维 时 空 度 规 改 


写 为 
= —f2(r)h(r)dt? + = ras? 
v3 
重新 定义 6 Po 和 V Ta, BERNAR 


3 rh hq’? 
(H+ 2) =-8(S+¥) 
3 rh’ hrf'\ 2 [R'E 
Klein-Gordon 方程 为 
7 
nra (Z+ any =F. 


式 (10.4.24) RER (10.4.23) 并 求解 相 减 后 得 到 的 微分 方程 , 得 到 


= exp ($ f arrg?) . 


(10.4.22) 


(10.4.23) 


(10.4.24) 


(10.4.25) 


(10.4.26) 
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此 式 在 求 投影 Weyl 张 量 的 空间 迹 时 很 有 用 . 利用 4 = vhf, R = 1, B= 1/Vh, 可 
得 


p E r /hf\V, a 
T de a ee aaa -一 ， A, 
r4 3 4f? ( r2 + 3,2 ae 


对 于 一 般 的 背景 , 此 式 类 似 于 暗 辐射 项 . 利用 式 (10.4.27), 运动 方程 可 以 写成 如 下 
形式 : 


2 2 
A == _ 后 H 一 一 kr” ro? 3 (10.4.28) 
3 2 | 
Fe ae 
H 十 42 = (nH - 4) rd2 ， (10.4.29) 
k2V = 6H + SrH -35 E, (10.4.30) 
式 中 
-h 
H= 3 (10.4.31) 


这 使 我 们 很 容易 得 到 前 面 的 解 . 选择 $ 为 常数 , 则 f=1,p 为 常数 , H 
i (10.4.32) 


此 即 AdS-Schwarzschild 解 . 
当 q@=0 时 , 运动 方程 简化 为 


ro = —-——— 
Hy ia 
kz., 3 dud (H 
Sv --aa hag (4 ) an. (10.4.35) 


从 这 一 形式 很 容易 看 出 , 五 维 时空 动 力学 方程 完全 是 可 积 的 . 首先 , 所 有 的 解 都 依 
赖 于 一 个 任意 的 函数 ue), 注意 到 


(10.4.36) 
式 中 jo 是 任意 常数 . 对 方程 (10.4.33) 积分 , 可 以 得 到 径 向 坐标 r 


k2 
r= roe $ S danat . (10.4.37) 
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最 后 , 度 规 中 剩 下 的 未 知 函 数 具 有 如 下 形式 : 
2 k2 a 
h = -rp f T 1 可 dd ， (10.4.38) 


势 V 满足 式 (10.4.35), 这 说 明了 为 什么 Birkhoff 定理 在 出 现 五 维 时 空 标量 场 时 是 
无 效 的 . 另外 , 很 吸引 人 的 一 点 是 暗 能 量 项 的 推广 完整 地 诠释 了 五 维 时 空 的 动力 学 . 
将 弗 里 德 曼 方 程 写 为 如 下 形式 : 


kå 
H?=H+ sgh P ， (10.4.39) 


式 中 H 是 膜 上 用 字 宙 时 表示 的 哈 芝 参 数 ， 通 过 研究 临界 点 E 附近 的 动力 学 可 以 
得 到 标准 宇宙 学 . 参数 化 
= a + Bo’ (10.4.40) 
可 以 得 到 弗 里 德 曼 方程 
H? = #5 (p? — 6)? + = 4+ O(a‘). (10.4.41) 
9 是 任意 的 积分 常数 . 注意 到 当 距 离 很 大 时 , 和 Randall-Sundrum 情形 的 微小 差异 
p=r BIA (10.4.42) 
趋 于 0. 因此 , 在 低能 量 和 距离 很 大 时 重新 回 到 标准 宇宙 学 . 


10.5“ 双 膜 系统 的 宇宙 学 


前 面 我 们 假设 在 五 维 时 空中 只 有 一 个 膜 . 根据 弦 理 论 , 至 少 还 存在 另 一 个 膜 . 
实际 上 , M 理论 认为 这 些 膜 是 五 维 时 空 的 边界 . 即使 从 纯 唯 象 角度 来 看 , 也 有 理由 
认为 存在 第 二 个 膜 : 存在 时 空 奇 点 (或 Ads 视界 ). 在 10.3 节 中 , 我 们 已 经 看 到 , 引 
入 五 维 时 空 标量 场 意 味 着 在 远离 正 张 力 膜 处 会 出 现 裸 奇 点 . 现在 第 二 个 膜 应 该 掩 
盖 这 个 奇 点 , 因此 , 物理 时 空 在 两 个 膜 之 间 展 开 . 等 级 问题 也 促使 人 们 想到 第 二 个 
膜 的 存在 . Randall 和 Sundrum 提出 五 维 时 空 内 存在 两 个 膜 (一 个 张力 为 正 , 另 一 
个 张力 为 负 ), EMRE ABE Ads. 在 这 种 模型 中 , 标准 模型 中 的 粒子 被 限制 在 负 张 
力 膜 上 , 五 维 时 空 的 弯曲 会 导致 引力 很 弱 . 然而 , 为 了 与 引力 实验 相符 , 两 膜 之 间 的 
距离 必须 是 固定 的 . 这 能 够 做 到 , 五 维 时 空 含 标量 场 时 就 是 这 种 情形 . 如 一 些 文献 
中 所 提 到 的 , 双 膜 模型 和 R-S 模型 中 的 引力 都 由 标量 - 张 量 理 论 描述 . 五 维 时 空 标 
量 场 将 修正 标量 场 的 Brans-Dicke 参量 , 并 使 得 五 维 时 空 包含 低能 有 效 作 用 量 中 的 
第 二 个 标量 场 , 因此 当 五 维 时 空 存在 双 膜 并 含有 标量 场 时 , 在 低能 条 件 下 得 到 的 是 
双 标 量 - 张 量 理论 . 
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10.5.1 ”低能 有 效 作 用 量 


我 们 利用 模 空间 近似 获得 低能 有 效 作 用 量 . 由 10.3 节 和 10.4 节 的 讨论 可 知 ， 
对 于 给 定 的 势 , 很 难得 到 五 维 时 空 的 爱 因 斯 坦 场 方程 的 一 般 解 . 模 空 间 近 似 可 以 给 
出 双 膜 系统 在 低能 极限 下 (能 量 远 小 于 膜 张力 ) 的 有 效 作用 量 . 在 10.3 节 讨论 的 静 
态 BPS 解 中 , 膜 的 位 置 可 以 任意 选择 , 换 句 话说 , 它们 形成 一 个 模 场 . 我 们 期 望 在 
膜 上 放置 物质 后 能 使 模 场 与 时 间 有 关 , 或 者 说 , 如 果 物 质 不 是 均匀 分 布 , 模 场 便 与 
时 空 有 关 . 因此 , 第 一 个 近似 是 用 含 时 空 的 函数 代替 膜 位 置 . 另外 , 为 了 允许 引力 的 
模 为 0, 我 们 用 gj,(z*) 代替 平 直 时 空 度 规 no- 假设 场 的 演化 很 慢 , 也 就 是 在 构造 
低能 有 效 作 用 量 时 我 们 忽略 类 似 (09)? 的 项 . 

只 有 当 能 量 远 小 于 膜 张力 时 , 模 空 间 近 似 才 是 很 好 的 近似 . 因此 , 我 们 忽略 模 
空间 近似 中 的 二 次 项 . EA (10.3.6) 中 用 gui (x®) 代替 mw, 把 所 有 项 相 加 并 对 y 积 
分 , 由 五 维 作用 量 得 到 


Susa = f atov=Be [1(4,0)R! + Fea BA (04)? — Falo) ER (00)"] ， 
(10.5.1) 
式 中 
16,0) = jg |, vey, (10.5.2) 


aly) 由 式 (10.3.10) 给 出 , Bd A o 分 别 表示 两 个 膜 的 位 置 . 注意 到 场 的 动能 项 
的 符号 是 错误 的 , 这 是 我 们 选用 的 标 架 造成 的 . 下 面 将 通过 一 个 简单 的 共 形 变换 变 
换 到 爱 因 斯 坦 标 架 , 使 得 两 个 场 动 能 的 符号 都 得 到 改正 . 

下 面 我 们 集中 讨论 具有 指数 超 势 的 BPS 系统 , 并 按照 以 下 的 方式 重新 定义 场 : 


$ = (1—4ka?¢)8, P= (1 — 4ka?o)?4 , (10.5.3) 
2a? +1 
BY B= re 一 二 一 2 E] 有 
$= QcoshR, &=QsinhR. (10.5.4) 
由 共 形 变换 Ju = Q gu 得 到 爱 因 斯 坦 标 架 中 的 作用 量 为 


12a? (dQ?) 
Ser 一 aeea | tV=4[R 14202 Q2 | sare ， 


(10.5.5) 


在 这 个 标 架 中 两 个 场 的 动能 符号 就 都 是 对 的 了 . 当 a 一 0( 即 Randall-Sundrum 情 
Æ) 时 , Q 场 将 退 耦 , 这 表明 五 维 时 空 标 量 场 退 耦 了 , 唯一 的 标量 自由 度 就 是 膜 间 
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距 . 引力 常数 为 
16%G = 2kk2(2a? + 1). (10.5.6) 


很 容易 发 现 作用 量 的 物质 部 分 : 如 果 物 质 位 于 膜 上 , 它 会 “感觉 到 ”诱导 度 规 ， 

这 时 作用 量 为 
SO = 501,92), SO = SO (Pa, gf!) , (10.5.7) 
RH gO 表示 每 个 膜 上 的 诱导 度 规 . 在 变换 到 爱 因 斯 坦 标 架 的 过 程 中 我 们 用 到 了 
SO = SP (71, AQ, R)guw), Sk) = Si (P2, B?(Q, R)g9wv), (10.5.8) 


其 中 物质 通过 函数 4 和 B 与 场 精确 耦合 ,下 面 将 给 出 函数 4 和 B( 忽 略微 商 相 互 
作用 ). 

利用 模 空间 近似 得 到 的 理论 具有 多 标量 - 张 量 理论 的 形式 , 两 个 膜 与 模 场 之 间 
有 不 同 的 耦合 . 采用 模 空 间 近 似 的 两 种 方法 已 用 于 获得 低能 有 效 作用 量 和 两 膜 系 统 
的 场 方程 , 得 到 的 理论 的 定量 性 质 与 膜 空间 近似 理论 一 致 . 


10.5.2 ”观测 约束 
为 了 得 到 理论 的 约束 条 件 , 我 们 将 模 的 拉 氏 量 中 的 动能 项 写成 非 线 性 求 和 形式 


Vj 00'O¢' , (10.5.9) 


AP i= 1,2 表示 模 $1 =Q 和 p= R. KRHRAWA 


12a? 1 6 
YQ = 1+ 202 Q?’ YRR = Taq * (10.5.10) 


注意 到 在 R-S 模型 中 , 4a 一 0 时 , 势 与 Q 的 耦合 变 得 很 小 . 在 只 有 单个 场 的 一 
般 Brans-Dicke 理论 中 , 这 对 应 Brans-Dicke 参数 的 消失 , 但 实验 排除 了 这 种 可 能 
性 . 我 们 将 看 到 与 物质 的 耦合 不 会 出 现 这 种 情况 . 实际 上 代表 与 一 般 物 质 耦 合 的 作 
用 量 可 以 写成 


A=a(¢)f~/7(¢,0), B=a(o)f /2(9,0), (10.5.11) 


其 中 我 们 忽略 了 微 商 相互 作用 . 
引入 参数 


aQ = Oo0lnA, ar = ORlnA. (10.5.12) 
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我 们 发 现 
A=Q-*F(coshR)? , 入 =4/(1L+2a2) ， (10.5.13) 
由 此 得 到 
ag = -6 ， QR = “aa . (10.5.14) 
观测 约束 使 得 参数 
0 = y aiaj (10.5.15) 
小 于 1073. 于 是 我 们 得 到 一 个 边界 
= — + ae (10.5.16) 
满足 条 件 
pel; R<0.2. (10.5.17) 


a 很 小 意味 着 五 维 时 空 几何 被 严重 弯曲 , 如 AdS 时 空 . 当 a = 0 时 , 很 容易 解释 R 
的 边界 


tanh 尺 一 e ec 让 | (10.5.18) 


即 只 有 radion 场 的 指数 可 以 量度 膜 间 距 . 引力 实验 要 求 膜 之 间 相 距 足 够 远 ， 当 
a 去 0 但 很 小 时 , 为 了 得 到 很 小 的 R 值 , 我 们 可 以 让 隐藏 的 膜 接近 即将 形成 的 奇 点 
[a(o) = 0]. 

采用 同样 的 方法 , 也 可 以 对 位 于 负 张 力 膜 上 的 物质 求 出 参数 9 的 值 , 但 对 9 的 
观测 约束 无 法 满足 . 因此 , 如 果 标 准 模型 中 的 粒子 限制 在 负 张 力 膜 上 , 模 必 须 是 稳 
定 的 . 接 下 来 我 们 假设 标准 模型 中 的 粒子 被 限制 在 正 张 力 膜 上 并 研究 模 场 的 宇宙 
学 演化 . 


10.5.3 ”宇宙 学 含义 
10.4 节 最 后 的 小 结 给 出 了 一 个 重要 结论 : 为 了 使 理论 与 观察 结果 相符 , 参数 a。 . 

必须 取 很 小 的 值 . 类 似 地 , 场 RR 也 必须 很 小 , 以 致 能 和 今天 的 观测 结果 一 致 . 但 对 于 

场 R, 存在 自然 的 初始 条 件 吗 ? 下 面 通过 研究 系统 的 宇宙 学 演化 来 回答 这 些 问题 . 
均匀 各 向 同性 宇宙 的 场 方 程 可 以 由 作用 量 得 到 . 弗 里 德 曼 方程 可 以 写 为 


1 
1 + 2a? 


2a? 


8G : f 
H? = — Vii + p2 + Ver + Wer) + Tea + R? ; (10.5.19) 
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其 中 我 们 定义 了 Q = exp9. KF R 和 9 的 场 方程 可 写 为 
1+ 2a? Se OW -F 


R+3HR=-8nG +a (pı — 3p1) + a (p2 — 3pa)| l 


6 OR OR 
(10.5.20) 
“ . 1 +2a? [V Ow. 
$+3H9= -arG 一 5 | a TY + a) (pı — 3pi) + ao (p2 一 3pa)| . 
(10.5.21) 
耦合 参数 由 下 式 给 出 : 
2 2 
a) 2a (2) _ 2a: 
ag =- 1+ Jg’ ay = BET 9 (10.5.22) 
(1) _ tanhR (2) _ (tanhR)—! 
ak = Ta oR = Ty oer (10.5.23) 


我 们 在 两 个 膜 上 都 引入 了 物质 , 势 Vs 和 Wee. 现在 我 们 只 讨论 膜 上 有 物质 的 情况 . 
在 辐射 为 主 时 期 , 能 动 张 量 的 迹 为 0, 所 以 Q 和 9 为 常数 , 标 度 因子 为 alt) x t. 
在 物质 为 主 时 期 , 4 t> t。 时 得 到 方程 的 解 为 


一 3 一 2a2 /3 2/3—4a? /27 
Pl = Pe (=) TE (二 (10.5.24) 
以 及 
-1/3 一 2/3 
$ = be + gine, R= Ro (=) + Rı (=) i ; (10.5.25) 
AF t > te. 注意 到 R 是 衰减 的 , 这 意味 随 着 宇宙 演化 会 得 到 较 小 的 R, 这 与 引力 
实验 相符 . 然而 , 早期 宇宙 中 R 的 大 小 会 受到 核 合成 和 宇宙 微波 背景 辐射 各 向 异性 
NAR. 核 合成 时 期 和 现在 的 R 值 之 间 存 在 很 大 的 差异 , 这 导致 粒子 有 各 种 不 同 
的 质量 , 或 者 说 会 得 到 多 个 牛顿 常数 , 这 与 实验 不 符 . 如 果 我 们 还 同时 将 物质 放 在 
负 张 力 膜 上 , 场 RR 将 更 快 地 演化 至 0, 这 种 行为 很 像 标 量 - 张 量 理论 中 的 吸引 子 解 
(Damour and Nordtvedt,1993). 
在 五 维 图 像 中 , R 变 得 很 小 意味 着 负 张 力 膜 被 推 向 奇 点 . 实际 上 , 对 于 更 一 般 
的 情况 , 方程 的 数值 解 显 示 R 甚至 可 以 是 负 的 . 但 在 五 维 描述 下 , 这 是 没有 物理 意 
义 的 , 因为 它 意 味 着 负 张 力 膜 将 穿 过 奇 点 . 因此 , 随 着 理论 的 发 展 , 还 需要 更 深入 地 
理解 五 维 时 空 的 奇 点 .当然 , 我 们 可 以 简单 地 假设 负 张 力 膜 撞 到 奇 点 时 被 破坏 了 . 
更 有 趣 的 一 种 可 能 是 膜 受 到 了 奇 点 的 抵抗 ， 人 们 推测 有 可 能 通过 低能 条 件 下 有 效 
作用 量 中 的 一 些 有 效 势 来 描述 这 个 问题 . 
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10.6 fe tke te 


我 们 看 到 , 膜 宇宙 模型 的 缺陷 在 于 存在 奇 点 问题 : 负 张力 膜 会 撞 到 奇 点 . 因此 ， 
描述 膜 上 的 物理 除了 要 用 到 场 论 还 必须 有 一 些 技巧 ， 只 有 当 人 们 建立 一 个 统一 理 
论 (统一 广义 相对 论 和 量子 力学 ) 时 , 才能 解决 这 样 的 问题 , 弦 理 论 可 能 是 这 样 一 种 
理论 , 宇宙 奇 点 解 的 本 质 仍 是 弦 理 论 中 的 一 个 重要 问题 . 当 两 个 膜 碰 撞 时 会 出 现 第 
二 个 奇 点 , 当 额 外 维 中 的 某 一 维 收缩 直到 消失 时 , 低能 有 效 作用 量 中 仍 存 在 一 个 奇 
点 . 人 们 认为 膜 碰撞 在 研究 字 宙 学 尤其 在 研究 大 爆炸 时 有 重要 作用 (Khoury,2002). 

在 M 理论 中 , 膜 间距 变 小 对 应 弦 耦 合 常数 减 小 , 因此 我 们 可 以 采用 微 扰 方法 . 
现在 我 们 分 析 这 种 碰撞 及 其 可 能 产生 的 结果 . 在 碰撞 过 程 中 存在 一 种 自然 而 直观 的 
现象 , 即 宇宙 反弹 . 

我 们 将 用 一 个 标量 场 和 引力 描述 一 个 d 维 理论 , 其 中 引力 场 方程 的 解 包含 的 
奇 点 在 t = 0 处 ， 人们 发 现 这 种 模型 是 d + 1 维 模型 的 低能 近似 , d + 1 维 的 额外 
维 是 两 个 边界 膜 的 间距 , 而 奇 点 对 应 膜 碰撞 , 在 d+ 1 维 图 像 中 , 两 个 膜 可 以 越过 对 
方 ; 因此 碰撞 后 膜 的 运动 是 连续 的 . 

对 于 一 般 的 空间 迹 形 , 人 们 可 能 试图 在 这 种 背景 中 定义 弦 理 论 并 用 这 种 弦 理 论 
来 解决 奇 点 问题 . 但 在 广义 相对 论 中 , 这 些 迹 形 是 不 稳定 的 , 因此 排除 了 用 一 般 迹 
形 作为 弦 理 论 背 景 的 可 能 性 . 下 面 我 们 介绍 相关 的 结论 . 

我 们 用 模 空 间 近 似 方法 探讨 了 含有 五 维 时 空 标量 场 的 模型 , 现在 考虑 低能 条 件 
下 包含 单个 标量 场 的 模 空间 . 标量 场 $ 与 引力 耦合 , 作用 量 为 


S= / d¢z./—g |z 一 5(00)| (10.6.1) 
具有 形式 为 
ds? 一 a2(t[ 一 dt2 + da*dz;] (10.6.2) 
的 宇宙 解 很 容易 得 到 ， 


a=a(l) |t|, $= +e 2 


= 1) 


AP e=+1. 此 解 在 奇 点 t = 0 处 有 两 个 分 支 , 分 别 对 应 于 + < 0 和 + > 0. 是 什么 
导致 了 这 个 模型 具有 额外 维 呢 ? 通过 定义 


p =e? (10.6.4) 
和 


a ha (10.6.5) 
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可 以 将 前 面 的 系统 升 到 d+1 维 . 其 中 Y= V(d 一 2)/8(d 一 1). 考虑 到 d+1 维 纯 引 
力 理论 中 度 规 为 
ds3,, = Wdw’ 十 了 vdzkdzy , (10.6.6) 


式 中 we [0,1,w=0 和 w=1 代 表 两 个 边界 膜 . 如 果 限 制 两 个 场 W(z#) 和 g(x") 
仅 依 赖 于 d 维 , 在 区 间 w es [0,1] 内 , 维 数 减 少 , 即 积分 遍及 整个 额外 维 ， 从 而 得 到 
有 效 作用 量 (10.6.1). 
现在 我 们 通过 解 (10.6.3) 来 讨论 d+ 1 维 时 空 的 特征 . 对 给 定 的 依赖 于 积分 常 
数 o) 和 all) 的 B, d+ 1 维 时 空 的 度 规 变 为 
ds3,, = B?t?dw? + nvdrr dr” . (10.6.7) 


可 以 看 出 , 时 空 几何 非常 简单 , 它 是 RO) 和 M WAR R xM, 其 中 M 是 
二 维 Milne 时 空 , 其 度 规 为 


| ds?, = —dt? + Btt?dw? . (10.6.8) 
利用 光 锥 坐标 
z+ = +tet Pv | (10.6.9) 
Milne 时 空 度 规 变 为 
ds, = dz+dz_ ， (10.6.10) 


这 与 二 维 闵可夫 斯 基 时 空 度 规 一 致 . 这 里 区 别 额外 维 区 间 的 方法 发 生 了 变化 , 因为 
Milne 空间 通过 变换 
gt ~ et2B" gt (10.6.11) 
给 出 ， 正如 在 Randall-Sundrum 模型 中 , 我 们 用 S/Z: 区 别 额外 维 间隔 . 
两 边界 膜 在 c+ = 0 处 碰撞 , 其 轨迹 由 下 式 给 出 : 
at=tt, xt =+tet®’. (10.6.12) 
我 们 可 能 期 望 在 奇 点 处 两 个 膜 越 过 对 方 并 继续 演化 , 但 Horowitz 和 Polchinski 已 
证 明 迹 形 时 空 的 结构 是 不 稳定 的 . 考虑 这 个 几何 中 的 一 个 粒子 , 他 们 指出 , 时 空 会 
HAIDERA. 实际 上 我 们 只 关注 迹 形 作用 量 下 的 一 个 粒子 和 它 的 第 m 个 
图 像 . 就 磁 撞 而 言 , 随 着 n 增 大 变 为 常数 而 中 心 质量 的 能 量 Vs 以 coshnB? 的 
方式 增长 . 当 足够 的 大 时 
GVs > b¢-*. (10.6.13) 


两 个 粒子 在 其 Schwarzschild 半径 内 进入 对 方 , 从 而 通过 引力 塌 缩 形成 一 个 黑洞 . 因 
此 迹 形 时 空 在 广义 相对 论 中 没 意 义 , 即 没有 为 弦 理 论 定 义 一 个 与 时 间 无 关 的 背景 . 
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10.7 膜 宇宙 模 型 中 的 短程 线 


”在 RS 模型 提出 之 后 , 膜 宇宙 模型 引起 了 人 们 的 极 大 兴趣 . 其 中 一 个 较为 重要 
的 问题 就 是 研究 膜 宇 宙 模 型 中 的 短程 线 问 题 . Miick(2000) 给 出 了 RS 模型 中 自由 
类 时 粒子 的 运动 . 发 现在 该 模型 中 , 如 果 不 引 入 引力 之 外 的 额外 的 机 制 , 则 物质 将 
不 可 避免 地 有 沿 额外 维度 的 运动 , 即 物质 将 不 再 被 禁闭 在 膜 上 . 之 后 , Youm(2001) 
又 考虑 了 在 五 维 时 空中 传播 的 类 光 粒 子 , 发 现 对 于 膜 上 的 观测 者 , 该 类 光 粒 子 将 变 
成 类 时 粒子 , 并 且 有 额外 的 力作 用 其 上 . Youm 考虑 的 五 维 时 空 具 有 稳定 的 额外 维 
E. 本 节 讨 论 Miick 的 工作 , 10.8 节 讨 论 Youm 的 工作 , 然后 讨论 额外 维度 非 稳 定 
的 情况 . 

我 们 由 五 维 时 空 度 规 出 发 , 可 以 得 到 短程 线 方 程 
d?r” dz“ dy _ 


a sara = 9» 


(10.7.1) 


dz” dz” 
+ k sgn ye *l¥ln Z =, (10.7.2) 


dy cel 
dð d6 


d0? 


AF 0 为 仿 射 参量 . 
Miick 等 求解 了 上 述 方程 , 得 到 粒子 的 运动 轨迹 (yo = yo = 0) 


oY = ah + ult, (10.7.3) 
1 21.242 
y= 5, lokt), (10.7.4) 


“… ”表示 对 时 间 的 导数 . 其 中 vr 是 一 个 四 维 矢量 . t 为 膜 上 的 时 间 , t 和 9 具有 如 
下 的 关系 : 


dt _ 2klyl 
T 7° : (10.7.5) 


由 此 可 知 , 对 膜 上 的 有 质量 粒子 (v2 < 0), 它 不 可 避免 地 要 沿 额外 维度 运动 . 因此 ， 
在 RS RETF, 为 了 使 物质 被 禁闭 在 膜 上 的 假设 成 立 , 就 不 得 不 引入 除 引 力 外 的 
新 机 制 , 即 非 引 力 机 制 . 


10.8 HRS RAP A 


在 膜 宇宙 模型 中 , 一 般 总 是 假定 物质 是 被 禁闭 在 膜 上 的 , 而 只 有 引力 子 可 以 在 
整个 五 维 时 空中 传播 . Youm(2000) 假定 五 维度 规 具 有 稳定 的 额外 维度 . 
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由 五 维 时 空 度 规 可 以 得 到 短程 线 方程 


dt mn fdt\? 2n! dt dy ， dad 

dt NY | 2n' dt . 10.8.1 

ay tn (Š) Tr dha. ey = aes 

d?zt 2adtda* 2a’ dy dz 

OF, yee OE ee 10.8.1b 
me? waka Gada ( ) 
2 j 

SY + nn! (š) e p> (= ) =o (10.8.1¢) 


式 中 “.” 代 表 对 t RSPR, 而 ' 则 代表 对 y REM. 入 是 五 维 时 空 短程 线 的 仿 射 参 
量 , 定义 为 
M idz? /dy\’ 

一 55 = Gun — = = —n? ($) + aiy EE + G3 A (10.8.2) 
AP es = 0,1 分 别 代表 类 光 粒 子 和 类 时 粒子 . 此 处 仅 考 虑 类 光 的 情况 (因为 只 有 
引力 子 可 以 在 五 维 时 空中 传播 ). 为 了 考察 低 维 观测 者 ( 即 在 膜 上 的 观测 者 ) 所 观察 
到 的 状况 , Youm 将 上 述 五 维 时 空中 的 短程 线 方程 (10.8.1) 重新 用 超 曲面 y = const 
上 四 维 时 空 的 量 表示 出 来 . y =const 上 超 曲 面 上 的 度 规 为 


guvdzudzx = —n*dt? + a?6ijdz'dz7’ . (10.8.3) 
定义 超 曲面 上 的 仿 射 参量 和 满足 
dz” dz” Sy 2. dat dz 
一 E4 = Vi 一 一 -一 一 一 一 十 Qa 0i; 一 一 一 一 10.8.4 
Ce a a A(S 1 4 dX 


AP c4 = 一 1,0,1 分 别 代表 对 应 于 膜 上 观察 到 的 类 空 、 类 光 和 类 时 粒子 . 假定 和 是 
和 的 函数 : = ACA), 则 如 果 满 足 条 件 


2 
人 si (10.8.5) 
则 由 式 (10.8.2) 可 得 到 
2 i > 
—n? (=) ty = 一 1. (10.8.6) 


即 在 五 维 时 空中 传播 的 引力 子 , 超 曲 面 上 的 观察 者 发 现 是 一 个 类 时 粒子 . 利用 以 上 
各 式 , 可 以 把 五 维 时 空 短程 线 方程 (10.8.1) KA 


dt n/fdt\? aå i\? 2 j\2 , 
-e j = (S) F = (=) = |nn’ (<=) 一 aa' Y` (=) _ 、 is , 
dÀ? Nn \dr n j dà dà 7 dà n | dà 
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d2zi 2a dt dr’ ,(dt\? , dzi\* ,a | dat 
a? adidi 上 (5) = > (=) at rs ene 
由 此 可 知 , 对 超 曲 面 上 的 观测 者 来 说 , 五 维 时 空中 自由 运动 的 类 光 粒 子 是 在 额外 维 


非 引 力作 用 下 的 类 时 粒子 . 方程 的 右 端 对 应 于 非 引力 所 引起 的 四 维 加 速 和 拓 量 A 的 
时 间 和 空间 分 量 . 该 四 维 矢量 具有 平行 于 四 速度 的 非 零 分 量 


dz” dt\2 . dx‘ \? 
y At 一 一 = |2 — n? (=) 十 a? (=) 
g | dÀ 2 dÀ 


区 (Heg) ai 


这 和 经 典 的 粒子 力学 相 矛 盾 . 对 于 没有 意识 到 额外 维度 存在 的 膜 上 的 观测 者 来 说 ， 
他 将 会 将 此 解释 为 固有 质量 随时 间 的 改变 . Youm 给 出 了 固有 质量 随时 间 的 变化 关 
系 


l dm _ p dz” 
m dÀ = Juv a 
考虑 观测 者 处 于 膜 上 ( 即 处 于 y = 0) 的 情况 . 由 于 度 规 分 量 对 y 的 一 阶 导数 
E y = 0 处 是 不 连续 的 , 因此 方程 (10.8.7) 在 该 处 没有 很 好 的 定义 , 取 其 平均 值 . 考 
虑 到 膜 的 两 侧 具 有 Z: 对称 性 , 方程 (10.8.7) 的 形式 可 写 为 


(10.8.9) 


d2t (=) 
一 -一 + a a 一 一 一 一 0 z 10.8.10a 
dj "2 F i } 
d2zi  2dg dt dz’ 

e eee ey (10.8.10b) 


a2 ao dÀ dÀ ? 
其 中 定义 坐标 时 t 满足 n(t,y = 0) = 1, 方程 中 下 标 0 代表 膜 上 的 量 . 由 上 述 方程 
可 知 , 对 于 膜 上 ( 即 超 曲 面 y = 0 处 ) 的 观测 者 来 说 , 五 维 时 空中 自由 传播 的 类 光 
粒子 的 时 迹 完全 变 成 了 膜 上 是 类 时 短程 线 , 即 自由 类 时 粒子 的 时 迹 , 而 不 再 存在 额 
外 的 非 引力 力 . 但 当 考 虑 膜 的 两 侧 不 具有 Zz 对 称 性 时 , 低 维 的 观测 者 依然 会 观测 
到 额外 的 非 引 力 力 . 据 此 可 以 判断 现实 的 膜 世界 是 否 具有 22 对 称 性 . 


10.9 额外 维 非 稳定 的 情况 
我 们 考虑 具有 如 下 度 规 形式 的 膜 宇 宙 模 型 ， 


GMNdz%dz” = —n?(t, y) + a?(t, y)yijdatda’ + b?(t, y)dy? , (10.9.1) 
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式 中 , n,a Al 都 是 任意 的 光滑 函数 . 假设 宇宙 是 平 直 的 ( 即 上 = 1). 五 维 时 空 度 规 
分 量 为 


Gr=—-n’, Gij =076i;, Gy =o". (10.9.2) 
对 应 的 仿 射 联络 定义 为 
GPR /OGm OG OG 
R _ Q NQ OGMN 
将 度 规 分 量 代入 式 (10.9.3), 得 到 不 为 零 的 仿 射 联络 : 
Ts = = i Ti =n abby ， 
sey n’ 
My =n 2bb , ry a 
ry, =b- 18, I, = —b~7a0'6;; , 
Diy = bb, Dhe = b nn, 
i Q ci i Q i 
五 维 时 空中 试验 粒子 的 短程 线 方程 为 
da? r dz™ dz 
pe + Pun Gy =Q. (10.9.5) 


将 式 (10.9.4) RAA (10.9.5), 得 到 


d2t n/fdt\? ndtdy aa dzi\* _,. (dy\? 
dv _ 24 dt da’ 2a’ dydz _ 10 
dà? a dà dA ad\d\  ” 


d?y -1x { dy i —2 ,1 dx" dix _2 , { dt : ~1; dt dy 
—=— +b v ($) —b aa dij Gy +? nn (Š) + 2b b—— =0, 


(10.9.6b) 


(10.9.6c) 


和 为 仿 射 参量 , 定义 如 下 : 
M GaN 2 i grj 2 
一 E5 = Gun < = =n? (5) + atiy + b? (Z) ‘ (10.9.7) 
AY es = 0,1 分 别 对 应 于 类 光 粒 子 和 类 时 粒子 的 情况 . 由 于 我 们 假定 只 有 引力 子 


可 以 在 五 维 时 空中 传播 , 所 以 也 仅 需 要 考虑 es = 0 的 情形 , 即 只 考察 五 维 时 空中 的 
类 光 粒 子 . 
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五 维 时 空中 的 短程 线 方程 用 y =const 的 超 曲面 上 的 四 维 时 空 的 量 来 重新 表述 ， 
从 而 得 到 低 维 观测 者 ( 即 膜 上 观测 者 ) 所 观测 到 的 在 五 维 时 空中 传播 的 引力 子 的 情 
况 . 

超 曲 面 y=const 上 的 度 规 为 


guvdzudzy = —n2dt? + a?6ijdzr"dz’ . (10.9.8) 
超 曲面 上 的 仿 射 参量 和 定义 为 
H ‘ i dz7 
py = =—n? (5) T e ; (10.9.9) 
dA dà dà dà dà 


StH e4 = -1,0,1 分 别 代表 超 曲 面 上 的 类 空 、 类 光 和 类 时 粒子 . 我 们 假定 超 曲面 上 
的 仿 射 参量 是 五 维 时 空中 仿 射 参量 和 的 光滑 函数 


入 = 入 (A) ， (10.9.10) 
则 由 式 (10.9.7) 可 以 得 到 
n2 { a 25 dz dz da)” 2 (dy\* 
É (5) tas a le (5) ii (3) | . ee 
对 于 五 维 时 空中 的 引力 子 (es = 0), 若 假定 
dy)" _ 4-2 
(+) =°, (10.9.12) 


则 式 (10.9.11) 右 端 等 于 -1, 即 五 维 时 空中 自由 传播 的 引力 子 , 超 曲面 上 的 观测 者 
认为 是 一 个 类 时 粒子 . 由 式 (10.9.6) 和 (10.9.12) 可 以 得 到 超 曲面 上 的 仿 射 参 量 和 
与 五 维 时 空中 仿 射 参量 和 之 间 的 关系 : 


~\ 一 上 

dà d dà = | dt 2 f dz7 ,dt dy 
(3) F (3) b | nn (=) +aa ~(S) es] . (10.9.13) 
利用 上 述 关 系 , 把 五 维 时 空中 的 零 短 程 线 方程 (10.9.6) 的 tA r 分 量 分 别 用 超 曲 
面 上 的 仿 射 参量 和 表示 出 来 


Rae 
dX nn\dA/ nG dà 
2 j 2 
=b) |nn’ (=) — aa’ ` (=) -2 一 dee 9 St kod —n*b-1b, (10.9.14a) 
dà 7 \ da n dà | dr 


2 nt 2 j 
n 十 一 = ca =b! |nn’ (5) — aa’ >》， ( 坚 ) 十 oi at 一 2 
dă? @ d\ dA dà 7 A\dÀ dà a| d 


(10.9.14b) 
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方程 的 左 端 具 有 形式 

d?r? p ax’ dz” 

= + T, 一 一 

dX2 dr ax. 
其 中 re, 是 超 曲 面 y =const 上 的 度 规 所 对 应 的 仿 射 联络 . 方程 的 右 端 对 应 的 是 由 
非 引 力 所 引 起 的 四 维 加 速度 矢量 hr 的 时 间 和 空间 分 量 . 即 对 超 曲面 上 的 观测 者 来 
说 , 在 五 维 时 空中 自由 运动 的 引力 子 (类 光 粒 子 ) 将 被 认为 是 在 额外 的 非 引 力作 用 
下 运动 的 类 时 粒子 . 四 维 加 速度 矢量 AY 具有 平行 于 四 维 速度 的 非 零 分 量 


3 


426715 -r (uy), p> (ey + +5] < . (10.9.15) 


我 们 也 将 此 情况 解释 为 国有 质量 随时 间 而 改变 . 

下 面 我 们 来 考虑 处 于 膜 ( 即 处 于 y = 0 处 的 超 曲 面 ) 上 的 观测 者 所 观测 到 的 情 
况 . 由 于 度 规 分 量 对 y 的 一 阶 导 数 在 y = 0 处 是 不 连续 的 , 所 以 方程 (10.9.14) 在 
y = 0 处 是 没有 好 的 定义 的 . 一 般 的 , 我 们 将 对 膜 两 侧 求 平均 来 代替 之 . 对 于 y = 0 
处 的 膜 , 我 们 有 跃迁 条 件 


kts) 
lab = = -2 aobo(o + p), (10.9.16a) 


[n’ _ Ko, 
n lo = —-—bo(o ~ 3p — 2p), (10.9.16b) 


式 中 o 是 膜 上 的 张力 , 而 p 和 p 分 别 代表 膜 上 的 物质 密度 和 压强 ， 而 [Flo = 
_ F(0+)- F(O-) WARR F(y) ER y = 0 两 侧 的 跃 变 . 再 定义 函数 F(y) 在 膜 上 的 平 
均值 如 下 : F =(F(0+)+ F(O-)|/2. FREER AURA Z: 对 称 性 


a’(0*) = —a' (07) , (10.9.17a) 
n'(0+) = ~n’ (07) . (10.9.17b) 
则 方程 (10.9.14) 变 为 
d2t dr’ dzi i dt \? 
dx dk dÀ | dÀ \ 
dri 2¢ dt dz? . dt dat 
A ea a (10.9.18b) 


dÀ? a d\ dd dÀ dA 
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即 对 处 于 膜 上 的 观测 者 来 说 , 在 假定 膜 两 侧 具 有 Z 对 称 性 的 情况 下 , 依然 有 额外 
力 的 作用 . A (10.9.18) 的 右 端 对 应 于 由 额外 维 力作 用 而 产生 的 四 维 加 速度 矢量 
AM 的 时 间 和 空间 分 量 . A 依然 有 沿 四 维 速度 的 非 零 分 量 


2 iya l 
me f- -+ (8) boi -oa 
g 


由 此 可 见 , 当 度 规 额外 维 分 量 不 稳定 时 , 即使 假定 膜 两 侧 具 有 22 对 称 性 , 依然 存在 
额外 力 的 作用 . 
下 面 我 们 考查 bly, t) 取 某 些 特定 的 函数 时 的 情况 . 依然 假定 物质 被 禁闭 在 膜 
上 , 而 只 有 引力 可 在 整个 五 维 时 空中 传播 . 考虑 一 张 膜 处 于 y = 0 处 , 并 且 假 定 膜 
当 b(y,t) =1+ ¿sint 时 , TRASK (10.9.18), 我 们 有 


d2t dzi dx) ($) 
一 一 + Q0000i; 一 一 一 一 1+ €sint = } —1} cost, 10.9.20a 
aya ao a a = (1+ sint) 四 ( ) 
2y ~ 
= + Mio dt da = 2(1+ sin ned dat cost . (10.9.20b) 
dà? ao dà dà dà dà 


当 bly, t) 取 此 值 时 , 膜 上 的 观测 者 将 会 发 现 有 额外 力 的 作用 . 在 上 = 04+ krk 为 整 
BL) WY, BY b(y,t) = 1 处 , 依然 有 额外 力 的 作用 . 方程 (10.9.20) 的 右 端 对 应 于 粒子 
的 四 维 加 速度 矢量 AY, 该 矢量 具有 沿 四 维 速度 的 非 零 分 量 


da” dt \? dai \? 
vA" —— = —n? 2 (5) -l| + 2a? (=) 
aes | | dÀ | 3 dA 
-(1+ €sint)~*é cost (10.9.21) 


当 b(y,t) =1+ €cost 时 , 我 们 有 


d2t dz‘ dri dt \? 
和 (5) -1| sint, (10.9.22a 
aa S el dÀ l ) 
d?r? 2a dt dr’ dt dz’ 

pe (10.9.22b) 
dă? a dÀ dX dX dÀ 


当 b(y, t) 取 此 值 时 , 膜 上 的 观测 者 也 会 观测 到 有 额外 的 力 的 作用 . 在 上 = + ko 时 


bly, t) = 1), 额外 力也 不 为 零 . 方程 (10.9.22) 右 端 对 应 的 四 维 加 速度 矢量 沿 四 维 速 
度 分 量 也 不 为 零 
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dx” dt \? dzi \* 
Av Se =— =n? a(S) 1] +20 (E) 
ae | É | dX | D dX 


(1 + € cost)" sint = | (10.9.23) 


当 b(y,t) =14 €(1 一 cost) 时 , 我 们 有 
dt. dat dai 2 dt \? 
Ee + nes ae = [1+ €(1 —cost)|~'é o (5) 一 ! sint, (10.9.24a,) 
dèt , Big dt da 
dX2 ao dd AA 
当 bly, t) 取 此 值 时 , 膜 上 的 观测 者 一 般 也 会 观测 到 额外 力 的 作用 , 但 当 t = 2kr[ 此 
时 b(y, t) = 1) BY, 额外 力 消失 . 方程 (10.9.24) 的 左 端 对 应 的 是 四 维 加 速度 矢量 A”, 


该 天 量 满足 
wy) 


dz” dt \? 
„A= =< —n? 2(<) 一 1 
eau | | dA 


tari cost)] ésint | (10.9.25) 


dt dz’ 
= 21 十 1 — cost -1 — — sint. 10.9.24b 
[1 + &( )] a an ( ) 


当 t= 2kr 时 , 四 维 加 速度 矢量 AY 沿 四 维 速度 方向 的 分 量 为 零 . 
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